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Prefácio 


Este livro é dirigido a alunos de primeiro e segundo ano de facul- 
dade de cursos que utilizam a Matemática, como Ciência da Com- 
putação, Engenharia, Química, Biologia, Economia, Ciências 
Atuariais e Administração. O desafio de escrever um livro contem- 
porâneo de Álgebra Linear consiste em enfocar aqueles aspectos 
da matéria que mais provavelmente têm valor prático para o estu- 
dante, mas ao mesmo tempo sem comprometer o formato intrinse- 
camente matemático do assunto. A Álgebra Linear é especial na 
medida em que suas idéias centrais estão encorpadas tanto nos 
teoremas e em suas provas como nas suas aplicações e nas técni- 
cas de resolução de problemas. Assim, num livro contemporâneo 
de Álgebra Linear, devem ser estimulados o raciocínio matemáti- 
co, a habilidade de resolver problemas e a exposição a aplicações 
do mundo real. Esse é o nosso objetivo. 

Quem quer que tenha lecionado essa disciplina está perfei- 
tamente consciente dos desafios pedagógicos que ela apresenta: é 
grande o número de conceitos importantes, tornando difícil cobrir 
todos em um só semestre; algumas das idéias são intrinsecamente 
difíceis e requerem uma exposição elaborada e habilidosa para tor- 
ná-las claras e, finalmente, muitos estudantes lutam tanto com a 
formulação axiomática de espaços vetoriais arbitrários que isso os 
impede de dominar os conceitos básicos. Olhando este texto e fo- 
lheando o livro, o leitor verá que fizemos um grande esforço para 
encarar esses problemas. Esperamos que este livro cumpra a pro- 
messa de “contemporâneo” de seu título e que seja considerado re- 
novador e estimulante. 

A lista dos principais itens deste livro é a seguinte: 


Enfoque Primário no R^ Acreditamos que um conhecimento 
sólido de vetores de R” e alguma experiência em ver funções co- 
mo vetores é um nível adequado de generalização para a maioria 
dos alunos dessa disciplina. É por isso que enfocamos especial- 
mente o R”. A parte com os espaços vetoriais axiomatizados foi 
colocada mais para o final deste livro, permitindo, assim, que es- 
sa generalização possa evoluir naturalmente (como ocorreu his- 
toricamente) e evitar a “barreira de abstração” que a maioria dos 
alunos considera tão problemática. Contudo, o material foi estru- 
turado de tal maneira que também pode ser coberto mais cedo 
por aqueles que assim o preferirem. 


Geometria Para fazer uma transição de duas e três dimensões 
para o R” com êxito, o estudante deve ter um bom entendimento da 
geometria de retas e planos, particularmente as representações ve- 


toriais e paramétricas desses objetos. Existe uma forte ênfase geo- 
métrica ao longo do livro, fornecendo, assim, uma base sólida em 
Geometria sobre a qual os estudantes podem construir. 


Por que os Vetores Precedem os Sistemas Lineares Existem vá- 
rias maneiras razoáveis de ordenar os tópicos num livro de Álge- 
bra Linear. Possibilidades razoáveis são as seguintes: começar 
com sistemas lineares, com matrizes ou com vetores. Escolhemos 
começar com vetores e só depois passar para sistemas lineares 
porque isso nos permite interpretar as soluções paramétricas de 
sistemas lineares como objetos geométricos, como pontos, retas e 
planos, em vez de conjuntos abstratos amorfos. Dessa maneira, re- 
forçamos nossa filosofia de dar um fundamento geométrico sólido 
para as idéias. 


Ritmo Опет quer que tenha lecionado Álgebra Linear sabe per- 
feitamente que é difícil cobrir todos os tópicos importantes em um 
só semestre, de modo que o ritmo de um livro de Álgebra Linear é 
muito importante. As disciplinas de Álgebra Linear dispõem, tipi- 
camente, entre 28 e 40 e poucas aulas, de modo que projetamos 
este livro para acomodar essa variação. (Veja, adiante, o Roteiro 
para o Plano de Ensino.) 


Introdução Imediata dos Conceitos Fundamentais Todos os 
conceitos principais são introduzidos cedo no livro e, mais tarde, 
revistos em maior profundidade. Por exemplo, ao final do Capítu- 
lo 1, o aluno terá encontrado, num nível básico, noções de R”, or- 
togonalidade, combinações lineares, subespaços, subespaços gera- 
dos, independência linear e dimensão. Pelo final do Capítulo 4 
(mais ou menos pela décima quinta aula), o aluno terá um primei- 
ro contato com autovalores. Esta abordagem “em espiral” do de- 
senvolvimento conceitual garante que todos os tópicos possam ser 
cobertos ao longo da disciplina e permite ao aluno lidar mais facil- 
mente com essas idéias quando elas forem estudadas em maior 
profundidade. 


Entendimento Conceitual Ё da natureza dessa matéria que cer- 
tos conceitos, que parecem inócuos ou sem maiores propósitos 
quando são introduzidos pela primeira vez, acabem adquirindo 
uma grande importância no desenrolar do assunto. Por causa dis- 
so, introduzimos notas curtas no livro, denominadas Olhando à 
Frente, cujo propósito é fornecer ao aluno alguma pista sobre o pa- 
pel futuro da matéria que está sendo estudada. (Para um exemplo, 
ver página 31). 
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Aplicações Ao longo do livro aparece uma grande gama de 
aplicações. Essas aplicações foram escolhidas e escritas para dar 
ao aluno uma noção da enorme variedade de aplicações da Álge- 
bra Linear sem permitir que a quantidade ou a complexidade das 
aplicações interfiram na clareza ou na apresentação lógica da Ma- 
temática. Mantendo a promessa de “contemporâneo” no título 
deste livro, o leitor pode encontrar aplicações a tópicos moder- 
nos, como sistema de posicionamento global e serviços de busca 
na Internet. 


Rigor Matemático Os teoremas e as provas são apresentados de 
maneira precisa, mas num estilo que é apropriado para estudantes 
principiantes. 

Questões Numéricas Este livro não pretende ser um texto sobre 
métodos numéricos de Álgebra Linear. O nosso objetivo é alertar 
o aluno para as questões numéricas, mas não discutir essas ques- 
tões em detalhe. 


Dominando Pontos de Vista Uma disciplina de Álgebra Linear 
lecionada com éxito deveria transmitir aos alunos a habilidade de 
ver objetos e estruturas matemáticas de várias maneiras; por exem- 
plo, ao final da disciplina o aluno deveria ser capaz de pensar nu- 
ma matriz do ponto de vista de sistemas lineares, de mudanga de 
coordenadas ou de transformações lineares. Dedicamos um esfor- 
go considerável para ensinar aos alunos como mudar pontos de 
vista. 


Envolvimento dos Alunos Uma queixa comum de professores é 
que os alunos não lêem o livro. Numa tentativa de atacar esta 
questão criamos notas curtas, denominadas Problemas Concei- 
tuais, nas quais o aluno é solicitado a responder uma questão so- 
bre a matéria que acabou de ler. Para manter os alunos envolvidos 
com o livro, os professores podem querer dedicar alguns minutos 
da aula para discutir essas questões. 


Exercícios Сайа conjunto de exercícios é dividido em quatro ca- 
tegorias: exercícios básicos, Discussão e Descoberta, Trabalhan- 
do com Provas e Usando Recursos Computacionais. 

* Osexercícios básicos progridem em termos de dificuldade des- 
de os primeiros, que são de rotina, até os últimos, com maior 
substância. Há um equilíbrio aproximado entre os exercícios de 
números pares e os ímpares, e no livro fornecemos a resposta 
somente dos ímpares. 

* Os exercícios de Discussão e Descoberta tendem a ser mais 
abertos do que os básicos e incluem problemas de verdadeiro/fal- 
so, problemas que requerem conjetura e, ocasionalmente, alguns 
problemas exigem redação ou pesquisa na Internet. 


* Como diz o próprio nome, o grupo Trabalhando com Provas 
contém exercícios nos quais o aluno é solicitado a dar provas 
precisas. Nos exercícios básicos, quando pedimos para o aluno 
“mostrar” algo, queremos que o aluno forneça algum argumen- 
to lógico razoável, não necessariamente uma prova formal. 


* Oobjetivo do grupo de exercícios Usando Recursos Compu- 
tacionais é ensinar os alunos a utilização de algum tipo de 
ferramenta tecnológica moderna — como MATLAB, Mathe- 
matica ou Maple, ou uma calculadora gráfica — para resolver 
problemas de Álgebra Linear. Esses exercícios estão apresen- 
tados de forma genérica, sem referência às particulares sinta- 
xes das ferramentas. Alguns exercícios desse grupo estão 
marcados com um ícone vermelho (==) para indicar que o 
exercício ensina alguma técnica básica necessária em outros 
exercícios desse grupo. 


Banco de dados Os professores de cursos orientados tecnologi- 
camente podem querer que seus alunos utilizem ferramentas para 
resolver a maioria dos exercícios numéricos, e náo somente os 
exercícios do grupo Usando Recursos Computacionais. Para pou- 
par os alunos do trabalho de digitar matrizes e vetores, disponibi- 
lizamos um banco de dados para os exercícios numéricos no site 
da editora original (em inglés) deste livro, em que os dados apare- 
cem em formatos convenientes para utilização com MATLAB, 
Mathematica e Maple. 


Programas O nosso objetivo é fazer com que os estudantes 
utilizem aplicativos tecnológicos como ferramentas para resol- 
ver problemas sem ficarem envolvidos com a criagáo de progra- 
mas. Assim, fornecemos uma rotina quando algum aplicativo 
específico exigir alguma programagáo para executar uma ope- 
ração de Álgebra Linear ou quando aquele aplicativo fornecer 
uma resposta num formato diferente das convenções deste li- 
vro. As rotinas podem ser obtidas no site da editora original 
(em inglês) deste livro. 


Perspectiva Histórica Ет vários pontos ao longo do livro apare- 
ce um quadro intitulado A Álgebra Linear na História, cujo propó- 
sito é trazer alguma vitalidade ao assunto, fornecendo detalhes so- 
bre pessoas que contribuíram para o desenvolvimento da Álgebra 
Linear e sobre a origem de diversas idéias e da terminologia. 


Página na Internet* Este livro tem apoio (em inglês) no site da 
editora original no enderego 


http://www.wiley.com/college/anton 


que contém uma variedade de materiais úteis, incluindo o banco 
de dados e os programas mencionados anteriormente. 


* Os professores interessados em receber o Manual do Professor (em inglês) e/ou 
os slides (em português) devem entrar em contato com a Bookman Editora pelo 
endereço divulgacao grupoaeditoras.com.br e encaminhar comprovante de 
docência. 
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Um Guia para o Professor 


Número de aulas 


O Roteiro para o Plano de Ensino a seguir dá uma opção para 
um núcleo de 29 aulas e outra para um núcleo de 35 aulas. O 
núcleo de 29 aulas foi elaborado para ser utilizado em semes- 
tres com limitações de tempo, bem como para cursos de verão 
abreviados. Ambos programas podem ser suplementados com 
tópicos providos de asterisco, de acordo com a disponibilidade 
de tempo. Nem a leitura nem a continuidade dos tópicos do nú- 
cleo é afetada pela omissão de tópicos com asterisco. 


Ritmo 


O roteiro foi elaborado tendo em vista uma seção por aula, mas 
se isso pode ou não ser feito depende, em cada caso, do estilo 
das aulas e da capacidade dos alunos. Para seções mais longas, 
sugerimos que em aula simplesmente sejam destacados os 
itens principais, deixando os detalhes para a leitura dos alunos. 
Isso pode ser considerado factível porque este livro tem sido 
elogiado, nas resenhas, pela clareza de exposição. Se, em al- 


guns casos, for interessante dedicar mais do que uma aula a um 
tópico do núcleo, isso pode ser feito ajustando o número de tó- 
picos com asteriscos que são dados. 

Ao final de 15 aulas devem ter sido elaborados de forma 
básica os seguintes conceitos: combinação linear, conjunto ge- 
rador, subespaço, dimensão, autovalor e autovetor. Assim, mes- 
mo com um ritmo relativamente lento, não deverá ser difícil to- 
car em todas as principais idéias da disciplina. 


Organização 


É nossa opinião que a maneira mais efetiva de ensinar espaços 
vetoriais abstratos é colocar esse material no final (Capítulo 9), 
quando ele ocorre como uma “generalização natural” do mate- 
rial precedente, e quando o estudante desenvolveu suficiente 
“maturidade em Álgebra Linear” para entender o propósito da 
generalização. Contudo, reconhecemos que nem todos com- 
partilham com esta filosofia, de modo que projetamos esse ca- 
pítulo de tal modo que possa ser movido para a frente, se assim 
for desejado. 


ROTEIRO PARA O PLANO DE ENSINO 


Plano de 35 aulas CONTEÚDO Plano de 29 aulas 
Capítulo 1 Vetores Capítulo 1 
1 1.1  Vetores e Matrizes na Engenharia e na Matemática; Espaço n-Dimensional 1 
2 1.2 Produto Escalar e Ortogonalidade 2 
3 1.3 Equações Vetoriais de Retas e Planos 3 
Capítulo 2 Sistemas de Equações Lineares Capítulo 2 
4 2.1 | Introdução aos Sistemas de Equações Lineares 4 
5 2.2 Resolução de Sistemas Lineares Usando Redução por Linhas 5 
* 2.3  Aplicacóes de Sistemas Lineares * 
Capítulo 3 Matrizes e Álgebra Matricial Capítulo 3 
6 3.1 Operações com Matrizes 6 
7 3.2  Inversas; Propriedades Algébricas de Matrizes 7 
8 3.3 Matrizes Elementares; um Método para Obter A 8 
9 3.4  Subespacos e Independência Linear 9 
10 3.5 Geometria de Sistemas Lineares 10 
11 3.6 Matrizes de Formato Especial 1 
* 3.7  Fatoracáo de Matrizes; Decomposição LU е 
12 3.8 Matrizes em Blocos е Processamento Paralelo 12 
Capítulo 4 Determinantes Capítulo 4 
13 4.1 Determinantes; Expansáo em Co-Fatores 13 
14 4.2 Propriedades de Determinantes E 


xiv 
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* 4.3 Regra de Cramer; Fórmula para A”; Aplicações de Determinantes * 

15 4.4 Introdução aos Autovalores e Autovetores 14 
Capítulo 5 Modelos Matriciais Capítulo 5 
* 5.1 Sistemas Dinámicos e Cadeias de Markov Ы 
* 5.2 Modelos de Insumo-Produto de Leontief e 
e 5.3  Iteracáo de Gauss-Seidel e de Jacobi; Sistemas Lineares Esparsos e 
* 5.4 Método das Potências; Aplicação a Programas de Busca na Internet * 
Capítulo 6 Transformações Lineares Capítulo 6 
16 6.1 Matrizes como Transformações 15 
17 6.2 Geometria de Operadores Lineares 16 
18 6.3 Núcleo e Imagem £ 
19 6.4 Composição e Invertibilidade de Transformações Lineares * 
ыл 6.5 Computação Gráfica 
Capítulo 7 Dimensão e Estrutura Capítulo 7 
20 7.1 Base e Dimensão 17 
21 7.2 Propriedades de Bases 18 
22 7.3 Espaços Fundamentais de uma Matriz 19 
23 7.4 Teorema da Dimensão e suas Consequências 20 
24 7.5 Teorema do Posto e suas Consequências 21 
25 7.6 Teorema do Pivô e suas Consequências 22 
26 7.7 Teorema da Projeção e suas Consequências Ed 
27 7.8 Melhor Aproximação e Mínimos Quadrados s 
28 7.9 Bases Ortonormais e o Processo de Gram-Schmidt id 
* 7.10 Decomposição QR; Transformação de Householder * 

29 7.11 Coordenadas em Relação a uma Base 23 
Capítulo 8 Diagonalização Capítulo 8 
30 8.1 Representação Matricial de Transformações Lineares 24 
31 8.2 Semelhança e Diagonalização 25 
32 8.3  Diagonalizacáo Ortogonal; Funções de uma Matriz 26 
* 8.4 Formas Quadráticas * 

id 8.5 Aplicações de Formas Quadráticas à Otimização ia 
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Planejamento de Tópicos 


Para auxiliar na elaboração do Conteúdo Programático do Plano de Ensino de sua disciplina, apresentamos abaixo a lista dos tópicos abordados em 


cada seção. Eles estão identificados na margem do texto ao longo do livro. 


CAPÍTULO 1 VETORES 


1.1 Vetores e Matrizes na Engenharia e na Matemática; 
Espaço n-Dimensional 

Escalares e Vetores + Vetores Equivalentes • Adição de Vetores 
* Subtração de Vetores + Multiplicação por Escalar + Vetores 
em Sistemas de Coordenadas + Componentes de um Vetor 
Cujo Ponto Inicial Não Está na Origem + Vetores em А" • 
Igualdade de Vetores • Somas de Trés ou Mais Vetores + Veto- 
res Paralelos e Colineares • Combinações Lineares + Aplica- 
ção a Modelos de Cor Computadorizada + Notações Alternati- 
vas para Vetores • Matrizes 


1.2 Produto Escalar e Ortogonalidade 

Norma de um Vetor + Vetores Unitários * Os Vetores Unitários 
Canônicos • Distância Entre Pontos de А" • Produtos Escalares 
* Propriedades Algébricas do Produto Escalar + Ângulo entre 
Vetores em R° е E * Ortogonalidade * Conjuntos Ortonormais 
• Geometria Euclidiana em А" 


1.3 Equações Vetoriais de Retas e Planos 

Equações Vetoriais e Paramétricas de Retas + Retas por Dois 
Pontos • Equações Ponto-Normais de Planos + Equações Veto- 
riais e Paramétricas de Planos + Retas e Planos ет А" • Co- 
mentários sobre Terminologia 


CAPÍTULO 2 SISTEMAS DE EQUAÇÕES 
LINEARES 


2.1 Introdução aos Sistemas de Equações Lineares 


Sistemas Lineares + Sistemas Lineares com Duas ou Três In- 
cógnitas • Matrizes Aumentadas e Operações Elementares so- 
bre Linhas 

2.2 Resolução de Sistemas Lineares Usando Redução 

por Linhas 

Considerações sobre a Resolução de Sistemas Lineares + For- 
mas Escalonadas • Soluções Gerais como Combinações Linea- 
res de Vetores-Coluna + Eliminação Gaussiana e de Gauss-Jor- 
dan + Alguns Fatos sobre Formas Escalonadas + Retrossubsti- 
tuição * Sistemas Lineares Homogéneos + O Teorema da Di- 
mensáo para Sistemas Lineares Homogéneos + Estabilidade, 
Erro de Arredondamento e Pivotamento Parcial 


2.3 Aplicações de Sistemas Lineares 
Posicionamento Global + Análise de Redes + Circuitos Elétricos 
* Equilibrando Equações Químicas + Interpolação Polinomial 


CAPÍTULO 3 MATRIZES E ÁLGEBRA MATRICIAL 


3.1 Operações com Matrizes 

Notação Matricial e Terminologia + Operações com Matrizes + 
Vetores-Linha e Vetores-Coluna + O Produto Ax • O Produto 
AB + Encontrando Entradas Específicas num Produto de Matri- 
zes * Encontrando Linhas ou Colunas Específicas num Produ- 
to de Matrizes + Produto Matricial como Combinação Linear • 
Transposta de uma Matriz + Trago + Produto Matricial Interno 
e Externo 


3.2 Inversas; Propriedades Algébricas de Matrizes 


Propriedades da Adição de Matrizes e da Multiplicação por Es- 
calar + Propriedades da Multiplicação Matricial • Matrizes Ze- 
ro + Matrizes Identidade + Inversa de uma Matriz + Proprieda- 
des das Inversas + Potências de uma Matriz * Polinômios Ma- 
triciais + Propriedades da Transposta + Propriedades do Trago 
* Transposta e Produto Escalar 


3.3 Matrizes Elementares; um Método para Obter A” 
Matrizes Elementares + Caracterização de Invertibilidade + 
Equivalência por Linhas • Um Algoritmo para a Inversão de 
Matrizes * Resolvendo Sistemas Lineares por Inversão de Ma- 
trizes + Resolvendo Múltiplos Sistemas Lineares com uma + 
Matriz de Coeficientes Comum + Consisténcia de Sistemas Li- 
neares 


3.4 Subespaços e Independência Linear 

Subespaços de R” e Espaço-Solução de um Sistema Linear • 
Independência Linear + Independência Linear e Sistemas Li- 
neares Homogéneos + Subespaços Transladados • Um Teore- 
ma de Unificação 


3.5 Geometria de Sistemas Lineares 

A Relação Entre Ax = b e Ах = 0 • Consistência de um Sistema 
Linear do Ponto de Vista Vetorial + Hiperplanos + Interpretação 
Geométrica de Espaços-Solução 


3.6 Matrizes de Formato Especial 

Matrizes Diagonais + Matrizes Triangulares + Sistemas Linea- 
res com Matrizes de Coeficientes Triangulares * Propriedades 
de Matrizes Triangulares + Matrizes Simétricas e Anti-Simétri- 
cas e Invertibilidade de Matrizes Simétricas • Matrizes da For- 
ma AA e AA” • Pontos Fixos de uma Matriz e Uma Técnica 
para Inverter / - A Quando A é Nilpotente + Invertendo / — A 
por Série de Poténcias 
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3.7 Fatoração de Matrizes; Decomposição LU 

Resolvendo Sistemas Lineares por Fatoração * Encontrando 
Decomposições LU + A Relação Entre Eliminação Gaussiana 
e Decomposição LU + Inversão Matricial Usando Decompo- 
sição LU + Decomposição LDU + Usando Matrizes de Per- 
mutação para Tratar com Permutação de Linhas + Flops e o 
Custo de Resolução de um Sistema Linear + Estimativas do 
Custo de Resolução de Sistemas Lineares Grandes + Consi- 
derações sobre a Escolha do Algoritmo para Resolução de 
Sistemas Lineares 


3.8 Matrizes em Blocos e Processamento Paralelo 


Matrizes em Blocos Arbitrárias + Matrizes Diagonais em Blo- 
cos + Matrizes Triangulares Superiores em Blocos 


CAPÍTULO 4 DETERMINANTES 


4.1 Determinantes; Expansão em Co-Fatores 
Determinantes de Matrizes 2 x 2 e 3 x 3 + Produtos Elemen- 
tares + Determinantes Arbitrários + Dificuldades no Cálculo 
de Determinantes de Ordens Superiores * Determinantes de 
Matrizes com Linhas ou Colunas com Todos Elementos Nu- 
los * Determinantes de Matrizes Triangulares * Menores e 
Co-Fatores + Expansáo em Co-Fatores 


4.2 Propriedades de Determinantes 

Determinante de A” • Efeito das Operações Elementares Sobre 
Linhas num Determinante + Simplificando Expansões em Co- 
Fatores + Determinantes por Eliminação Gaussiana + Teste do 
Determinante para a Invertibilidade + Determinante de um Pro- 
duto de Matrizes + Cálculo do Determinante por Decomposi- 
gáo LU + Determinante da Inversa de uma Matriz + Determi- 
nante de A + B * Um Teorema de Unificação 

4.3 Regra de Cramer; Fórmula para A”; Aplicações 

de Determinantes 

Adjunta de uma Matriz • Uma Fórmula para a Inversa de uma 
Matriz + Como é Usada a Fórmula da Inversa + Regra de Cra- 
mer * Interpretação Geométrica dos Determinantes + Interpo- 
lagáo Polinomial e o Determinante de Vandermonde + Produ- 
tos Vetoriais 


4.4 Introdução aos Autovalores e Autovetores 

Pontos Fixos + Autovalores e Autovetores + Autovalores de 
Matrizes Triangulares • Autovalores de Potências de uma Ma- 
triz • Um Teorema de Unificação + Autovalores Complexos + 
Multiplicidade Algébrica + Análise dos Autovalores de Matri- 
zes 2 x 2 * Análise dos Autovalores de Matrizes 2 x 2 Simétri- 
cas * Expressão do Determinante e Traço em Termos de Auto- 
valores * Autovalores por Métodos Numéricos 


CAPÍTULO 5 MODELOS MATRICIAIS 


5.1 Sistemas Dinámicos e Cadeias de Markov 


Sistemas Dinámicos * Cadeias de Markov * Cadeias de Mar- 
kov como Potências da Matriz de Transição + Comportamento 
a Longo Prazo de uma Cadeia de Markov 


5.2 Modelos de Insumo-Produto de Leontief 


Insumo e Produto numa Economia + O Modelo de Leontief de 
Economia Aberta + Economias Abertas Produtivas 


5.3 Iteração de Gauss-Seidel e de Jacobi; Sistemas 
Lineares Esparsos 

Métodos Iterativos + Iteração de Jacobi + Iteração de Gauss- 
Seidel • Convergência + Acelerando a Convergência 


5.4 Método das Potências; Aplicação a Programas de 
Busca na Internet 

Método das Potências • O Método das Potências com Mudan- 
ça de Escala Euclidiana + O Método das Potências com Mu- 
dança de Escala de Entrada Máxima + Taxa de Convergência • 
Critérios de Parada + Uma Aplicação do Método das Potências 
a Programas de Busca na Internet + Variações do Método das 
Poténcias 


CAPÍTULO 6 TRANSFORMACÓES LINEARES 


6.1 Matrizes como Transformagóes 


Uma Revisão de Funções + Transformações Matriciais + 
Transformações Lineares • Algumas Propriedades de Trans- 
formações Lineares * Todas Transformações Lineares de R" em 
К" São Transformações Matriciais • Rotações em Torno da 
Origem + Reflexões em Retas pela Origem + Projeções Orto- 
gonais Sobre Retas pela Origem + Transformações do Quadra- 
do Unitário + Seqüéncias de Potências 


6.2 Geometria de Operadores Lineares 

Operadores Lineares que Preservam Norma + Operadores Or- 
togonais Preservam Ángulos e Ortogonalidade е Matrizes Or- 
togonais • Todos Operadores Lineares Ortogonais de R^ São 
Rotações ou Reflexões  Contrações e Dilatagóes de R? • Com- 
pressões e Expansões Horizontais e Verticais de А e Cisalha- 
mentos + Operadores Lineares de R° + Reflexões em Planos 
Coordenados + Rotagóes de № • Rotações Arbitrárias 


6.3 Núcleo e Imagem 

Núcleo de uma Transformação Linear • Núcleo de uma Trans- 
formação Matricial + Imagem de uma Transformação Linear • 
Imagem de uma Transformação Matricial • Questões de Exis- 
tência e Unicidade + Injetor e Sobre do Ponto de Vista de Sis- 
temas Lineares • Um Teorema de Unificação 


6.4 Composição e Invertibilidade de Transformações 
Lineares 

Composições de Transformações Lineares • Composições de 
Três ou Mais Transformações Lineares + Fatorando Operado- 
res Lineares em Composições + Inversa de uma Transformação 
Linear + Operadores Lineares Invertíveis • Propriedades Geo- 
métricas de Operadores Lineares Invertíveis de R^ • Imagem 
do Quadrado Unitário por um Operador Linear Invertível 

6.5 Computação Gráfica 

Estruturas + Representação Matricial de Estruturas + Transfor- 


mando Estruturas + Translação Usando Coordenadas Homogê- 
neas + Gráficos Tridimensionais 


CAPÍTULO 7 DIMENSÃO E ESTRUTURA 


7.1 Base e Dimensão 


Bases de Subespaços + Dimensão de um Espaço-Solução + Di- 
mensão de um Hiperplano 


7.2 Propriedades de Bases 

Propriedades de Bases • Subespaços de Subespaços • Às Ve- 
zes, Gerador Implica Linearmente Independente e Vice-Versa 
+ Um Teorema de Unificação 


7.3 Espaços Fundamentais de uma Matriz 


Os Espaços Fundamentais de uma Matriz e Complementos Or- 
togonais * Propriedades dos Complementos Ortogonais + En- 
contrando Bases Através de Redugáo por Linhas + Determi- 
nando se um Vetor Está num Dado Subespago 


7.4 Teorema da Dimensão e suas Consegiiências 

O Teorema da Dimensão para Matrizes • Estendendo um Con- 
junto Linearmente Independente a uma Base + Algumas Con- 
segiiências do Teorema da Dimensão para Matrizes + O Teore- 
ma da Dimensão para Subespagos • Um Teorema de Unifica- 
ção e Mais sobre Hiperplanos + Matrizes de Posto 1 • Matrizes 
Simétricas de Posto 1 


7.5 Teorema do Posto e suas Conseqüéncias 

O Teorema do Posto + Relação Entre Consistência e Posto • 
Sistemas Lineares Sub e Sobredeterminados + Matrizes da For- 
ma A'A e AA” е Alguns Teoremas de Unificação + Aplicações 
do Posto 


7.6 Teorema do Pivô e suas Consegiiências 


Revisão de Problemas de Base + Bases dos Espaços Funda- 
mentais de uma Matriz + Fatoração Coluna-Linha + Expansão 
Coluna-Linha 


7.7 Teorema da Projeção e suas Conseqüéncias 

Projeções Ortogonais sobre Retas pela Origem ет R? • Proje- 
ções Ortogonais sobre Retas pela Origem em R” • Operadores 
de Projeção em А" • Projeções Ortogonais sobre Subespaços 
Arbitrários * Quais Matrizes Representam Projeções Ortogo- 
nais? • Diagramas de Strang + Posto-Coluna Máximo e Con- 
sisténcia de Sistema Linear + O Teorema da Perpendicular Du- 
pla + Projeções Ortogonais sobre W^ 


7.8 Melhor Aproximação e Mínimos Quadrados 
Problemas de Distância Mínima + Solução de Mínimos Qua- 
drados de Sistemas Lineares • Encontrando Soluções de Míni- 
mos Quadrados de Sistemas Lineares + Propriedade de Ortogo- 
nalidade de Vetores-Erro de Mínimos Quadrados + Diagramas 
de Strang para Problemas de Mínimos Quadrados + Ajuste de 
Curvas a Dados Experimentais + Ajuste de Mínimos Quadra- 
dos por Polinômios de Graus Superiores + Teoria e Prática 


7.9 Bases Ortonormais e o Processo de Gram-Schmidt 

Bases Ortogonais e Ortonormais + Projeções Ortogonais Usan- 
do Bases Ortogonais • Trago e Projeções Ortogonais • Combi- 
nações Lineares de Vetores de Bases Ortonormais + Encontran- 
do Bases Ortogonais e Ortonormais • Uma Propriedade do 
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Processo de Gram-Schmidt + Estendendo Conjuntos Ortonor- 
mais a Bases Ortonormais 


7.10 Decomposição OR; Transformação de Householder 
Decomposição OR * Decomposição QR e Problemas de Míni- 
mos Quadrados + Outras Questões Numéricas + Reflexões de 
Householder + Decomposição OR Usando Reflexões de Hou- 
seholder + Reflexões de Householder em Aplicações 


7.11 Coordenadas em Relação a uma Base 

Sistemas de Coordenadas Não-Retangulares em R^ e R° e 
Coordenadas em Relação a uma Base Ortonormal + Calculan- 
do com Coordenadas em Relagáo a uma Base Ortonormal + 
Mudança de Base em R” + Invertibilidade de Matrizes de Tran- 
sição e Técnica para Encontrar Matrizes de Transição • Aplica- 
ção de Coordenadas + Transição Entre Bases Ortonormais + 
Aplicação à Rotação de Eixos Coordenados + Novas Maneiras 
de Pensar Sobre Matrizes 


CAPÍTULO 8 DIAGONALIZAÇÃO 

8.1 Representação Matricial de Transformações Lineares 
Matriz de um Operador Linear em Relação a uma Base • Mu- 
dança de Bases * Matriz de Transformação Linear em Relação 
a Duas Bases + Efeito da Mudança de Bases nas Matrizes de 


Transformações + Representação de Operadores Lineares com 
Duas Bases 


8.2 Semelhança e Diagonalização 

Matrizes Semelhantes + Invariantes de Semelhança + Autova- 
lores e Autovetores de Matrizes Semelhantes + Diagonalização 
* Um Método para Diagonalizar uma Matriz + Independência 
Linear de Autovetores + Relações Entre as Multiplicidades Al- 
gébrica e Geométrica • Um Teorema de Unificação sobre Dia- 
gonalizabilidade 

8.3 Diagonalizacáo Ortogonal; Funções de uma Matriz 
Semelhança Ortogonal • Um Método para Diagonalizar Orto- 
gonalmente uma Matriz Simétrica • Decomposição Espectral • 
Potências de uma Matriz Diagonalizável + Teorema de Cayley- 
Hamilton + Exponencial de uma Matriz + Diagonalização e 
Sistemas Lineares + O Caso Não-Diagonalizável 


8.4 Formas Quadráticas 

Definição de Formas Quadráticas « Mudança de Variáveis em 
Formas Quadráticas + Formas Quadráticas na Geometria + 
Identificando Seções Cónicas + Formas Quadráticas Positivas 
Definidas + Classificação de Seções Cónicas Usando Autova- 
lores + Identificando Matrizes Positivas Definidas + Fatoragáo 
de Cholesky 


8.5 Aplicações de Formas Quadráticas à Otimização 
Extremos Relativos de Funções de Duas Variáveis • Problemas 
de Extremos Condicionados + Extremos Condicionados e Cur- 
vas de Nível 


8.6 Decomposição em Valores Singulares 


Decomposição em Valores Singulares de Matrizes Quadradas 
* Decomposição em Valores Singulares de Matrizes Simétricas 
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* Decomposição Polar + Decomposição em Valores Singulares 
de Matrizes Não-Quadradas • Decomposição em Valores Sin- 
gulares e os Espaços Fundamentais de uma Matriz « Decompo- 
sição em Valores Singulares Reduzida + Compressão de Dados 
e Processamento de Imagens + Decomposição em Valores Sin- 
gulares do Ponto de Vista de Transformações 


8.7 Pseudo-Inversa 

A Pseudo-Inversa + Propriedades da Pseudo-Inversa + Matriz 
Pseudo-Inversa e Mínimos Quadrados • Número de Condição 
e Considerações Numéricas 


8.8 Autovalores e Autovetores Complexos 

Vetores em C" • Propriedades Algébricas do Conjugado Com- 
plexo + Produto Escalar Complexo + Conceitos de Espaço Ve- 
torial em C" + Autovalores Complexos de Matrizes Reais 
Atuando em Vetores de C" • Provando que Matrizes Simétricas 
Têm Autovalores Reais • Interpretação Geométrica de Autova- 
lores Complexos de Matrizes Reais 


8.9 Matrizes Hermitianas, Unitárias e Normais 

Matrizes Hermitianas e Unitárias + Diagonalizabilidade Unitá- 
ria + Matrizes Anti-Hermitianas + Matrizes Normais • Uma 
Comparação de Autovalores 


8.10 Sistemas de Equações Diferenciais 

Terminologia + Sistemas de Equações Diferenciais Lineares • 
Soluções Fundamentais + Soluções Usando Autovalores e Au- 
tovetores + Forma Exponencial da Solução • O Caso Náo-Dia- 
gonalizável 


CAPÍTULO 9 ESPACOS VETORIAIS 
ARBITRÁRIOS 


9.1 Axiomas de Espaco Vetorial 

Axiomas de Espaço Vetorial • Espaços Funcionais • Espaços 
Matriciais • Espaços Vetoriais Incomuns + Subespaços + Inde- 
pendência Linear, Espaço Gerado, Base + Teste do Wronskia- 
no para a Independência Linear de Funções + Dimensão + Po- 
linómios de Interpolação de Lagrange + Interpolação de La- 
grange do Ponto de Vista Vetorial 

9.2 Espaços com Produto Interno; Séries de Fourier 
Axiomas de Produto Interno + O Efeito da Ponderação em 
Geometria + Propriedades Algébricas de Produtos Internos * 


Bases Ortonormais + Melhor Aproximação + Séries de Fourier 
+ Produtos Internos Arbitrários ет А" 


9.3 Transformações Lineares Arbitrárias; Isomorfismo 
Transformações Lineares Arbitrárias • Núcleo e Imagem + 
Propriedades do Núcleo e da Imagem + Isomorfismo + Isomor- 
fismos de Espagos com Produto Interno 


APÉNDICE A COMO LER TEOREMAS 


Forma Contrapositiva de um Teorema + Recíproca de um Teo- 
rema + Afirmações Equivalentes • Teoremas Envolvendo Duas 
ou Mais Afirmagóes 


APÉNDICE B NÚMEROS COMPLEXOS 


Números Complexos + O Plano Complexo + Recíprocos e Di- 
visão * Forma Polar de um Número Complexo • Interpretação 
Geométrica da Multiplicação e Divisão de Números Comple- 
xos + Fórmula de De Moivre + Fórmula de Euler 


Um Guia para o Estudante 


A Álgebra Linear é uma compilação de idéias variadas, porém 
inter-relacionadas, que fornecem uma maneira de analisar e re- 
solver problemas em muitas áreas aplicadas. Como ocorre com 
tantas disciplinas matemáticas, o assunto envolve teoremas, 
provas, fórmulas e cálculos de vários tipos. Contudo, quem tão 
somente aprender a utilizar as fórmulas e efetuar as computa- 
ções de maneira mecânica, vai perder a parte mais importante 
do assunto, que é o entendimento de como as várias idéias dis- 
cutidas nesta disciplina se inter-relacionam; isso só pode ser al- 
cançado pela leitura dos teoremas e pelo entendimento das de- 
monstrações. Isso é importante porque a chave para resolver 
um problema usando a Álgebra Linear muitas vezes é olhar o 
problema do ponto de vista correto. Lembre que cada um dos 
problemas deste livro já foi resolvido por alguém, de modo que 
sua habilidade em resolver esses problemas não lhe confere na- 
da de especial. No entanto, se você dominar as idéias e suas in- 
ter-relações, então você terá as ferramentas para ir além do que 
outras pessoas alcançaram, e suas únicas limitações serão o seu 
talento e a sua criatividade. 

Antes de iniciar seus estudos, pode ser útil folhear o livro 
para ter uma idéia de como está dividido: 


e No início de cada seção encontra-se uma introdução que 
fornece uma visão geral sobre o conteúdo da seção. 

e Cada seção termina com uma coleção de exercícios, dividi- 
dos em quatro grupos. O primeiro grupo consiste em exercí- 
cios que foram elaborados para serem resolvidos à mão, em- 
bora não haja motivo para não utilizar uma calculadora ou 
programa de computador na sua resolução, quando conve- 
niente ou apropriado. Esses exercícios tendem a ficar mais 
desafiadores no final do grupo. As respostas de quase todos 
os exercícios ímpares estão no final do livro. 

* O segundo grupo de exercícios, denominado Discussão e 
Descoberta, consiste em problemas que exigem mais racio- 
cínio criativo do que a maioria dos exercícios do primeiro 
grupo. 


* O terceiro grupo, Trabalhando com Provas, consiste em 
problemas nos quais são solicitadas provas matemáticas. Pa- 
ra efeito de comparação, quando é pedido para “mostrar” al- 
go no primeiro grupo de exercícios, basta dar algum argu- 
mento lógico razoável, mas aqui estamos querendo provas 
matemáticas formalmente precisas. 

e Os exercícios do quarto grupo, Usando Recursos Computa- 
cionais, foram elaborados especificamente para serem resol- 
vidos utilizando algum tipo de ferramenta computacional, 
geralmente algum sistema de computação simbólica (SCS) 
como MATLAB, Mathematica ou Maple, ou uma calcula- 
dora com recursos para resolver problemas de Álgebra Li- 
near. Alguns desses exercícios estão marcados com um íco- 
ne vermelho (==) para indicar que neles são aprendidas téc- 
nicas básicas que serão utilizadas em outros exercícios des- 
se grupo. 

* Ao final do livro, encontram-se dois apêndices: no Apêndi- 
ce A fornecemos sugestões sobre como ler teoremas e no 
Apêndice B revisamos alguns resultados sobre números 
complexos que serão necessários mais para o final do livro. 
Sugerimos que o Apêndice A seja lido tão cedo quanto 
possível. 

* Os teoremas, as definições e as figuras são indexados usan- 
do um sistema triplo de numeração. Assim, por exemplo, a 
Figura 7.3.4 é a quarta da Seção 7.3. As ilustrações nos exer- 
cícios são identificadas pelo número do exercício a que se 
referem. Assim, se houver uma figura associada ao Exercí- 
cio 7 de uma certa seção, a figura será legendada como Fi- 
gura Ex-7. 

+ Material adicional (em inglês) relacionado ao texto pode ser 
encontrado no seguinte site: 


http://www.wiley.com/college/anton 


Boa sorte nos seus estudos. 


Tobut O. Buabe 


Sumário 


CAPÍTULO 1 VETORES 23 

1.1 Vetores e Matrizes na Engenharia e na Matemática; 
Espaço n-Dimensional 23 

1.2 Produto Escalar e Ortogonalidade 37 

L3 Equações Vetoriais de Retas e Planos 50 


CAPÍTULO 2 SISTEMAS DE 
LINEARES 59 


21 Introdução aos Sistemas de Equações Lineares 59 

22 Resolução de Sistemas Lineares Usando Redução 
por Linhas 68 

23 Aplicações de Sistemas Lineares 83 


CAPÍTULO 3 MATRIZES E ÁLGEBRA 


ЗА Operações com Matrizes 97 
3.2. Inversas; Propriedades Algébricas de Matrizes 111 
33 Matrizes Elementares; Um Método para Obter 4” 126 
34 Subespagos e Independência Linear 139 

3,5 Geometria de Sistemas Lineares 151 

346 Matrizes de Formato Especial 157 

ЭЛ Fatoração de Matrizes; Decomposição LU 168 

38 Matrizos em Blocos e Processamento Paralelo 180 


CAPÍTULO 4 DETERMINANTES 187 


44 Determinantes; Expansão em Co-Fatores 187 

42 Propriedades de Determinantes 196 

43 Regra de Cramer; Fórmula para А '; 
Aplicações de Determinantes. 206 

44 Introdução aos Autovalores e Autovetores 219 


CAPÍTULO 5 MODELOS MATRICIAIS 233 


51 Sistemas Dinâmicos e Cadeias de Markov 233 

52 Modelos de Insumo-Produto de Leontief 242 

53 lieragio de Gauss-Seidel e de Jacobi; Sistemas 
Lincares Esparsos 248 

54 Método das Potências; Aplicação a Programas de 
Busca na Internet. 255 


CAPÍTULO 6 TRANSFORMAÇÕES LINEARES 269 

61 Matrizes como Transformações 269 

62 Geometria de Operadores Lineares 283 

63 NícicocImagem 298 

64 Composição e Inverübilidade de Transformações 
Lineares 306 

65 Computação Gráfica 318 


73 Espaços Fundamentais de uma Matriz 341 
ТА Teorema da Dimensão e suas Conseqüéncias 350 

75 Teorema do Posto e suas Consequências 358 

7.6 Teorema do Pivô e suas Consequências 368 

77 Teorema da Projeção e suas Conseqüéncias 376 

73 Melhor Aproximação e Mínimos Quadrados 389 

79 Bases Ortonormais e o Processo de Gram-Schmidt 401 
7.10 Decomposição QR; Transformação de Householder 410 
7.11 Coordenadas em Relação a uma Base 421 


CAPÍTULO 8 DIAGONALIZAÇÃO 435 


Representação Matricial de Transformações Lincares 435 
Semelhança e Diagonalização 447 
Diagonalização Ortogonal; Funções de uma Matriz 458 
Formas Quadráticas 470 

Aplicações de Formas Quadráticas à Otimização 482 
Decomposição em Valores Singulares 489 
Pseudo-Inversa 503 
Autovalores e Autovetores Complexos 509 

Matrizes Hermitianas, Unitárias е Normais 518 

3.10 Sistemas de Equações Diferenciais 525 


CESSECCEE 


CAPÍTULO 9 ESPAÇOS VETORIAIS 
ARBITRÁRIOS 537 

9. Axiomas de Espaço Vetorial 537 

9.2 Espaços com Produto Interno; Séries de Fourier 549 

9.3 Transformações Lincares Arbitrárias; Isomorfismo 561 


22 Sumário 


APÊNDICE A COMO LER TEOREMAS 573 
APÊNDICE B NÚMEROS COMPLEXOS 575 
RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS ÍMPARES 581 
CRÉDITOS DAS FOTOS 601 

ÍNDICE 603 


CAPÍTULO 


ig Eu 


же” 


Os vetores são usados na navega- 
ção e no estudo de forças e do 
movimento. Vetores em dimen- 
sões maiores ocorrem em cam- 
pos tão diversos como a Genéti- 
ca, a Economia, a Cristalografia e 
a Ecologia. Os vetores também 
são utilizados na Teoria da Relati- 
vidade para ajudar a descrever a 
natureza da gravidade, do espaço 
e da matéria. 


ESCALARES 
E VETORES 


Vetores 


Seção 1.1 Vetores e Matrizes na Engenharia e na 


Matemática; Espaço n-Dimensional 


As duas espécies de quantidades com as quais se ocupa a Álgebra Linear são os “vetores” e as “matrizes.” O termo “ve- 
tor” tem vários significados na Engenharia, na Matemática e nas Ciências, alguns dos quais serão discutidos nesta se- 
ção. Começaremos revendo a noção geométrica de vetor, tal como é usada na Física e na Engenharia básicas; em se- 
guida, discutiremos vetores em sistemas de coordenadas bidimensionais e tridimensionais e depois consideraremos co- 
mo a noção de vetor pode ser estendida para espaços de dimensões superiores. Finalmente, falaremos um pouco so- 
bre matrizes, explicando como elas aparecem e como se relacionam com vetores. 


Os engenheiros e os físicos fazem uma distinção entre dois tipos de quantidades físicas: os escalares, que 
são quantidades que podem ser descritas simplesmente por um valor numérico, e os vetores, que requerem 
não só um valor numérico, mas também uma direção e um sentido para sua descrição completa. Por exem- 
plo, a temperatura, o comprimento e a rapidez são escalares porque são completamente descritos por um 
número que diz com “quanto” estamos tratando: digamos, uma temperatura de 20ºC, um comprimento de 
5 cm ou uma rapidez de 10 m/s. Por outro lado, velocidade, força e deslocamento são vetores porque en- 
volvem, além de um valor numérico, uma direção e um sentido: 


* Velocidade: sabendo que um navio tem uma rapidez de 10 nós (milhas náuticas por hora, a ma- 
neira tradicional de medir rapidez na água) podemos dizer quão rápido o navio se desloca, mas não 
em que direção está indo. Para traçar um curso, o marinheiro precisa saber a direção e o sentido 
além da rapidez do barco, digamos, 10 nós na direção nordeste da bússola (Figura 1.1.1a). A rapi- 
dez, ou velocidade escalar, junto com uma direção e um sentido, formam uma quantidade vetorial 
denominada vetor velocidade. 

* Força: quando uma força é aplicada a um objeto, o efeito resultante depende da magnitude da for- 
ça e da direção e sentido em que é aplicada. Por exemplo, embora as três forças de 10 kgf da Fi- 
gura 1.1.1b tenham a mesma magnitude, elas têm efeitos diferentes sobre o bloco por causa das di- 
ferenças em suas direções e sentidos. Junto com uma direção e um sentido, a força forma uma 
quantidade vetorial denominada vetor força. 


* Deslocamento: se uma partícula se move ao longo de um caminho de um ponto А a um ponto B 
no plano (espaço bidimensional) ou no espaço (espaço tridimensional), então a distância em linha 
reta entre À e B, junto com a direção entre A e B e o sentido de A para B formam uma quantidade 
vetorial denominada vetor deslocamento de A a B (Figura 1.1.1c). O vetor deslocamento descre- 
ve a mudança posicional da partícula sem levar em conta o particular trajeto que a partícula per- 
corre entre as posições inicial e final. 


Vetores no plano (espaço bidimensional) ou no espaço (espaço tridimensional) podem ser representa- 
dos geometricamente por setas: o comprimento da seta é proporcional à magnitude (ou parte numérica) do 
vetor e a direção e sentido da seta indicam a direção e sentido do vetor. A origem da seta é denominada pon- 
to inicial do vetor e a extremidade da seta é o ponto final do vetor (Figura 1.1.2). Neste livro vamos denotar 
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45° 


(а) 
Figura 1.1.1 


VETORES 
EQUIVALENTES 


Ponto final 


Ponto inicial 


O comprimento da seta 
mede a magnitude do 
vetor, o corpo da seta 
indica a direção e a ponta 
da seta indica o sentido. 


Figura 1.1.2 


ADIÇÃO DE VETORES 


у = АВ 


Figura 1.1.3 


* Vetores 


A 


Deslocamento de A para B 
(c) 


(b) 


vetores com letras minúsculas em negrito, como a, k, v, w e x, e escalares com minúsculas em itálico, como 
a, k, v, we x. Se um vetor v tem ponto inicial А e ponto final B então denotamos o vetor por 


у= AB 


quando queremos explicitar os pontos inicial e final (Figura 1.1.3). 


Nas aplicações ocorrem dois tipos de vetores: os vetores fixos e os livres. Um vetor fixo ou físico é um vetor 
cujo efeito físico depende da localização do ponto inicial, além da magnitude, direção e sentido, enquanto 
que um vetor livre ou geométrico é um vetor cujo efeito físico depende somente da magnitude, direção e sen- 
tido. Por exemplo, a Figura 1.1.4 mostra duas forças de 10 kgf aplicadas para cima em um bloco. Embora as 
forças tenham a mesma magnitude, direção e sentido, as diferenças entre seus pontos de aplicação (os pon- 
tos iniciais dos vetores) causam uma diferença no comportamento do bloco. Assim, essas forças devem ser 
tratadas como vetores fixos. Por outro lado, velocidade e deslocamento são, em geral, tratados como vetores 
livres. Neste livro lidaremos exclusivamente com vetores livres, que passamos a denominar simplesmente ve- 
tores, deixando o estudo de vetores fixos para disciplinas da Engenharia e da Física. 

Como os vetores livres não são afetados por translação, vamos considerar dois vetores y e w como 
iguais (ou então, equivalentes) se eles forem representados por setas paralelas de mesmo comprimento, dire- 
ção e sentido (Figura 1.1.5). Para indicar que y e w são vetores equivalentes escrevemos v = w. 

O vetor cujos pontos inicial e terminal coincidem tem comprimento zero, portanto denominamos este 
vetor de vetor zero ou vetor nulo e o denotamos por 0. Como o vetor nulo não possui direção ou sentido na- 
turais, convencionamos que ele tem a direção e o sentido que forem convenientes para os nossos propósitos. 


Existem várias operações algébricas importantes efetuadas com vetores, todas originando das leis da Física. 


Regra do Paralelogramo para a Adição Vetorial Se у e w são vetores no plano ou no espaço que 


estão posicionados de tal modo que seus pontos iniciais coincidem, então os dois vetores formam la- 


dos adjacentes de um paralelogramo e a soma у + w é o vetor representado pela seta desde o ponto ini- 
cial comum de v e w até o vértice oposto do paralelogramo (Figura 1.1.6a). 


Uma outra maneira de formar a soma de dois vetores é a seguinte. 


Regra do Triângulo para a Adição Vetorial Sev e w são vetores no plano ou no espaço que estão po- 
sicionados de tal modo que o ponto inicial de w é o ponto terminal de v, então a soma v + w é o vetor re- 
presentado pela seta desde o ponto inicial de y até o ponto terminal de w (Figura 1.1.6b). 


Vetores equivalentes 


Figura 1.1.4 Figura 1.1.5 


v+w 


Figura 1.1.6 


EXEMPLO 1 
Adição Vetorial 
na Física e na 
Engenharia 


Seção 1.1 + Vetores e Matrizes na Engenharia e na Matemática; Espaço n-Dimensional 25 


Na Figura 1.1.6c construímos as somas y + w e w + v pela regra do triángulo. Esta construção torna 
evidente que 


V+W=W+V 
(1) 


e que a soma obtida pela regra do triángulo coincide com a soma obtida pela regra do paralelogramo. 
A adição vetorial também pode ser vista como um processo de translação de pontos. 


A Adição Vetorial vista como Translacáo Se v, we v + w estão posicionados de tal modo que seus 
pontos iniciais coincidem, então o ponto terminal de v + w pode ser entendido de duas maneiras: 


1. O ponto terminal de v + w é o ponto que resulta da translação do ponto terminal de v na dire- 
ção e sentido de w por uma distância igual ao comprimento de w (Figura 1.1.7a). 


2. O ponto terminal de y + w é o ponto que resulta da translação do ponto terminal de w na di- 
reção e sentido de у por uma distância igual ao comprimento de у (Figura 1.1.7b). 


Assim, dizemos que v + w é a translação de y por w ou, então, a translação de w por v. 


v v v+w 
E bj 
w w 
(a) (b) 

A regra do paralelogramo para a adição vetorial descreve corretamente o comportamento aditivo de for- 
ças, velocidades e deslocamentos na Engenharia e na Física. Por exemplo, o efeito de se aplicar as duas 
forças F, e F, ao bloco na Figura 1.1.8a é o mesmo que aplicar a única força F, + F, ao bloco. Analoga- 
mente, se o motor do barco na Figura 1.1.8b impõe uma velocidade v, e o vento impõe uma velocidade у,, 
então o efeito combinado de motor e vento impõem a velocidade v, + v, ao barco. Finalmente, se uma par- 


tícula sofre um deslocamento AB de A até B e em seguida um deslocamento BÉ de B a C (Figura 1.1.8c), 
então os deslocamentos sucessivos são iguais ao único deslocamento АС = АЁ + BC deAaC. п 


Figura 1.1.7 


A Álgebra Linear na História 


A idéia de poder utilizar um segmento de reta orientado (uma seta) para representar a magnitude, a direção 
e o sentido de uma velocidade, de uma força ou de um deslocamento, desenvolveu-se gradualmente no de- 
correr de um longo período de tempo. O lógico grego Aristóteles, por exemplo, sabia que o efeito combina- 
do de duas forças era dado pela lei do paralelogramo e o astrônomo italiano Galileu enunciou a lei explicita- 
mente em seu trabalho de Mecânica. Aplicações de vetores à Geometria apareceram num livro intitulado Der 
Barycentrische Calcul, publicado em 1827 pelo matemático alemão August Ferdinand Móbius. Em 1837 Mô- 
bius publicou uma obra de Estática na qual ele usava a idéia de resolver um vetor em componentes. Duran- 
te o mesmo período, o matemático italiano Giusto Bellavitis propôs uma “álgebra” de segmentos de reta 
orientados nos quais os segmentos de reta de mesmo comprimento, direção e sentido deveriam ser conside- 
rados iguais. Bellavitis publicou seu trabalho em 1832. 


Aristóteles Galileu Galilei August Ferdinand Giusto Bellavitis 
(384 a.C.-322 a.C.) (1564-1642) Móbius (1803-1880) 
(1790-1868) 
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SUBTRAÇÃO DE Na aritmética comum de números podemos escrever a — b = a + ( — Б), que expressa a subtração em 
VETORES termos da adição. Na aritmética de vetores utilizamos a idéia correspondente. 


Subtração Vetorial O negativo de um vetor v, denotado por —v, é o vetor que tem o mesmo compri- 
mento e direção do que v, mas tem sentido oposto (Figura 1.1.9a), e o vetor diferença de v com w, de- 


notado por w — v, é definido como sendo a soma 


W-—v=w+(-v) 


A diferença de y com w pode ser obtida geometricamente pelo método do paralelogramo mostrado 
na Figura 1.1.9b ou, mais diretamente, posicionando w e v de tal modo que seus pontos iniciais coincidem 
e traçando um vetor do ponto terminal de y ao ponto terminal de w (Figura 1.1.9c). 


MULTIPLICAÇÃO Às vezes ocorre a necessidade de se mudar o comprimento de um vetor ou mudar seu comprimento e tro- 
POR ESCALAR car seu sentido. Isto é alcançado com um tipo de multiplicação na qual vetores são multiplicados por es- 
calares. Como um exemplo, o produto 2v denota o vetor de mesma direção e sentido do que v, mas com o 
dobro do comprimento, e o produto —2v denota o vetor de mesma direção do que v, mas com o sentido 

oposto e o dobro do comprimento. Em geral, temos o seguinte. 


F, F,+F, 


Figura 1.1.8 (a) (c) 


Figura 1.1.9 (a) 


Multiplicação por Escalar Se v é um vetor não-nulo e k é um escalar não-nulo, então o múltiplo es- 
calar de v por К, denotado por kv, é o vetor de mesma direção do que v, mas cujo comprimento é |k| ve- 


zes o comprimento de v e cujo sentido é o mesmo que o de v se k > 0 e o oposto do de v se k < 0. Se k 
= 0 ou у = 0, então tomamos kv = 0. 


A Figura 1.1.10 mostra a relação geométrica entre um vetor y com alguns de seus múltiplos escala- 
res. Em particular, observe que (-1)v tem o mesmo comprimento e direção do que v, mas sentido oposto; 
assim, 


(- Dvz-v 


VETORES EM Embora as setas sejam úteis para a descrição geométrica de vetores, é desejável ter alguma maneira de des- 

SISTEMAS DE crever os vetores algebricamente e para isso consideramos os vetores em sistemas de coordenadas retan- 
COORDENADAS - gulares. Iniciamos com uma revisão das idéias básicas de sistemas coordenados no plano e no espaço. 

Recorde que um sistema de coordenadas retangulares no plano consiste de dois eixos coordena- 

dos perpendiculares que em geral são denominados eixo x e eixo y. O ponto de interseção dos eixos é de- 


2v (-3)v 
Figura 1.1.10 
y 
x 
(a) 
y 
AREA qee b) 
| 
I 
I 
| x 
CL 
a 
(b) 
Figura 1.1.11 
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nominado a origem do sistema de coordenadas. Neste livro suporemos sempre que a mesma escala seja 
utilizada em ambos eixos e que o eixo y positivo está a 90? no sentido anti-horário a partir do eixo x posi- 
tivo (Figura 1.1.11a). 

Uma vez introduzido um sistema de coordenadas retangulares, podemos usar a construção da Figu- 
ra 1.1.11b para obter uma correspondência bijetora entre os pontos do plano e os pares ordenados de nú- 
meros reais; assim, cada ponto P está associado a um único par ordenado (a, b) de números reais e cada 
par ordenado de números reais (a, b) está associado a um único ponto P. Os números do par ordenado são 
denominados as coordenadas de P e o ponto é denotado por P(a, b) quando é importante enfatizar suas 
coordenadas. 

Um sistema de coordenadas retangulares no espaço consiste de três eixos coordenados mutuamen- 
te perpendiculares que em geral são denominados eixo x, eixo y e eixo z. O ponto de interseção dos eixos 
é denominado a origem do sistema de coordenadas. Como no caso do plano, suporemos que a mesma es- 
cala seja utilizada nos três eixos coordenados. 

Os sistemas de coordenadas no espaço podem ser de mão esquerda ou de mão direita. Para distin- 
guir um do outro, suponha que uma pessoa esteja de pé na origem com sua cabeça no sentido do eixo z po- 
sitivo e seus braços estendidos ao longo dos eixos x e y positivos. O sistema de coordenadas é de mão es- 
querda ou de mão direita de acordo com qual de seus braços está no sentido do eixo x positivo (Figura 
1.1.12a). Neste livro trataremos exclusivamente com sistemas de coordenadas de mão direita. Observe que 
num sistema de mão direita, um parafuso comum apontando no sentido do eixo z positivo avança se o ei- 
xo x positivo é girado em direção ao eixo y positivo pelo ângulo de 90º entre estes eixos (Figura 1.1.12b). 
Uma vez introduzido um sistema de coordenadas retangulares no espaço, a construção mostrada na Figu- 
ra 1.1.12c produz uma correspondência bijetora entre os pontos do espaço e os ternos ordenados de núme- 
ros reais; assim, cada ponto P do espaço está associado a um único terno ordenado (a, b, c) de números 
reais e cada terno ordenado de números reais (a, b, c) está associado a um único ponto P. Os números do 
terno ordenado são denominados as coordenadas de P e o ponto é denotado por P(a, b, c) quando é im- 
portante enfatizar suas coordenadas associadas. 

Se um vetor v do plano ou do espaço está posicionado de tal maneira que o seu ponto inicial está na 
origem de um sistema de coordenadas retangulares, então o vetor está completamente determinado pelas 
coordenadas de seu ponto final e dizemos que estas coordenadas são os componentes do vetor v em rela- 
ção ao sistema de coordenadas. Escrevemos у = (v,, v;) para o vetor v no plano com componentes (v,, у,) 
ev=(v, v, v,) para o vetor v do espaço com componentes (у, Vy v) (Figura 1.1.13). Note que o formato 
de componentes do vetor zero no plano ou no espaço é 0 = (0, 0) ou 0 = (0, 0, 0), respectivamente. 

Deveria ser geometricamente evidente que dois vetores no plano ou no espaço são equivalentes se, e 
somente se, eles têm o mesmo ponto final quando seus pontos iniciais estão colocados na origem. Algebri- 
camente isto significa que dois vetores são equivalentes se, e somente se, seus componentes corresponden- 
tes são iguais. Assim, os vetores v = (v,, v,) е w = (w,, w,) são equivalentes se, e somente se, v, = w ev, = 
Wy; OS vetores У = (V,, v;, V3) e W = (W,, Wp w;) são equivalentes se, e somente se, v, =W,, v; = W, € V, = Wz. 

Algebricamente, os vetores no plano podem ser vistos como pares ordenados de números reais e os ve- 
tores no espaço como ternos ordenados de números reais. Assim, vamos denotar o conjunto de todos vetores 
do plano рог А? e o conjunto de todos vetores do espaço por R° (onde o “R” significa “real.”) 


OBSERVAÇÃO Já pode ter ocorrido ao leitor que pares ou ternos ordenados são usados tanto para repre- 
sentar pontos quanto vetores no plano ou no espaço. Assim, sem informação adicional, não há como dizer 
se o par ordenado (v,, v;) representa o ponto de coordenadas v, e v, ou o vetor de componentes v, e у, (Fi- 
gura 1.1.14). A interpretação apropriada depende do ponto de vista geométrico que queremos enfatizar. 


sl. 
Ё e 
y 


Sistema de máo Sistema de máo 
esquerda direita x 


Figura 1.1.12 (a) (b) (c) 
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VETORES EM R^ 
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Рух» уз) 
(uv) Py y) 


О par ordenado (v,, v;) pode жаы чый КЬ 
representar um ponto ou um vetor. v2 P,P; = OP, - OP, 


Figura 1.1.14 Figura 1.1.15 


Às vezes precisamos encontrar os componentes de um vetor v em RouR que náo tem seu ponto inicial na 

origem. Para obter isso, seja v um vetor em R com seu ponto inicial P,(x,, yı) e ponto final P,(x,, y;). Con- 
=> —» 

forme sugere a Figura 1.1.15, podemos expressar v em termos dos vetores O P; e O P; como 


v = B.E, = OP, - OP, = Q5 x. 2-91) 


Ou seja, os componentes de v são obtidos subtraindo as coordenadas do ponto inicial das coorde- 
nadas correspondentes do ponto final. O mesmo resultado vale no espaço e temos o teorema seguinte. 


Teorema 1.1.1 
(a) O vetor no plano que tem ponto inicial P (x, y) e ponto terminal Р(х, у,) € 
PB = (х) 33i — у) (4) 


(b) O vetor no espaço que tem ponto inicial P (x, y, z,) e ponto terminal Р(х, y,,2;) é 


РР, = (%2 — xi ya — n2 2) (5) 


O vetor que tem ponto inicial em Р, (2, —1, 4) e ponto terminal em Р, (7, 5, -8) tem componentes 


РР; = (7 —2,5 — (-1), -8 — 4) = (5,6, 12) 


Isto significa que se o vetor P; P» é transladado de tal modo que seu ponto inicial está na origem, en- 
tão seu ponto final cai no ponto (5, 6, 12). = 


A idéia de usar pares e ternos ordenados de números reais para representar pontos e vetores no plano e 
no espaço era bem conhecida nos séculos dezoito e dezenove, mas ao final do século dezenove e início 
do século vinte os matemáticos e físicos começaram a reconhecer a importância física de espaços de di- 
mensões maiores. Um dos exemplos mais importantes é devido a Albert Einstein, que acrescentou um 
componente temporal t aos três componentes espaciais (x, у, z) para obter uma quádrupla (x, у, z, f) que 
ele considerou como um ponto de um universo espaço-tempo de dimensão quatro. Embora não possa- 
mos ver um espaço de dimensão 4 da maneira como vemos espaços de duas e três dimensões, mesmo 
assim é possível estender idéias geométricas familiares a quatro dimensões trabalhando com as proprie- 
dades algébricas de quádruplas. De fato, desenvolvendo uma geometria apropriada do universo espaço- 
tempo de dimensão quatro, Einstein desenvolveu a sua teoria da relatividade geral, que explicou pela 
primeira vez como funciona a gravidade. Para explorar o conceito de espaços de dimensões superiores 
somos levados à seguinte definição. 


A Álgebra Linear na História 


O físico Albert Einstein, nascido na Alemanha, emigrou aos 
Estados Unidos da América em 1933, onde ele fixou residén- 
cia em Princeton. Einstein ficou trabalhando sem êxito du- 
rante as três últimas décadas de sua vida na tentativa de pro- 
duzir uma Teoria do Campo Unificado, que estabeleceria 
uma relação subjacente entre as forças da gravidade e do 
eletromagnetismo. Recentemente, os físicos progrediram no 
problema utilizando uma nova abordagem, conhecida como 
a Teoria das Cordas. Nesta teoria, os componentes menores 
e indivisíveis do universo não são partículas, mas laços que 
se comportam como cordas vibrantes. Enquanto o universo 
espaço-tempo de Einstein era de dimensão 4, as cordas vi- 
vem num mundo de dimensão 11, que é o foco de muita 
pesquisa atual. (Baseado num artigo da revista Time Magazi- 
ne, de 30 de setembro de 1999.) 
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Definição 1.1.2 Sen é um inteiro positivo, então uma ênupla or- 
denada é uma seqüéncia de n números reais (у, Vz, . . . , v,). O con- 
junto de todas as ênuplas ordenadas é denominado o espaço n-di- 
mensional e é denotado por R,. 


Vamos denotar énuplas usando a notação vetorial v = (у,, Vy . . ., 
v,). Escrevemos 0 = (0, 0, . . . , 0) para a énupla cujos componentes são 
todos zero e dizemos que este vetor é o vetor nulo ou vetor zero ou, ain- 
da, a origem de R,. 


OBSERVAÇÃO Pensamos nos números de uma énupla (v,, vj, . . . , v,) 
ou como as coordenadas de um ponto generalizado ou como os compo- 
nentes de um vetor generalizado, dependendo da imagem geométrica 
que queremos utilizar: a escolha não faz diferença matemática alguma, 
pois sáo as propriedades algébricas das énuplas que nos interessam. 


Uma 1-upla ordenada (л = 1) é um único número real, de modo que 
R' pode ser visto, algebricamente, como o conjunto dos números reais ou, 
geometricamente, como uma linha reta. Uma 2-upla ordenada (n = 2) é 
um par ordenado de números reais, de modo que R° pode ser visto, geo- 
metricamente, como um plano. Uma 3-upla ordenada (n = 3) é um terno 
ordenado de números reais, de modo que R° pode ser visto, geometrica- 
mente, como o espaço à nossa volta. Às vezes dizemos que R', R^ e R^ são 
os espaços visíveis e que RÍ, etc., são os espaços de dimensões superio- 
res. A seguir apresentamos uma lista de exemplos físicos que levam a es- 
paços de dimensões superiores. 


Albert Einstei 
(1879-1955) 


EXEMPLO 3  * Dados Experimentais: Um cientista realiza uma série de experimentos e toma n medições numé- 


Alguns Exemplos de Vetores em ricas a cada realização do experimento. O resultado de cada experimento pode ser pensado como 
Espaços de po um vetor y = (y,, Y». . . .y,) em А", no qual y,, Yz». . - „у, São os valores medidos. 


* Transporte e Armazenamento: Uma companhia de transporte de cargas tem 15 terminais com 
depósitos de armazenamento de carga e oficinas de manutengáo de seus caminhóes. Em cada ins- 
tante de tempo, a distribuigáo dos caminhóes nos terminais pode ser descrita por uma 15-upla x = 
(Xis X». . . Xı5) na qual x, é o número de caminhões no primeiro terminal, x, é o número de cami- 
nhões no segundo terminal e assim por diante. 

e Circuitos Elétricos: Um certo tipo de microprocessador eletrônico é projetado para receber qua- 
tro voltagens de entrada e produzir três voltagens em resposta. As voltagens de entrada podem ser 
consideradas como vetores de R* e as de resposta como vetores de R°. Assim, o microprocessador 
pode ser visto como um aparelho que transforma cada vetor de entrada v = (v,, V», уу, V4) de R* num 
vetor de resposta w = (w,, W, wa) de R°. 

+ Imagens Digitalizadas: Uma maneira pela qual são criadas as imagens coloridas nas telas dos mo- 
nitores de computadores é associar a cada pixel (que é um ponto endereçável da tela) três números, 
que descrevem o matiz, a saturação e o brilho do pixel. Assim, uma imagem colorida completa po- 
de ser vista como um conjunto de 5-uplas da forma v = (x, y, A, s, b) na qual x e y são as coordenadas 
do pixel na tela e h, s e b são o matiz (com a inicial do termo em inglês hue), a saturação e brilho. 

* Economia: Uma abordagem da Análise Econômica é dividir uma economia em setores (manufa- 
tura, serviços, utilidades, e assim por diante) e medir o produto de cada setor com um valor mone- 
tário. Assim, numa economia com 10 setores, o produto total de economia toda pode ser represen- 
tado por uma 10-upla s = (s,, S», . . . , 5,9) na qual os números $, S» . . . , 5 São 05 produtos dos se- 
tores individuais. 

* Sistemas Mecánicos: Seis partículas se movem ao longo da mesma reta coordenada de tal modo 
que no instante / suas coordenadas são x,, X, . . . , x, e suas velocidades são у, v, . . . , Ve respec- 
tivamente. Esta informação pode ser representada pelo vetor 


V = (X1, X2, X3, X4, Xs, X6, V1, 02, 03, 04, Us, 06, 1) 


de R”. Este vetor é denominado o estado do sistema de partículas no instante t. " 
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PROBLEMA CONCEITUAL Tente pensar em algum outro exemplo físico no qual possam surgir ênuplas. 


IGUALDADE Observamos acima que dois vetores em К? ou R’ são equivalentes se, е somente se, seus componentes сог- 


DE VETORES respondentes são iguais. Assim, apresentamos a seguinte definição. 


A Álgebra Linear na História 


A idéia de representar vetores como ênuplas de vetores co- 
meçou a cristalizar em torno de 1814 quando o contador 
suíço (e matemático amador) Jean Robert Argand (1768- 
1822) propôs a idéia de representar um número complexo a 
+ bi como um par ordenado (a, b) de números reais. Em se- 
guida, o matemático irlandês William Hamilton desenvolveu 
sua teoria de quatérnios, que constituem o primeiro exem- 
plo importante de um espaço quadridimensional. Hamilton 
apresentou suas idéias num artigo científico apresentado à 
Academia Irlandesa em 1833. O conceito de um espaço n-di- 
mensional ficou firmemente estabelecido em 1844 quando 
o matemático alemão Hermann Grassmann publicou um li- 
vro intitulado Ausdehnungslehre, no qual ele desenvolveu 
muitas das idéias fundamentais que aparecem neste livro. 


Definição 1.1.3 Dois vetores v (у, Vo... ,V)ew=(WWy..., 
w,) de R” são ditos equivalentes (ou, então, iguais) se 


VEW, WEW, у=, 


Indicamos esta equivalência escrevendo v = w. 


Assim, por exemplo, 
(a, b, c, d) = (1, —4, 2,7) 


se, e somente sea=1,b=-4,c=2ed=7. 

Nosso próximo objetivo é definir as operagóes de adigáo, subtra- 
gáo e multiplicagáo por escalar para vetores de R”. Para motivar as 
idéias, vamos considerar como estas operagóes podem ser efetuadas 
com componentes usando vetores de R”. Observando a Figura 1.1.16, 
é possível deduzir que se у = (v,, v,) e w = (w,, w;) então 


VW = (v +w, vo + w2) (6) 


kv = (Ку, kv2) (7) 


Dito em palavras, vetores são somados pela adição de seus componentes 
correspondentes e um vetor é multiplicado por um escalar pela multipli- 


Sir William Rowan Hermann cação de cada componente pelo escalar. Em particular, por (7) segue 
Hamilton Gúnther Grassmann = = AN an (ED ee 
(1805-1865) (1809-1877) de cds St 2 e 
e portanto que 
w -— v =w + (у) = (uj — vi, ш — v) (9) 
Assim, vetores são subtraídos pela subtração de seus componentes correspondentes. 
As Fórmulas (6)-(9) justificam a seguinte definição. 
Definição 1.1.4 Se v= (Vy, Va, . . ., Vp) € W= (wj, W» . . ., W,) São vetores em R” e se k é um escalar, en- 
táo definimos 
VAW=(Y,+W,, У RW... VW) (10) 
kv=(k ko, < - - > Kv) (11) 
-y = (Y), Vo» + +. —V,) (12) 
W-V=W + (-У) =(W, – у, И Va. » 0, Va) (13) 
EXEMPLO 4  Sev=(1,-3, 2) e w = (4, 2, 1), então 
Operações Algébricas 
Usando Componentes v + w = (5, —1,3), 2v = (2, —6, 4) 
—w = (-4, -2, -1), v— w =v + (-w) = (-3, –5, 1) " 


O próximo teorema resume as propriedades mais importantes das operações vetoriais. 


Figuras 1.1.16 


SOMAS DE TRÊS OU 
MAIS VETORES 
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Teorema 1.1.5 Seu, ve w são vetores em К" e se Ке l são escalares, então: 


(a) utv=v+u (е) (k + Dv = kv Iv 
(b) (и - v) + w —u + (v + w) Cf) k(v - w) = kv + kw 
(с) 0+0=0 +0 = и (8) k(lu) = (kDu 

(d) u+ (-u) 20 (h) lu=u 


Vamos provar a parte (b) e deixar algumas das outras partes como exercícios. 


Prova (b) Sejamu = (ui, u2, ..., Un), V = (vi, 02, ..., Un) CW = (W1, W2, ..., Wn). Então 


(uv) + м = [(и,из,..., Un) + (Vi, Vas cos Un)] + (Wi, шо, ..., Wn) 
= (и + 01,02 + W, ..., Un + Vn) + (Wi, Wa, ..., Wn) [Adição vetorial) 
= ((ш + vi) + wi, (u2 + v2) + W2, -.., (Un + Un) + Un) [Adição vetorial] 
= (ui + Qi + ш), 42 + (02 + w2), --., Un + (Un + w,)) ^ [Reagrupando] 
= (u1,u2, ... Ug) + (Vi + Wi, V2 + Шо, oo, Un + Un) [Adição vetorial] 
=u+(v+w) 


As seguintes propriedades adicionais dos vetores de А" podem ser deduzidas facilmente expressan- 
do os vetores em termos de componentes (verifique). 


Teorema 1.1.6 Sev éum vetor em К" e se k é um escalar, então: 


(a) 0v — 0 
(b) k0—0 
(с) (-Dv = -v 


OLHANDOÀ FRENTE О Teorema 1.1.5 é um dos teoremas mais fundamentais da Álgebra Linear pois 
todas as propriedades algébricas de vetores podem ser deduzidas das oito propriedades enunciadas no 
teorema. Por exemplo, embora o Teorema 1.1.6 possa ser facilmente provado usando componentes, ele 
também pode ser deduzido das propriedades do Teorema 1.1.5 sem precisar abrir os vetores em com- 
ponentes (Exercício P3). Adiante utilizaremos o Teorema 1.1.5 como ponto de partida para estender o 
conceito de vetor para além do А". 


A parte (b) do Teorema 1.1.5 é denominada a lei da associatividade da adição vetorial e implica que a ex- 
pressão u + v + w não é ambígua, pois resulta na mesma soma independentemente da maneira em que in- 
serimos parênteses. Este fato é ilustrado geometricamente na Figura 1.1.17a para vetores de R? e R°. Aque- 
la figura também mostra que o vetor u + v + w pode ser obtido colocando и, v e w cada um com ponto ini- 
cial no ponto final do anterior e então traçando o vetor do ponto inicial de u até o ponto final de w. Este 
resultado generaliza para somas de quatro ou mais vetores em R° ou R’ (Figura 1.1.17b). O método de co- 
locar ponto inicial no final do anterior torna evidente que se u, v e w são vetores de R° que estão posicio- 
nados com um ponto inicial comum então u + y + w é a diagonal do paralelepípedo que tem os três veto- 
res como arestas adjacentes (Figura 1.1.17c). 
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Figura 1.1 


VETORES PARALELOS 
E COLINEARES 


COMBINAÇÕES 
LINEARES 


APLICAÇÃO A 
MODELOS DE COR 
COMPUTADORIZADA 


„17 


(b) 


Sejam v e w vetores em R ouR? que estão posicionados com um ponto inicial comum. Se um dos vetores 
é um múltiplo escalar do outro, então os vetores estão numa reta comum e portanto é razoável dizer que 
são colineares (Figura 1.1.18a). Contudo, se transladamos um dos vetores como indicado na Figura 
1.1.18b, então os vetores são paralelos, mas não mais colineares. Isso cria um problema lingüístico, já que 
um vetor não muda com uma translação. A única saída é concordar que os termos paralelo e colinear sig- 
nificam a mesma coisa quando aplicados a vetores. Por isso utilizamos a seguinte definição. 


Figura 1.1.18 (a) (b) 


Definição 1.1.7 Dois vetores de R” são ditos paralelos ou, então, colineares, se pelo menos um 
dos dois vetores é um múltiplo escalar do outro. Se um dos vetores é um múltiplo escalar positivo do 
outro, então dizemos que os dois vetores têm mesma direção e mesmo sentido e se um deles é um 
múltiplo escalar negativo do outro, então dizemos que os dois vetores têm mesma direção e sentido 
oposto. 


OBSERVAÇÃO O vetor 0 é paralelo a cada vetor v de R”, pois pode ser dado como o múltiplo escalar 0 = Ov. 


As operações de adição, subtração e multiplicação por escalar são usadas, freqüentemente, em combinação 
para formar novos vetores. Por exemplo, se v,, v; e V, são vetores dados, então os vetores 


W=2v,+3v2+v3 e w= 7v; — 6v: + 8v3 


são formados desta maneira. Em geral, utilizamos a seguinte terminologia. 


Definição 1.1.8 Um vetor w de R” é uma combinação linear dos vetores v,, Va, . . . , v, de R” se w 
pode ser expresso na forma 


WE=CV + СУ, +... +С (14) 


Os escalares c,, с,,.. ., c, São denominados coeficientes da combinação linear. No caso em que k = 1, 
a Fórmula (14) se torna w = c,v,, de modo que dizer que w é uma combinação linear de v, é o mesmo 
que dizer que w é um múltiplo escalar de v,. 


As cores nas telas dos monitores de computadores são geralmente baseadas no que se chama o modelo de 
cores RGB. As cores neste sistema são criadas juntando percentagens de três cores primárias, a saber, o 
vermelho (com a inicial R do inglês red), o verde (com a inicial G do inglês green) e o azul (com a inicial 
B do inglês blue). Uma maneira de fazer isto é identificar as cores primárias com os vetores 


r=(1,0,0) (vermelho puro), g=(0,1,0) (verde puro), b=(0,0,1) (azul puro) 


de № e criar todas as outras cores formando combinações lineares de r, g e b usando coeficientes entre O 
e 1, inclusive; estes coeficientes representam a percentagem de cada cor pura na mistura. O conjunto de 


NOTAÇÕES 
ALTERNATIVAS 
PARA VETORES 


MATRIZES 
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todas estas cores é o espaço RGB ou, melhor, o cubo de cores RGB (Figura 1.1.19). Assim, cada vetor de 
cor e neste cubo pode ser expresso como uma combinação linear da forma 


e=cir+cg+cb=ci(1,0,0) + c2(0, 1, 0) + c3(0, O, 1) = (с, сг, сз) 
onde 0 < c, < 1. Como indicamos na figura, os vértices do cubo representam as cores primárias puras jun- 


to com as cores preto, branco, magenta, ciano e amarelo. Os vetores ao longo da diagonal entre preto e 
branco representam tonalidades de cinza. 


Magenta 
(1,0,1) 


Preto 
(0, O, 0) 


Figura 1.1.19 (1,0,0) 


Até aqui temos escrito vetores de R” usando a notação 
Simi, Dose veria) (15) 


Dizemos que esta é a forma de ênupla. Contudo, um vetor em А" é, essencialmente, somente uma lista de 
n números (os componentes) ordenados de uma maneira específica e, portanto, qualquer notação que exi- 
be os componentes do vetor em sua ordem correta é uma alternativa válida para a notação de ênupla. Por 
exemplo, o vetor em (15) pode ser escrito como 


v=[v Y cov] (16) 
que é a forma vetor-linha ou como 
vi 
v= T (17) 
" 


que é denominada a forma vetor-coluna. A escolha de notação é, muitas vezes, uma questão de conveniên- 
cia, mas às vezes a natureza do problema que estamos considerando sugere uma notação específica. As 
três notações serão utilizadas neste livro. 


A informação numérica é, muitas vezes, organizada em tabelas denominadas matrizes. Por exemplo, aqui 
temos uma descrição matricial do número de horas que um certo aluno passa estudando quatro disciplinas 
ao longo de uma certa semana: 


2 
2 
1 
1 


Or ru 


Suprimindo as legendas, os dados numéricos que restam da tabela formam uma matriz de quatro linhas e 
sete colunas: 


(18) 


mom юк 
ооо ~ 
ьо к м 
Н ооо 
mw 
ооо о 
Neem 
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A Álgebra Linear na História 


A teoria de grafos iniciou com o matemático suígo Leo- 
nhard Euler, que desenvolveu as idéias para resolver um 
problema que lhe foi proposto na metade do século dezoi- 
to pelos cidadãos da cidade prussiana de Kônigsberg 
(atualmente Kalinigrado, na Rússia). A cidade é cortada pe- 
lo rio Pregel, que engloba uma ilha, como mostra a repro- 
dução da litografia original abaixo. 


O problema era determinar se é possível começar um pas- 
seio em algum ponto das margens do rio, ou da ilha, e per- 
correr a pé todas as pontes, cada uma somente uma vez, e 
voltar ao ponto de partida. Analisando o grafo, Euler mos- 
trou em 1736 que este passeio é impossível. 


Leonhard Euler 
(1707-1783) 


Exercícios 1.1 


| Nos Exercícios 1 e 2, esboce os vetores com seus pontos iniciais na 


origem. 


1. (а) vı = (3,6) (b) v2 = (4, -8) 
(c) уз = (3,3,0) (d) vs = (0,0, —3) 
2. (a) м = (21,2) (b) v4 = (3,4) 


(с) viz (1,2,3) (d) vs = (—1,6,1) 


Para formalizar esta idéia, definimos uma matriz como um arranjo 
retangular de números, denominados as entradas da matriz. Se uma ma- 
triz tem m linhas e n colunas, dizemos que é de tamanho m x n, onde sem- 
pre escrevemos o número de linhas antes do de colunas. Assim, por exem- 
plo, a matriz de (18) tem tamanho 4 x 7. Uma matriz com uma única linha 
é denominada vetor-linha e uma matriz de uma única coluna é denomina- 
da vetor-coluna [ver (16) e (17), por exemplo]. Também podemos pensar 
numa matriz como uma lista de vetores-linha ou de vetores-coluna. Por 
exemplo, a matriz de (18) pode ser vista como uma lista de quatro vetores- 
linha de R”, ou então como uma lista de sete vetores-coluna de Rº. 

Além de descrever informação tabular, as matrizes são úteis para des- 
crever conexões entre objetos, digamos, conexões entre cidades por linhas 
aéreas, conexões entre pessoas em estruturas sociais ou conexões entre ele- 
mentos de um circuito elétrico. A idéia é representar os objetos que são co- 
nectados por pontos, denominados vértices, ou nós, e indicar as conexões 
entre os vértices por segmentos de reta ou de arcos, denominados arestas, 
ouarcos. Os vértices e as arestas constituem o que é denominado um gra- 

fo de conexões ou, mais simplesmente, grafo. Por exemplo, a Figura 
1.1.20a mostra um grafo que descreve as linhas áreas entre quatro cidades; 
as cidades que têm uma conexão aérea direta entre elas são ligadas por uma 
aresta. As setas nas arestas distinguem entre conexões de ida e volta e co- 
nexões só de ida; por exemplo, a seta dupla na aresta ligando as cidades 1 
e 3 indica que existe uma conexão da cidade 1 para a cidade 3 e uma da ci- 
dade 3 para a cidade 1, enquanto que a seta simples na aresta ligando as ci- 
dades 1 e 4 indica que existe uma conexão da cidade 1 para a cidade 4, mas 
não uma da cidade 4 para a cidade 1. Um grafo marcado com conexões de 
ida e de ida e volta é denominado um grafo direcionado. 

Um grafo direcionado pode ser descrito por uma matriz n X n deno- 
minada matriz de adjacência, na qual os dígitos O e 1 são usados para 
descrever conexões. Especificamente, se os vértices são numerados de 1 
an, então a entrada na linha i e coluna j da matriz é um 1 se existe uma 
conexão do vértice i ao vértice j e é um 0 se não houver uma conexão. Por 
exemplo, a Figura 1.1.20b é a matriz de adjacência do grafo direcionado 
da parte (a) da figura (verifique). 


Cidade 1 
De 
VETO 
Cidade 2 Cidade 4 : и > a 
ел хоо 
Cidade 3 «EO: O 10 
Figura 1.1.20 (a) (b) 


| Nos Exercícios 3 e 4, esboce os vetores com seus pontos iniciais na 
| origem, sabendo que u = (1, 1) e que v=(-1, 1). 


3. (a) 2u (b) и+у (с) 20 4-2v 
(d) u-v (e) u -- 2v 

4. (a) -u v (b) Зи + 2v (с) 2u + 5v 
(d) —2u— v (е) 20 – 3v 


Seção 1.1 


Nos Exercícios 5 e 6, encontre os componentes do vetor e esboce um 
vetor equivalente com ponto inicial na origem. 


5. (a) 


6. (a) d (5) 


(3,3) (2,3) (3,0,4) 


х 


Nos Exercícios 7 e 8, encontre os componentes do vetor P; B.. 


7. (a) Р,(3, 5), Р(2, 8) (b) Р,(5, —2, 1), P,(2, 4, 2) 
8. (a) Р.(—6, 2), Px(-4, 1) (b) Pi(0, 0, 0), P2(—1, 6, 1) 
9. (a) Encontre o ponto final do vetor equivalente a u = (1, 2) que tem 
ponto inicial em A(1, 1). 
(b) Encontre o ponto inicial do vetor equivalente a u = (1, 1, 3) que 
tem ponto final em B(-1, -1, 2). 
10. (a) Encontre o ponto inicial do vetor equivalente a u = (1, 2) que tem 
ponto inicial em A(2, 0). 
(b) Encontre o ponto final do vetor equivalente a u = (1, 1, 3) que 
tem ponto inicial em B(0, 2, 0). 
11. Sejam и = (3, 1, 2, 4, 4), v = (4, 0, -8, 1,2) e w = (6, -1, -4, 3, -5). 
Encontre os componentes de 
(а) v— w 
(c) Qu — 7w) — (8v + u) 
12. Sejam u = (1, 2, -3,5, 0), v = (0, 4, -1, 1, 2) e w = (7, 1, 4, -2, 3). 
Encontre os componentes de 
(a) v+w 
(с) (Зи — v) — Qu + 4w) 
13. Sejam u, v e w os três vetores do Exercício 11. Encontre os compo- 
nentes do vetor x que satisfaz a equação 2u — y + x = 7x + w. 


(b) би + 2v 


(b) 32u — v) 


14. Sejam и, v e w os três vetores do Exercício 12. Encontre os compo- 
nentes do vetor x que satisfaz a equação Зи + y - 2w = 3x + 2w. 

15. Qual dos seguintes vetores de Ré paralelo a u = (-2, 1, 0, 3, 5, 1)? 
(а) (4, 2, 0, 6, 10,2) (b) (4, —2, 0, —6, —10, —2) 
(c) (0,0,0,0,0,0) 

16. Para quais valores de t (se existirem) o vetor dado será paralelo a 
u = (4, -1)? 
(a) (8t, 2) 
(с) (1,1?) 


(b) (85,21) 
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17. Em cada parte, esboce o vetor u + y + w e expresse-o em forma de 
componentes. 


18. Em cada parte do Exercício 17, esboce o vetor u — v + w, e expresse- 
o em forma de componentes. 


19. Sejamu=(1,-1,3, 5) e v = (2, 1, 0, -3). Encontre escalares a e b tais 
que au + by = (1, -4, 9, 18). 

20. Sejam u = (2, 1, 0, 1, -1) e v = (-2, 3, 1, 0, 2). Encontre escalares a e 
b tais que au + bv +(-8, 8, 3, -1, 7). 

21. Esboce três paralelogramos que têm vértices nos pontos A(O, 0), В = 
(-1,3)e C= (1, 2). 

22. Verifique que um dos paralelogramos do Exercício 21 tem o ponto fi- 

— 
nal do vetor AB + AC como quarto vértice; em seguida, expresse o 
— 

quarto vértice de cada um dos paralelogramos em termos de AB e 
AC. 


Dizemos que uma partícula está em equilíbrio estático se é nula a so- 
ma de todas forcas a ela aplicadas. Nos Exercícios 23 e 24, encontre os 
componentes da força F que deve ser aplicada à partícula na origem 
para que resulte um equilíbrio estático. A força F é a única força apli- 
cada à partícula além das forças mostradas, não havendo outras forças 
presente. 


Nos Exercícios 25 e 26, construa uma matriz de adjacência para o gra- 
fo direcionado dado. 


25. (a) 1 2 Ы 5 
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2 
26. (a) (b) " А 
1 3 NN 
5 4 : 3 
Nos Exercícios 27 e 28, construa um grafo direcionado cuja matriz de 


adjacência é igual à matriz dada. 


* Vetores 


Discussão e Descoberta 


D1. Dê algum exemplo físico de quantidades que podem ser descritas por 
vetores em А“. 


D2. É o tempo um escalar ou um vetor? Explique sua resposta num texto 
de um parágrafo. 


D3. Se a soma de três vetores em R’ é zero, é verdade que eles devem es- 
tar num mesmo plano? Explique. 


D4. Um monge caminha do portão de um monastério até o topo de uma 
montanha para rezar e retorna ao portão do monastério no dia se- 
guinte. Qual é o deslocamento do monge? Qual é a relação entre o 
deslocamento do monge indo do portão do monastério até o topo da 
montanha e o deslocamento indo do topo da montanha de volta até o 
portão? 


D5. Considere o hexágono regular mostrado na figura dada. 


(a) Qual é a soma dos seis vetores radiais que ligam o ponto inicial 
no centro até os vértices? 


(b) Qual será о efeito sobre a soma se cada vetor radial for multipli- 
cado por 2? 


(с) Qual é a soma dos cinco vetores radiais que excetuando o vetor a? 
(d) Discuta variações e generalizações do resultado da parte (c). 


d 
Figura Ex-D5 


D6. Qual é a soma de todos os vetores radiais de um polígono regular de 
n lados? (Ver o Exercício DS.) 


Trabalhando com Provas 


P1. Prove a parte (e) do Teorema 1.1.5. 
P2. Prove a parte (f) do Teorema 1.1.5. 


01000 O L0 T:0 0 
O 01 0:00 

pre d. d 011080) 1.0 4 

27. 10 000 28. 

000000 

070. 040" 

00 1^0 0 000100 
1 70000 0 


D7. Considere um relógio com vetores desenhados desde o centro até ca- 
da hora, como na figura dada. 


(a) Qual será a soma que resulta dos 12 vetores sc o vetor que termi- 
na no 12 for dobrado de tamanho e todos os demais forem deixa- 
dos como estáo? 


(b) Qual será a soma que resulta dos 12 vetores se os vetores que ter- 
minam no 3 e no 9 forem triplicados de tamanho e todos os de- 
mais forem deixados como estáo? 


(c) Qual será a soma que resulta dos 9 vetores que permanecem se 
removermos os vetores que terminam no 5, 11 e 8? 


12 
11 1 
10 2 
9 3 
8 4 
zd 6 5 
Figura Ex-D7 


D8. Esboce uma figura com quatro vetores não-nulos no plano tais um de- 
les é a soma dos outros três. 


D9. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 
sua resposta. 


(а) Ѕех+у=х +z, então y =Z. 

(b) Seu + v 2 0, então au + bv = 0 para quaisquer a c b. 

(c) Vetores paralelos de mesmo comprimento sáo iguais. 

(d) Se ax = 0, então oua = 0 ou x = 0. 

(e) Se au + bv = 0), então и e v são vetores paralelos. 

(f Os vetores u = (4/2, V3) e v=(%, 1/3) são equivalentes. 


P3. Prove o Teorema 1.1.6 sem utilizar componentes. 
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Usando Recursos Computacionais 
TI. (Números e operações numéricas) Descubra como digitar números in- reta com pontos iniciais e finais à sua escolha. Se o seu recurso com- 
teiros, fracionários, decimais e irracionais tais como ле 2 em seu re- putacional permitir a criação de setas, pode fazer seus segmentos de 
curso computacional. Confira seu entendimento do procedimento para reta parecerem vetores. 


converter me 2 para a forma decimal, exibindo várias casas decimais. qe 
Leia sobre os procedimentos para efetuar as operações de adição, subtra- ES (Oparagdas com vetores) Descubra como digifar vetores e cómo cale 


ção, multiplicação, divisão, exponenciação e radiciação. Experimente cular somas, diferenças e múltiplos escalares de vetores. Confira seu 

com números de sua escolha até sentir que está dominando as técnicas. entendimento destas operações efetuando as contas do Exemplo 4. 
T2. (Esboçando vetores) Descubra como traçar segmentos de reta no T4. Use sua ferramenta para calcular os componentes de 

espaço bidimensional ou tridimensional e trace alguns segmentos de u = (7,1;—3) — 5(\/2, 6) +3(0, л) com cinco casas decimais. 


NORMA DE 
UM VETOR 


EXEMPLO 1 
Calculado Normas 


Seção 1.2 Produto Escalar e Ortogonalidade 


Nesta seção nos ocuparemos dos conceitos de comprimento, ângulo, distância e perpendicularidade em В". Começare- 
mos discutindo estes conceitos geometricamente em Rº e К? e depois vamos estendé-los algebricamente ao R^ usando 
componentes. 


O comprimento de um vetor v de А? ou R° é usualmente denotado pelo símbolo ||v||. Segue pelo Teorema 
de Pitágoras que o comprimento de um vetor v = (v,, v.) de К? é dado pela fórmula 


lvi = Vv? + v? a) 


(Figura 1.2.1a). Uma fórmula análoga para o comprimento de um vetor v = (v,, v,, v;) em R? pode ser ob- 
tida com duas aplicações do Teorema de Pitágoras (Figura 1.2.15): 


Ivl? = (ОК)? + (RP = (ОО)? + (OR)? + (КР)? = vi vi +03 


Assim, 


[уй = Vv? + v2 + v2 (2) 


id 


Figura 1.2.1 (a) (b) 


As Fórmulas (1) e (2) justificam a definição geral do comprimento de um vetor em А". 


Definição 1.2.1 Sev = (v, Va, . .., v,) É um vetor em А", então o comprimento de v, também deno- 
minado norma de y ou magnitude de v, é denotado рог ||v|| e definido pela fórmula 


lvl = Voi 0 0 +++ (3) 


Usando (3), a norma do vetor v = (-3, 2, 1) em Ré 


Ivi = (733 + 2 + 1? = V14 
e a norma do vetor v = (2, –1, 3, -5) em R^ é 


Ivi = V2 + (—1)2 + 32 + (—5)? = V39 = 
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VETORES 
UNITÁRIOS 


EXEMPLO 2 
Normalizando um Vetor 


OS VETORES 
UNITÁRIOS 
CANÓNICOS 


Como os comprimentos de vetores em R? e К? são números náo-negativos e como 0 é o único vetor 
de comprimento zero, segue que ||v|| > 0 e que ||v|| = O se, e somente se, v = 0. Também, multiplicando v 
pelo escalar k multiplica o comprimento de v por |k|, de modo que ||ку|| = |k] ||v||. Deixamos a cargo do lei- 
tor provar que estas trés propriedades também valem em R”. 


Teorema 1.2.2 Sev é um vetor em R" e se k é qualquer escalar, então: 


(a) ivi z 0 
(b) ||у|| = 0 se, e somente se, v = 0 
(с) [кү| = |kllivll 


Um vetor de comprimento 1 é denominado um vetor unitário. Se y é um vetor não-nulo em R”, então um 
vetor unitário u que tem a mesma direção e sentido do que v é dado pela fórmula 


u (4) 


= —y 
vil 
Dita em palavras, a Fórmula (4) afirma que um vetor unitário de mesma direção e sentido do que um 
vetor v pode ser obtido multiplicando v pelo recíproco de seu comprimento. Este processo é denominado 
normalização de у. O vetor и tem a mesma direção e sentido do que v, já que 1/||v|| é um escalar positivo, 
e tem comprimento 1, pois a parte (с) do Teorema 1.2.2 com k = 1/||v|| fornece 


1 
lull = [ку = ПУ = Ку = lvl = 1 
ІМ) 


Às vezes vemos a Fórmula (4) expressa por 
Ena v 
“IM 


Isto é simplesmente uma maneira mais compacta de escrever a multiplicação por escalar em (4). 


Encontre um vetor unitário u que tem a mesma direção e sentido do que v = (2, 2,-1). 
Solução О vetor v tem comprimento 


lvi = V2 + 22+ (–1)2 = 3 
Assim, por (4) temos 
з= }0,2,-1) = (4. }.-1) 


O leitor pode querer conferir que, de fato, u é um vetor unitário. = 


PROBLEMA CONCEITUAL Muitas vezes, os vetores unitários são utilizados para especificar direções no pla- 
no e no espaço. Encontre um vetor unitário que descreva a direção tomada por um besouro que se desloca ao 
longo de uma linha reta a partir da origem do sistema de coordenadas xy na direção do primeiro quadrante, fa- 
zendo um ângulo de 30º com o eixo x positivo. Também encontre um vetor unitário que descreva a direção to- 
mada pelo mesmo besouro se ele se desloca na direção do terceiro quadrante ao longo da mesma linha reta. 


Quando introduzimos um sistema de coordenadas retangulares em R? ou R”, dizemos que os vetores uni- 
tários nas direções positivas dos eixos coordenados são os vetores unitários canônicos. No R? estes veto- 
res são denotados por 


i=(1,0) e j=(0,1) (5) 
e em А são denotados рог 

1'=.(1,0;0), j2(0,1,0) e k=(0,0,1) (6) 
(Figura 1.2.2) 


Observe que cada vetor у = (уу, v;) em К pode ser expresso em termos dos vetores unitários canô- 
nicos como 
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i (0,1,0) 
(1,0,0) 
Xx 
(b) 
Figura 1.2.2 
DISTÂNCIA ENTRE 
PONTOS DE R^ 
E. od Ñ 
Р, 
d = РР, 
Figura 1.2.3 


v = (vı, v2) = vı (1, 0) + v2(0, 1) = vii + wj 


e cada vetor v = (v,, Vy V;) em R pode ser expresso em termos dos vetores unitários canônicos como 


v = (vi, v2, v3) = vı (1, 0, 0) + v2(0, 1, 0) + v3(0, O, 1) = vii + wj + vsk 


Por exemplo, 

(2, —3,4) = 2i - 3j + 4k 
OBSERVAÇÃO A notação i, j, k para vetores de R^ e R^ é usual em Engenharia e Física, mas será pouco 
utilizada neste livro. 

Mais geralmente, definimos os vetores unitários canónicos de R" por 

e1=(1,0,0,...,0), 6€22(0,1,0,...,0,..., €=(0,0,0,...,1) (7) 
Deixamos a cargo do leitor verificar que cada vetor v = (v,, Vz . . . , V,) em А" pode ser expresso em termos 


dos vetores unitários canônicos como 


у = (Vi, vo, ..., Un) = ле + V2€2 ++: + уел (8) 


Se P, e P, são pontos em К? ou R’, então o comprimento do vetor P, P, é igual à distância d entre os dois 
pontos (Figura 1.2.3). Especificamente, se P,(x,, y,) e Р,(х,, y;) são pontos em R”, então o Teorema 
1.1.1(a) implica 


d = PB] = Уо — ху)? + (уз — у)? (9) 


Esta é a conhecida fórmula da distância da Geometria Analítica. Analogamente, a distância entre os pon- 
tos P (x, y, 2,) e PG, Yo, z;) do espaço é 


E 
d(u, у) = ПАВ = у — ху)? + 02 — Y + (2 — 21)? (10) 
Motivados pelas Fórmulas (9) e (10), introduzimos a definição seguinte. 


Definição 1.2.3 Seu = (и, из,...,и,)еу = (vi, 02,..., Vn) São pontos de R”, então definimos a 
distância d(u, v) entre u e v por 


d(u, v) = Ju — vil = y (u1 — vi? + (uz — vo + +++ + (Un — un)? (11) 


Por exemplo, se 
u=(1,3,-2,7) e v=(0,7,2,2) 
então a distância entre u e v é 
dlu, v) = V(1 0)2 + 8 — 7? + (-2 - 2? + (7 - 2? = V58 
Deixamos a cargo do leitor utilizar a Fórmula (11) para mostrar que as distâncias em R” têm as se- 


guintes propriedades. 


Teorema 1.2.4 Seu e v são pontos em К”, então 


(a) d(u, у) 2 0 


(b) d(u, v) = 0 se, e somente se, u = v 
(c) d(u, v) = d(v, u) 


Esse teorema afirma que as distâncias em А" se comportam como as distâncias nos espaços visíveis, ou se- 
ja, as distâncias são números não-negativos, a distância entre pontos distintos é não-nula e a distância é a 
mesma, tanto se for medida de и para v quanto de у para и. 
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PRODUTOS 
ESCALARES 


Agora definiremos um novo tipo de multiplicação que será útil para encontrar ângulos entre vetores e pa- 
ra determinar se dois vetores são perpendiculares. 


Definição 1.2.5 Seu = (ui, U2, ..., us) e V = (vi, v5, ... , Vn) são vetores em R”, então o produto 
escalar de u e v, também denominado produto interno euclidiano de u e v, é denotado роги * v e de- 
finido pela fórmula 


ау UV + 490) + ss + Un (12) 


Em palavras, o produto escalar é calculado multiplicando componentes correspondentes dos vetores e so- 
mando os produtos resultantes. Por exemplo, o produto escalar de u = (—1,3,5, 7) e v = (5, —4, 7, 0) 
em Ré 


u + v = (—1)(5) + 664) + (5)(7) + (7)(0) = 18 


OBSERVAÇÃO Note a distinção entre multiplicação por escalar e produto escalar: na primeira, um fator 
é escalar, o outro é vetor, e o resultado é um vetor; na segunda, ambos fatores são vetores e o resultado é 
um escalar. 


EXEMPLO 3 
Uma Aplicação do 
Produto Escalar 
ao Código ISBN 


A maioria dos livros publicados nos últimos 25 anos possui um indicativo numérico utilizado internacio- 
nalmente para a identificação de livros, que consiste de dez dígitos, denominado ISBN (das iniciais em 
inglês, International Standard Book Number). Os nove primeiros dígitos deste número estão divididos 
em três grupos: o primeiro grupo representa o país ou grupo de países no qual originou o livro, o segun- 
do identifica a editora que o publicou e o terceiro identifica o título do próprio livro. O décimo e último 
dígito, denominado dígito de verificação, é calculado a partir dos nove primeiros e é utilizado para ga- 
rantir que não há erro de digitação nos nove primeiros, por exemplo, numa transmissão eletrônica do 
ISBN, digamos, pela Internet. 

Para explicar como isto é feito, considere os nove primeiros dígitos do ISBN como um vetor b de А” 
eseja a o vetor 


а = (1,2,3,4,5, 6,7, 8,9) 


Então o dígito de verificação с é calculado pelo seguinte processo: 


A Álgebra Linear na História 1. Calcule o produto escalar а. b. 


A notacáo de produto escalar foi introduzida pelo matemá- 


tico e físico norte-americano J. Willard Gibbs num panfleto 
distribuído entre seus alunos da Universidade de Yale nos 
anos 1880. Originalmente, o produto era escrito como um 
ponto final na altura da linha, náo centrado verticalmente 
como hoje em dia, sendo denominado produto direto. O 
panfleto de Gibbs acabou sendo incorporado num livro inti- 
tulado Vector Analysis que foi publicado em 1901 por Gibbs 
com co-autoria de um de seus alunos. Gibbs fez contribui- 
ções importantes nos campos de Termodinámica e Eletro- 
magnetismo e é geralmente considerado o maior físico nor- 
te-americano do século dezenove. 


Josiah Willard Gibbs 
(1839-1903) 


2. Divida a * b por 11, produzindo um resto c que é um inteiro entre 
0 e 10, inclusive. O dígito de verificação é tomado como sendo c, 
com a ressalva de trocar 10 por X para evitar mais um dígito. 


Por exemplo, o ISBN do Novo Aurélio Século 20 é 
85-209-1010-6 


com um dígito de verificação igual a 6. Isto é consistente com os nove pri- 
meiros dígitos do ISBN, pois 


a'b=(1,2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9) (8, 5, 2, 0, 9, 1, 0, 1,0) = 83 


Dividindo 83 por 11 obtemos um quociente de 7 e um resto de 6, de mo- 
do que o dígito de verificação é c = 6. Se uma loja de uma rede de livra- 
rias encomendar o Aurélio por meio de um pedido transmitido eletronica- 
mente ao depósito, entáo o depósito pode usar este procedimento para ve- 
rificar se o dígito de verificagáo é consistente com os nove primeiros dí- 
gitos transmitidos e, assim, reduzir a possibilidade de erro na remessa. li 


PROPRIEDADES No caso especial em que и = v na Definição 


ALGÉBRICAS DO 1.2.5, obtemos a relação 
PRODUTO ESCALAR 


vev=u 4034 + = Iv (13) 
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EXEMPLO 4 
Calculando com 
Produto Escalar 


ÂNGULO ENTRE 
VETORES EM 
RER 


Isto fornece a seguinte fórmula para expressar o comprimento de um vetor em termos do produto escalar: 
lvl = УУ-У (14) 


O produto escalar tem muitas das mesmas propriedades algébricas do produto de números reais. 


Teorema 1.2.6 Seu, ve w são vetores em К" e se k é um escalar, então: 


(а) u-v=v-u [Simetria] 
(b) u-(v+w)=u-v+u-w [Distributividade] 
(с) k(u- v) = (ku) -v [Homogeneidade] 


(d) v-v > 0ev-v =Q se, e somente se, v = 0 — [Positividade] 


Vamos provar as partes (c) e (d) e deixar as outras duas como exercícios. 


Prova (c) Sejamu = (uj, u2, ..., Un) e V = (0, 0,..., Vn). Então 


k(u - v) = K(uyvi + uava + +++ + Up Un) = (Kkuj)vi + (kuz)va + -++ + (eus) vs = (ku) + v 
Prova (d) О resultado segue das partes (a) e (b) do Teorema 1.2.2 e do seguinte: 


VeV — qui + 0907 d + 090) = +02 ee v2 = py? Б 

O próximo teorema dá mais algumas propriedades do produto escalar. Os resultados deste teorema 
podem ser provados ou expressando os vetores em termos de componentes ou então usando as proprieda- 
des algébricas já estabelecidas no Teorema 1.2.6. 


Teorema 1.2.7 Seu, v ew são vetores em К" e se К é um escalar, então: 


(a) 0-v=v-0=0 

(b) (u+w-w=uw+vew 
(с) u-(v—- w)-u:v—u-:w 
(d) (U—v)-W=U-W-V-w 
(e) k(u- v) =u · (kv) 


Mostraremos como o Teorema 1.2.6 pode ser usado para provar a parte (b) sem passar para os componen- 
tes dos vetores. Algumas das outras quatro partes sáo deixadas como exercícios. 


Prova (b) 


(u+wW)-w=w-(u+v) [por simetria] 
=wut+wev [por distributividade] 
=uw+vew [por simetria] 


As Fórmulas (13) e (14), junto com os Teoremas 1.2.6 e 1.2.7, tornam possível usar as técnicas al- 
gébricas usuais para trabalhar com expressões envolvendo o produto escalar. 


(u — 2v) - (3u + 4v) = п. (3u + 4v) — 2v - (3u + 4v) 
= 3(u - u) + 4(u » v) — 6(v - u) — 8(v + y) = 
= 3ш? — 2(u - v) — 811У[12 


Para ver como o produto escalar pode ser usado para calcular ángulos entre vetores em А? e R^, tomemos 
vetores não-nulos u e v em Ё ou Е e definamos o ângulo entre u e y como o menor ângulo náo-negativo 
8 pelo qual um dos vetores pode ser girado no plano dos dois vetores até sua direção e sentido coincidir 
com o outro (Figura 1.2.4). Algebricamente, a medida em radianos de 0 está no intervalo 0 < 0 < ле, em 
Е, o ângulo 0 é gerado com uma rotação anti-horária. 
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Figura 1.2.4 


Figura 1.2.5 


EXEMPLO 5 
Uma Aplicação 
da Fórmula 


do Ângulo 


O próximo teorema fornece uma maneira efetiva de calcular o ángulo entre vetores tanto em R 
quanto em R. 


Teorema 1.2.8 Seu еу são vetores ndo-nulos em R^ ouR' e se Ө ёо ángulo entre estes vetores, 


entáo 


Prova Suponha que os vetores u, v e v — u estejam posicionados de tal modo que formem os lados de um 
triángulo, como indica a Figura 1.2.5. Segue da lei dos cossenos que 


u.v 


їчї їўї 


соѕ0 = 


ou equivalente, 0 = cos”! ( (15-16) 


u-v 
їчї 


liv — ul? = [а]? + [у]? — 21011У11 cose (17) 


Usando а Fórmula (13) е as propriedades do produto escalar dos Teoremas 1.2.6 e 1.2.7, podemos reescre- 
ver о lado esquerdo desta equação como 
lv = ul? = (v = ш) (у= ш) 
=(v-u-v—-(v—-u)-u 
=vev-ucv-veu+ucu 
= lvl? — 20. v + Jul)? 


Substituindo esta última expressão em (17) resulta 
[iv]? — 2u - v + Jul? = (jul? + [у]? — 210111У11 cose 


que pode ser escrito, simplesmente, como 
u» v = [ulllivl| cos 


Finalmente, dividindo ambos lados desta equação por llull||vIl, obtemos (15). = 


Se u e y são vetores não-nulos em А? ou R° e se u у = 0, então segue da Fórmula (16) que Ө= cos ' 
0 = 7/2. Reciprocamente, se 0 = 7/2, então cos Ө=0 eu * у = 0. Assim, dois vetores não-nulos em К? ou 
R' são perpendiculares se, e somente se, seu produto escalar é nulo. 


PROBLEMA CONCEITUAL О que pode ser dito sobre o ángulo entre os vetores não-nulos и e v de R° ou 
R'seu:v» 0? Eseu:v «0? 


Encontre o ângulo Ө entre a diagonal de um cubo e uma de suas arestas. 
Solução Suponha que o cubo tenha lado a e introduza um sistema de coordenadas retangulares como in- 
dica a Figura 1.2.6. Neste sistema de coordenadas, o vetor 


d=(a,a,a) 


€ a diagonal do cubo e os vetores v; = (a, 0, 0), v; = (0, a,0) eva = (0, 0, а) representam arestas. Por 
simetria, a diagonal faz o mesmo ângulo com cada aresta, de modo que é suficiente encontrar o ângulo en- 
tre d e v,. Pela Fórmula (15), o cosseno deste ângulo é 


2 


vd a 1 


Ө= =—— = 
lvillldl aa) v3 


Assim, com a ajuda de uma calculadora, obtemos 


1 
Ө = arccos^! (5) A 54,7° 
КД 


EXEMPLO 6 
Encontrando um 
Vetor em R^ que é 
Perpendicular a 
um Vetor Dado 


ORTOGONALIDADE 


EXEMPLO 7 
Um Conjunto Ortogonal 
de Vetores de В" 


EXEMPLO 8 
O Vetor Zero é 
Ortogonal a А" 
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u=(-b,a) 


La, 0, 0) та == 


Figura 1.2.6 Figura 1.2.7 


Encontre um vetor não-nulo ет R° que é perpendicular ao vetor não-nulo v = (a, b). 


Solução Queremos encontrar um vetor não-nulo u tal que u + у = 0. É bastante fácil ver que u = (-b, a) 
é um tal vetor, pois 


u -v = (—b,a) » (a, b) = —-ba+ab=0 
O vetor -u = (b, — a) também é perpendicular а v, bem como qualquer múltiplo escalar de u (Figura 1.2.7). 


Para generalizar a noção de perpendicularidade para R”, introduzimos a seguinte definição. 


Definição 1.2.9 Dois vetores u e v em А" são ditos ortogonais se u * у = 0 e um conjunto não-vazio de ve- 
tores de А" é denominado um conjunto ortogonal se cada par de vetores distintos do conjunto é ortogonal. 


OBSERVAÇÃO Note que não exigimos que u ou v sejam não-nulos nesta definição. Assim, dois vetores 
em R° ou R' são ortogonais se, e somente se, são não-nulos e perpendiculares ou então pelo menos um dos 
dois vetores é nulo. 


Mostre que os vetores 


y; =(1,2,2,4), v22(-2,1, 74,2, v3 = (-4,2,2, -1) 


formam um conjunto ortogonal de Е“. 


Solução Por causa da simetria do produto escalar, basta confirmar que 


үру = 0, ууз = 0, у уз = 0 


Deixamos estas contas a cargo do leitor. п 


Se $ é um conjunto não-vazio de vetores де R” е se у é ortogonal a cada vetor de $, então dizemos 
que v é ortogonal ao conjunto S. Por exemplo, o vetor К = (0, 0, 1) de R? é ortogonal ao plano xy (Figura 
1.2.2b) 


A parte (a) do Teorema 1.2.7 afirma que se 0 é o vetor nulo em R”, então 0 · v = 0 para cada vetor v de А". 
Assim, 0 é ortogonal a R”. Além disto, O é o único vetor em R” que é ortogonal a R”, pois se у é um vetor 
em R” que é ortogonal а R”, então, em particular, deveria valer v * v = 0; mas isso implica v = 0 pela parte 
(d) do Teorema 1.2.6. ш 


OBSERVAÇÃO Embora o resultado do Exemplo 8 possa parecer óbvio, ele será útil mais tarde, pois for- 
nece uma maneira de usar o produto escalar para mostrar que um vetor w de R” é nulo: basta mostrar que 
w- у = 0 para cada у de А". 
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CONJUNTOS 
ORTONORMAIS 


EXEMPLO 9 
Os Vetores Unitários 
Canônicos de К^ 

são Ortonormais 


EXEMPLO 10 
Um Conjunto 
Ortonormal em К“ 


GEOMETRIA 
EUCLIDIANA 
ЕМА” 


u+y 


Figura 1.2.8 


Conjuntos ortogonais de vetores unitários tém importáncia especial e existe uma nomenclatura associada. 


Definição 1.2.10 Dois vetores u e v em R” são ditos ortonormais se são ortogonais e têm compri- 
mento 1 e um conjunto de vetores é denominado um conjunto ortonormal se cada vetor do conjunto 
tem comprimento 1 e se cada par de vetores distintos do conjunto é ortogonal. 


Os vetores unitários canónicos de R^ ou R^ formam conjuntos ortonormais, pois estes vetores têm compri- 
mento 1 e estão situados ao longo dos eixos coordenados de um sistema de coordenadas retangulares (Fi- 
gura 1.2.2). Mais geralmente, os vetores unitários canônicos 

ез = (1,0,0,...,0), $22(0,1,0,...,05..., =(0,0,0,...,1) 
em R” formam um conjunto ortonormal, pois 

eej-O0sei £j e llel = 11е =-= lel = 1 


(verifique). 
No próximo exemplo temos um conjunto ortonormal de três vetores em Rº. 


Os vetores 


qi = ( 


1224 


5258.5). €e-(Che-$5). q=(-5, 


formam um conjunto ortonormal em А“, pois 


19:1 = 1921 = llq3ll = 1 


4-9 =0, 4:4 =0, Ф 9 =0 


(verifique). 


As expressões nas Fórmulas (3) e (11) são, às vezes, denominadas norma euclidiana e distância euclidia- 
na, porque fomecem teoremas em А" que, aplicados а К? ou R°, reduzem a teoremas da Geometria Eucli- 
diana. Três exemplos imediatos são: 


1. Num triângulo retângulo, o quadrado da hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos dois catetos 
(Teorema de Pitágoras). 


2. A soma dos comprimentos de dois lados de um triângulo é maior do que ou igual ao comprimen- 
to do terceiro lado. 


3. А menor distância entre dois pontos é medida ao longo de uma linha reta. 


Para estender estes teoremas ao R”, precisamos expressá-los em formato vetorial. Por exemplo, um 
triângulo retângulo em R° ou R° pode ser construído colocando dois vetores ortogonais u e v um com a ori- 
gem na extremidade do outro e usando o vetor u + y como a hipotenusa (Figura 1.2.8). Em notação veto- 
rial, o Teorema de Pitágoras toma a forma 


lu + vi? = Iul? + ivi? 


O próximo teorema é a extensão deste resultado ao R”. 


Teorema 1.2.11 (Teorema de Pitágoras) Seu e v são vetores ortogonais em К", então 


lu + vl? = lul? + liv] (18) 


Prova 
lu 4- v? = (u + v) - (u + v) 
= llul? +2(u - v) + vl? 
= iul? + у? 
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au 
Figura 1.2.9 


A Álgebra Linear na História 


A desigualdade de Cauchy-Schwarz homenageia o matemático francês Augustin Cauchy e o matemático ale- 
mão Hermann Schwarz. Variações desta desigualdade aparecem em muitas situações distintas e sob vários 
nomes. Dependendo do contexto no qual a desigualdade ocorre, pode ser chamada de desigualdade de 
Cauchy, desigualdade de Schwarz ou até desigualdade de Bunyakovsky, em reconhecimento ao matemático 
russo que publicou sua versão da desigualdade em 1859, cerca de 25 anos antes de Schwarz. 


Hermann Amandus Viktor Yakovlevich 
Cauchy Schwarz Bunyakovsky 
(1789-1857) (1843-1921) (1804-1889) 


Vimos que o ángulo entre vetores não-nulos em R? e R° é dado pela fórmula 


= A em 
бери m A (19) 


Como esta fórmula envolve unicamente o produto escalar e as normas dos vetores u e y e como as noções 
de produto escalar e norma são aplicáveis a vetores de R”, parece razoável usar a Fórmula (19) como defi- 
nição do ângulo entre dois vetores и e у em R”. Contudo, esse plano só terá êxito se for verdade que 


uv 
20) 
iuiivi *! em 


=1< 


para quaisquer vetores náo-nulos em R”. O próximo teorema dá um resultado, conhecido como Desi- 
gualdade de Cauchy-Schwarz, que mostra que (20) realmente vale para quaisquer vetores não-nulos 
em R’. 


Teorema 1.2.12 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz ет К") Seu е v são vetores em К", então 
(а. у)? < lul? lvi (21) 


ou, equivalentemente (tomando raízes quadradas), 
lu v| < шу (22) 


Prova Inicialmente observe que se u = ( ou se v = 0, então ambos lados de (21) são nulos e, portanto, а 
igualdade vale neste caso. Agora considere o caso em que ambos u e у são não-nulos. Como sugere a Fi- 
gura 1.2.9, o vetor v pode ser escrito como a soma de algum múltiplo escalar de u, digamos, au, e um ve- 
tor w que é perpendicular a и. O escalar a apropriado pode ser computado escrevendo w = у — au e usan- 
do a condição de ortogonalidade u * w = 0 para escrever 


О= 0. ж = и. (у аш) = (и.у) – (u-u) 


do que segue que 
al (23) 
u-u 


Agora aplique o Teorema de Pitágoras aos vetores da Figura 1.2.9 para obter 
Ivi? = lauf? + Iwl? =a? ul? + Iw (24) 
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u+v 


< 


u 
Figura 1.2.10 


Figura 1.2.11 


u w 


d(u, v) S d(u, w) + d(w, v) 


Figura 1.2.12 


Substituindo (23) no lugar de a e multiplicando ambos lados da nova equação por {|| 2 obtemos (verifique) 
lul? liv]? = (u + v)? + lul wil (25) 
Como llull? liw]? > 0, segue de (25) que 
u- v) < Пау [2 
Isso mostra que vale (21) e, portanto, (22). L| 


OBSERVAÇÃO Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz podemos, agora, usar (19) como uma definição do 
ângulo entre vetores não-nulos de R”. 


Existe um teorema na geometria do plano, denominada desigualdade triangular, que afirma que a 
soma dos comprimentos de dois lados de um triângulo é maior do que ou igual ao comprimento do tercei- 
ro lado. O teorema seguinte é uma generalização desse resultado ao R” (Figura 1.2.10). 


Teorema 1.2.13 (Desigualdade Triangular para Vetores) Seu, v e w são vetores em К", então 
lu + vll < llull + lvl (26) 


Prova 


lu + v]? = (u + v) + (u + v) 
= (jul? + 2(u + v) + Iivi? 


= їчї? T 2|u- v| + lvi? [Propriedade do valor absoluto] 
< llull? +2]ulvi + Ivi? [Desigualdade de Cauchy-Schwarz] 
= (llull + Iivi)? 
A Fórmula (26) segue, agora, de tomar as raízes quadradas. = 


Existe um teorema na geometria do plano que afirma que a soma dos quadrados dos comprimentos 
das duas diagonais de qualquer paralelogramo é igual à soma dos quadrados dos quatro lados. O teorema 
seguinte é uma generalização desse resultado ao R” (Figura 1.2.11). 


Teorema 1.2.14 (Lei do Paralelogramo para Vetores) Seu е v são vetores ет К", então 


lu + vi? + lu — vi? =2 (lui? + Ivi?) (27) 


Prova 


lu + v|? + [ju — vl? = (u + v) - (u + у) + (u — y) + (u— v) 
= 2(u -u) + 2(y + v) 
=2 (lull? + Iv?) н 


Finalmente, sejam и e v dois pontos quaisquer de R ou №. Dizer que a menor distáncia entre u e y 
é medida ao longo de uma linha reta implica que se escolhermos um terceiro ponto w em R ou R', então 


d(u, v) < d(u, w) + d(w, v) 


(Figura 1.2.12). Isso é denominado a desigualdade triangular para distáncias e o próximo teorema esten- 
de isso ao R”. 


Teorema 1.2.15 (Desigualdade Triangular para Distâncias) Seu, v e w são vetores em К", então 
d(u, v) < d(u, w) + d(w, v) (28) 
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Prova 


d(u, v) = ||u — vll 


= ||(u — w) + (w — у) || [Some е subtraia w] 
< ||u — w|| + ||w — vl| [Desigualdade triangular para vetores] 
— d(u, w) + d(w, v) [Definição de distância] ш 


OLHANDO А FRENTE As noções de comprimento, ângulo e distância em R” podem todas ser expres- 
sas em termos do produto escalar (mais precisamente, do produto interno euclidiano): 


|| = vv -v (29) 
= arccos (тиу) = 9 Cree) ço 


d(u, v) = |u — у = y (u — v) » (u — v) (31) 


Assim, sáo as propriedades algébricas do produto escalar que acabam determinando as propriedades 
geométricas dos vetores de R”. Contudo, todas as propriedades algébricas mais importantes do produ- 
to escalar podem ser deduzidas das quatro propriedades do Teorema 1.2.6, de modo que esse teorema 
é realmente a pedra fundamental da construção da geometria de А". Como o espaço А", munido do pro- 
duto escalar, tem tantas das propriedades familiares da Geometria Euclidiana, ele é, muitas vezes, de- 


nominado espaço euclidiano de dimensão n ou espaço euclidiano n-dimensional. 


Exercícios 1.2 


Nos Exercícios 1 e 2, encontre a norma de v, um vetor unitário de 
mesma direção e sentido do que y e um vetor unitário de sentido 
oposto ao de v. 


1. (а) v = (4, —3) (b) v = (2,2,2) 
(с) v = (1,0, 2,1,3) 
2. (а) у = (—5, 12) (Ы) v=(1,-1,2) 


(с) v = (-2,3, 3, —1) 


Nos Exercícios 3 e 4, calcule a expressão dada tomando u = (2, -2, 3), 
v = (1, -3,4) e w = (3, 6, 4). 


3. (a) lu + vll (b) llull + у 

(c) 11—20 + 2vll (d) |3u — 5v + | 
4. (a) [ju - v +wll (b) [ju — vil 

(c) I3vl| — 3Ilvil (d) [о — livi 


Nos Exercícios 5 e 6, calcule a expressão dada tomando u = (-2, -1, 4, 
5), у = (3,1, -5, 7)e w = (-6,2, 1, 1). 


5. (а) Зи — 5v + w| 
(c) ll- [шу 

6. (a) llull — 211у11 — Зіме 
(с) |lu- vw] 

7. Seja v = (—2, 3, 0, 6). Encontre todos escalares k tais que kv || = 5. 


8. Seja v — (1,1,2, —3, 1). Encontre todos escalares k tais que 
likv] = 4. 


(b) Bull — Siivi] + [з 


(Ы) lull + |=2v]l + II-3wll 


Nos Exercícios 9 e 10, encontre u + v, u* ue v» v. 


9. (а) u = (3, 1,4), v = (2,2, -4) 
( u = (1,1,4, 6), v = (2, —2, 3, 22) 


10. (а) u = (1,1, 2,3), v = (—1, 0, 5, 1) 


(b) u=(2,-1,1,0,-2), v = (1,2, 2, 2, 1) 


Nos Exercícios 11 e 12, encontre a distáncia euclidiana entre u e v. 


11. (a) u = (3, 3, 3), v = (1,0, 4) 


(b) u = (0, –2, —1, 1), v = (3,2,4, 4) 
(с) u = (3, –3, -2, 0, –3, 13, 5), 
v = (-4, 1, —1, 5,0, —11, 4) 


12. (а) u = (1,2, —3, 0), v = (5, 1, 2, —2) 


(b) u=(2,-1,-4,1,0,6,-3, 1), 
у= (—2, -1,0,3,7,2, —5, 1) 
(с) u=(0,1,1,1,2), v = (2, 1,0, 1,3) 


13. Encontre o cosseno do ángulo entre os vetores em cada item do Exer- 


cício 11 e depois decida se o ángulo é agudo, obtuso ou reto. 


14. Encontre o cosseno do ángulo entre os vetores em cada item do Exer- 


cício 12 e depois decida se o ángulo é agudo, obtuso ou reto. 


15. Um vetor a do plano xy tem comprimento de 9 unidades e aponta na 


direção e sentido que está a 120? anti-horários a partir do eixo x posi- 
tivo e um vetor b naquele plano tem um comprimento de 5 unidades 
e aponta da direção y positiva. Encontre a * b. 


16. Um vetor a do plano xy aponta na direção e sentido que está a 47º an- 


ti-horários a partir do eixo x positivo e um vetor b naquele plano que 
aponta da direção e sentido a 43º horários a partir do eixo x positivo. 
O que pode ser dito sobre o valor de a * b? 
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17. Resolva a equação 5x — 2v = 2(w — 5x) em x, sabendo que 5 
у= (1,2,—4,0) ew = (-3,5,1, 1). »e 
k=l 


18. Resolva a equação 5x — ||v||v = ||wll(w — 5x) em x com v e w os 


Essa expressão nos solicita formar a soma dos termos que resultam 
vetores dados no Exercício 17. 


quando substituímos sucessivos inteiros no lugar de k, começando 
com k= 1 e terminando com k = 5. Em geral, se f(k) é uma função de 
k e se m en são inteiros com m € n, então 


| Nos Exercícios 19 e 20, determine se a expressão dada faz sentido ma- 


| temático. Se não fizer sentido, explique por quê. S = E E EETA 
kam 


19. (а) u- (у. w) (b) u- (v +w) Essa é a soma das parcelas que resultam substituindo sucessivos intei- 
(с) ы - vll (d) (u - v) — llull ros no lugar de k, começando em k = m e terminando em k = n. O nú- 
mero m é o limite inferior de somatório, o número n é o limite supe- 

20. (a) llull + у (b) (u-v) -w rior de somatório c a letra k é o índice do somatório. Não é essencial 
(с) (u-v)—k (d) k-u usar k como índice de somatório; qualquer letra pode ser usada, mas 


neste livro, em geral, utilizamos i, j ou k. Assim, 


Nos Exercícios 21 e 22, verifique que vale a Desigualdade de Cauchy- ч Р o = а a TM 
Schwarz: DA= a +а, 
Se и = (и, и,,...,и,)еу= (у, У,,..., У,) São vetores em А", então a 
21. (а) u= (3,2), v = (4, -1) norma de u e o produto escalar de и сот у podem ser escritos па no- 
(b) u = (-3, 1, 0), y = (2, —1, 3) tação sigma como 


(с) u=(0,2,2, 1), v = (1, 1, 1, 1) 


22. (а) u= (4, 1, 1), v = (1,2,3) Jul = Ju? ui +и2 = Уш 
Ns 


(b) u = (1,2, 1, 2, 3), v = (0, 1, 1,5, -2) 
(с) u = (1,3, 5, 2,0, 1), v = (0, 2, 4, 1, 3, 5) 
U-V = щи HUW b uso, = Y ш 
[ k=l 
| Nos Exercícios 23 e 24, mostre que os vetores dados formam um con- 


| junto ortonormal. 
| 30. Ет сада parte, determine se o número dado é um ISBN válido confe- 
Ui rindo seu dígito de verificacáo. 
23. ү = (5, 2, P (a) 1-56592-170-7 (b) 0-471-05333-5 
У = (2, L hri =ч 31. Em cada parte, determine se o número dado é um ISBN válido confe- 
rindo seu dígito de verificação. 
mN Es = i 
2с С» ve) = (0, 73). (a) 0-471-06368-1 (b) 0-13-947752-3 
= 4, 
K Gr vo” 4) 32. (Notagáo sigma) Em cada parte, escreva a soma usando a notação sigma. 
25. Encontre dois vetores que sáo ortogonais ao vetor náo-nulo u = (a, b). (a) а,Ь, + azb: + azb; + аЬ, 
26. Para quais valores de k, se houver, são u e y ortogonais? b) cd+rad+cd+ed+e 
(а) u = (2, k, К), v =(1,7,k) (c) bi bi eb, 


(b) и = (k,k, 1), v = (k, 5,6) A i 
|. (Notação sigma) Escreva a Fórmula (11) usando a notação sigma. 
27. Para quais valores de k, se houver, são u e v ortogonais? . (Notação sigma) Em cada parte, calcule a soma dada tomando 

(а) о = (k, 1,3), v = (1,7, К) €; = 3,0 = —1, c3 = 5,0; = —6, cs = 4 

(b) u = (-2,k, К), v = (k, 5, К) 


pe 


d=64=04=14=-%d4=-3 
28. Use vetores para encontrar os cossenos dos ángulos interiores do 4 5 5 
triângulo de vértices A(O, —1), B(1, -2) e C(4, 1). (Nara (b) $^Qc; - d) 
29. Use vetores para mostrar que A(3, O, 2), B(4, 0, 3) e C(8, 1, -1) são os ES s jat 
vértices de um triângulo retângulo. Em qual vértice está o ângulo reto? 


5 
«© Y) Dte 


É muito conveniente ter uma maneira mais compacta de escrever expres- ta 


ses сото х,у, Xy, XY, Cx) + д? + 00» + x2 que surgem | | 
no estudo de vetores em R”. Para este propósito, vamos utilizar a notação 35. (Notação sigma) Em cada parte, confirme a afirmação expandindo as 
sigma (também denominada notação de somatório), que usa a letra gre- somas de ambos lados. 


n n n 
ga maiúscula X (sigma maiúsculo) para indicar que está sendo feita uma а 
soma. Para ilustrar com funciona а notação, considere a soma (a) La кде уз act уз b; 


1424344245? 
na qual cada parcela é da forma A”, onde k é um inteiro entre 1 e 5, in- 
clusive. Na notação sigma, esta soma pode ser escrita como 


о 3-5) 2 31a - 35b 
k=l k=l k=l 
(с) Уса = c) a 
k=l k=l 
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Discussão e Descoberta 


D1. Escreva um texto de um parágrafo explicando algumas das semelhan- 
ças e diferenças entre espaços visíveis e espaços de dimensões supe- 
riores. Inclua uma explicação da terminologia espaço euclidiano pa- 
rao А". 


D2. O que pode ser dito sobre k e v se ||kv|| = kllv ||? 


D3. (a) Que tipo de objeto geométrico é o conjunto de todos vetores em 
К? que são ortogonais a um dado vetor não-nulo? 
(b) Que tipo de objeto geométrico é o conjunto de todos vetores em 
R que são ortogonais a um dado vetor não-nulo? 
(c) Que tipo de objeto geométrico é o conjunto de todos vetores em 
Rº que são ortogonais a dois vetores náo-colineares dados? 
(d) Que tipo de objeto geométrico é o conjunto de todos vetores em 
R? que são ortogonais a dois vetores náo-colineares dados? 

D4. Mostre que Y: = (2, t, 2) ev = (4. 3, -i são vetores orto- 
normais e encontre um terceiro vetor v, tal que (v,, v,, v,) é um con- 
junto ortonormal. 

05. Alguma coisa está errada numa das expressões a seguir. Qual é e o 
que está errado? 

u*(v--w), u:v--u:w, (ucv)+w 

D6. Sejam x — (x, y) e Xo — (Xo, yo). Escreva uma igualdade ou desi- 

gualdade envolvendo normas que descreve 


(a) a circunferência de raio 1 centrado em x,; 
(b) o conjunto de pontos dentro da circunferência da parte (a); 
(c) o conjunto de pontos fora da circunferência da parte (a). 


D7. Se u e v são vetores ortogonais de №" tais que |ul = lellv|| = 1, en- 


táo d(u, v) = . Esboce uma figura para ilustrar seu resul- 
tado em R°. 
Trabalhando com Provas 


P1. Prove que se Ш, U2, ..., О, são vetores de R” dois a dois ortogonais, 
então 


По +02 + +++ + u,I? = [ш + all? + ПЫ, 11? 
Isso generaliza o Teorema 1.2.11 e, portanto, é denominado Teorema 
de Pitágoras Generalizado. 
P2. (a) Use a Desigualdade de Cauchy-Schwarz para provar que se a, e 
a, são números não-negativos, então 
ara DA 
A expressão à esquerda é denominada média geométrica de a, ca, 
e a expressão à direita é a conhecida média aritmética de a, e a., 
de modo que esta fórmula afirma que a média geométrica de dois 
números não pode ser maior do que sua média aritmética. [Suges- 
tão: Considere os vetores U = (ai, az ) e v = (az, ya; ).] 
(b) Generalize o resultado da parte (a) para n números não-negativos. 
P3. Use a Desigualdade de Cauchy-Schwarz para provar que 
(aibi + аЬ» +++» + аЬ)? 
X (ad + ai rab + +. + Ы) 
P4. (a) Prove a identidade u + v = | [ju + v|? — ¿[ju — vil? para veto- 


res em А", expressando ambos lados em termos de produto escalar. 
(b) Encontre u » v, sabendo que ||u + v|| = 1 еи — vl] = 5. 


D8. Em cada parte, encontre ||u|| para n = 5, 10 e 100. 
(а) п = (1,42, 43, ..., /n) 
(b) u=(1,2,3,...,n) 
[Sugestáo: Use as fórmulas (16) e (17) da Seção 3.7 adiante para a 
soma dos n primeiros inteiros positivos e para a soma dos quadra- 
dos dos n primeiros inteiros positivos.] 
D9. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 
sua resposta. 
(a) Sellu + v]? = llull? + [|у[?, então и e v são ortogonais. 
(b) Seu é ortogonal a y e w, então u é ortogonal a y + w. 
(c) Seu é ortogonal a v + w, então и é ortogonal a v e a w. 
(d) Sea-b=a-ccax0, então b=c. 
(e) Se lu + у = 0, então u = —v. 
(f) Cada conjunto ortonormal de vetores em А" é, também, um con- 
junto ortogonal. 
D10. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 
sua resposta. 
(а) Seau=0, então ou a = 0 ou u = 0. 
(b) Se dois vetores u e v em К? são ortogonais a um vetor não-nulo 
w em А, então u e v são múltiplos escalares um do outro. 
(c) Existe um vetor u em Rº tal que 
lu — (1,1, DI <3 e lu – (71, —1, —DI| < 3. 
(d) Se u é um vetor em № que é ortogonal aos vetores (1, 0, 0), (0, 
1, 0) e (0, 0, 1), então u = 0. 
(е) Seu. у = Oe v - w = 0). então u - w = 0. 
(f) ||u + v|| = lull + liv. 


P5. Lembre que duas retas não-verticais no plano são perpendiculares 
se, e somente se, o produto de suas inclinações é —1. Prove isto uti- 
lizando produto escalar. Comece provando que se um vetor não-nu- 
lo u = (a, b) é paralelo a uma reta de inclinação m, então b/a = m. 


P6. Prove o Teorema 1.2.4 utilizando a Fórmula (11). 


P7. (a) Prove a parte (a) do Teorema 1.2.6. 
(b) Prove a parte (b) do Teorema 1.2.6. 
P8. (a) Use o Teorema 1.2.6 para provar a parte (e) do Teorema 1.2.7 
sem decompor os vetores em componentes. 
(b) Use o Teorema 1.2.6 e o fato O = (0)0 para provar a parte (a) do 
Teorema 1.2.7 sem decompor os vetores em componentes. 
P9. Considere um triángulo AXB inscrito numa circunferência, de tal mo- 
do que um lado coincide com um diámetro, conforme figura dada. Ex- 


presse os vetores AX e BX em termos dos vetores a e x e entáo use o 
produto escalar para provar que o ángulo em X é reto. 


Xx 


a 
Figura Ex-P9 
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Usando Recursos Computacionais 
TI. (Produto escalar e norma) Alguns programas de Álgebra Linear ТЗ. (a) Encontre o seno e o cosseno do ângulo entre os vetores 
fornecem comandos para calcular produtos escalares e normas e ou- u=(1,-2, 4, Dev - (7,4, -3, 2). 
tros fornecem somente um comando para o produto escalar. Neste úl- (b) Encontre o ângulo entre os vetores da parte (a). 


timo caso, as normas podem ser calculadas pela fórmula E 
[у = „у - у. Determine como calcular produtos escalares e nor- T4. Use o método do Exemplo 5 para calcular os ângulos que a diagonal 


mas com sua ferramenta e efetue as contas dos Exemplos 1, 2 e 4. 


T2 (Notagáo sigma) Determine como calcular expressóes envolvendo a 


notação sigma e calcule 


EQUAÇÕES VETORIAIS 
E PARAMÉTRICAS 
DE RETAS 


AY 


AY 


X=X +1V 


(c) 
Figura 1.3.1 


faz com as arestas de uma caixa de lados retangulares de dimensões 
10cm x 15cm x 25 cm. 


Т5. (Notação sigma) Seja u o vetor de А! cujo i-ésimo componente é i e 
x seja v o vetor em R'” cujo i-ésimo componente é 1/(i + 1). Calcule o 
(b) se K cos(kzr) produto escalar u · y escrevendo-o primeiro na notação sigma. 


k=1 


Seção 1.3 Equações Vetoriais de Retas e Planos 


Nesta seção, obteremos equações vetoriais para retas e planos ет R? е R' e, em seguida, utilizaremos estas equações 
como base para a definição de retas e planos em espaços de dimensões superiores. 


Lembre que a equação geral da reta em R^ tem a forma 
Ax + Ву = С (com A e B não ambos nulos) (1) 

No caso especial em que a reta passa pela origem, esta equação simplifica para 
Ах + Ву = 0 (com А e B não ambos nulos) (2) 


Embora sejam úteis, estas equações são aplicáveis somente em R”, de modo que nosso primeiro objetivo 
nesta seção será determinar equações de retas aplicáveis tanto a R? quanto a R°. 

Uma reta em А? ou R° pode ser determinada de modo único especificando um ponto X, na reta e 
um vetor não-nulo v que é paralelo à reta (Figura 1.3.1a). Assim, se x é qualquer ponto da reta que pas- 
sa pelo ponto x, e que é paralela a v, então o vetor x - x, é paralelo a v (Figura 1.3.15), de modo que 


X — Xo — tv 


para algum escalar t. Isto pode ser reescrito como 
X — Xo +1v (3) 


À medida que a variável t, que é denominada um parámetro, varia de — a +00, O ponto x percorre a reta 
e, portanto, podemos representar esta reta por 


x=X+tv (—% <t < +%) (4) 


Dizemos que esta é uma equação vetorial da reta pelo ponto x, que é paralela a v. No caso especial em 
que x, = 0, a reta passa pela origem e (4) simplifica para 


x=fv (-o<t<++o) (5) 


Observe que a reta em (4) é a translação por x, da reta em (5) (Figura 1.3.1c). 

Uma equação vetorial de uma reta pode ser decomposta em uma coleção de equações escalares igua- 
lando componentes correspondentes; assim obtemos equações paramétricas da reta. Por exemplo, se es- 
crevemos x = (х, y) para um ponto arbitrário da reta pelo ponto x, = (x,, Yọ) que é paralela a v = (a, b), en- 
tão (4) pode ser expressa, em termos de componentes, como 


(х,у) = (хо, уо) + (а, Б) (20 <t < +%) 
Obtemos equações paramétricas igualando componentes correspondentes, ou seja, 


x=x+at, y=yo+bt (—% <t < +%) (6) 
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EXEMPLO 1 
Equações Vetoriais 
de Retas 


Figura 1.3.2 


EXEMPLO 2 


Equações Vetoriais e 
Paramétricas de Retas 
por Dois Pontos 


Analogamente, se escrevemos х = (х, у, z) para um ponto arbitrário da reta pelo ponto x, = (Xo Yo Zo) que 
é paralela a y = (a, b, c), então (4) pode ser expressa, em termos de componentes, como 


(х, y, 2) = (хо, Yo, zo) +t(a,b,c) (—9 «t < +ә) 
Obtemos equações paramétricas igualando componentes correspondentes, ou seja, 


X — Xo-F at, y = yo +bt, z=zo+ct (-o<t<+0) (7) 


OBSERVAÇÃO Рага simplificar a escrita, costumamos omitir a referência explícita ao fato —oo < 1 < +00 
quando escrevemos equações paramétricas de retas. 


(a) Encontre uma equação vetorial e equações paramétricas da reta em А? que passa pela origem e 
que é paralela ao vetor y = (2, 3). 

(b) Encontre uma equação vetorial e equações paramétricas da reta em R? que passa pela origem 
PX1,2,-3) e que é paralela ao vetor v = (4, —5, 1). 

(c) Use a equação vetorial obtida em (b) para encontrar dois pontos da reta distintos de P,. 


Solução (a) Рог (5) temos que uma equação vetorial da reta é x = tv. Escrevendo x = (x, y), esta equação 
pode ser escrita, em forma de componentes, como 


(x, y) = 1(-2, 3) 
Igualando os componentes correspondentes de ambos lados desta equagáo, obtemos equagóes paramétricas 
x=-2t, y=3 
Solução (b) Por (4) temos que uma equação vetorial da reta é x = x, + tv. Escrevendo x = (x, у, г) e to- 
mando x, = (1, 2, 3), essa equação pode ser escrita, em forma de componentes, como 
(x, y, 2) = (1,2, —3) + 1(4, —5, 1) (8) 


Igualando os componentes correspondentes de ambos lados desta equação, obtemos equações paramétricas 
x=1+4t, y =2-5t, 2=-3+1 


Solução (c) Substituindo o parámetro t por valores numéricos, podemos obter pontos específicos de uma 
reta dada em equações vetoriais ou paramétricas. Assim, tomando t = 0 em (8), obtemos o ponto (x, y, z) 
= (1, 2, -3), que é o ponto P, dado. Outros valores de t fornecem outros pontos; por exemplo, t = 1 dá o 
ponto (5, –3, -2) e t = -1 dá o ponto (3, 7, 4). = 


Se x, e x, são pontos distintos em А? ou R^, então a reta determinada por estes pontos é paralela ao vetor 
v — X, — X, (Figura 1.3.2), de modo que por (4) vemos que a reta pode ser expressa em forma vetorial por 

X = Xo + t(x; — Xo) (—o <t < +) (9) 
ou, equivalentemente, por 

x-(l-1)x tx; (—%< t< +0) (10) 


As equações (9) e (10) são equações vetoriais da reta que passa pelos dois pontos x, e x,. 


OBSERVAÇÃO  Restringindo o parámetro t em (9) ou (10) ao intervalo 0 < t < 1, obtemos uma equação do 
segmento de reta de x, a x, em vez de toda a reta (ver Exercícios 41-45). 


Encontre equações paramétricas da reta em R? que passa pelos pontos P(0, 7) e Q(S, 0). 


Solução Escrevendo x = (x, y), segue de (10), com x, = (0, 7) e x, = (5, 0), que uma equação vetorial da 
reta que passa pelos dois pontos é 
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Figura 1.3.3 


EQUAÇÕES 
PONTO-NORMAIS 
DE PLANOS 


(a) 


(b) 
Figura 1.3.4 


(х,у) = (1 — (0,7) ++(5, 0) (1) 
Igualando os componentes correspondentes, obtemos equagóes paramétricas 

х= 51, у=7-?1 (12) 
(verifique). = 


OBSERVAÇÃO Se tivéssemos tomado x, = (5, 0) e x, = (0, 7) no último exemplo, as equações vetoriais re- 
sultantes teriam sido 


(х, y) = (1 706,0) +1(0, 7) (13) 
e as equações paramétricas correspondentes teriam sido 
х=5-5, у= 71 (14) 


(verifique). Embora (13) e (14) pareçam diferentes de (11) е (12), todas representam а mesma reta geomé- 
trica. Isso pode ser verificado eliminando o parámetro t das equações paramétricas e encontrando relações 
diretas entre as variáveis x e y. Por exemplo, resolvendo a primeira equação em (12) para t em termos de 
x e substituindo na segunda equação, obtemos 


7х + Sy = 35 


(verifique). A mesma equação é obtida resolvendo а segunda equação em (14) рага t em termos de y e 
substituindo na primeira equação (verifique), de modo que ambas (12) e (14) representam a mesma reta 
geométrica (Figura 1.3.3). 


Um plano em А? pode ser determinado de modo único especificando um ponto x, no plano e um vetor não- 
nulo n que é perpendicular ao plano (Figura 1.3.4a). Dizemos que o vetor n é normal ao plano. Se x é um 
ponto qualquer deste plano, então o vetor x — x, é ortogonal a n (Figura 1.3.4b), de modo que 


п. (x— xo) =0 (15) 


Reciprocamente, qualquer ponto x que satisfaz esta equação está neste plano, ou seja, (15) é a equação do 
plano que passa por x, com normal n. Escrevendo x = (x, y, z) para um ponto arbitrário do plano que passa 
pelo ponto x, = (Xo Yo 2) com normal n = (A, B, C), obtemos (15) em termos de componentes, ou seja, 


(А, B, C) -(x — Xo, y — yo,z— zo) =0 
ou, equivalentemente, 


A(x — xo) + BO — yo) + C(z — zo) 20 (16) 


onde A, B e C não são todos nulos. Dizemos que esta é uma equação ponto-normal do plano que passa 
por X, = (x, Yo Z) e tem normal n = (A, B, C). Quando é conveniente, multiplicamos os termos do lado es- 
querdo de (16) e reescrevemos a equação como 


Ax+By+Cz=D (A,BeC não todos nulos) (17) 


Dizemos que esta é a equação geral de um plano. 
No caso especial em que x, = (0, 0, 0) (ou seja, o plano passa pela origem), as Equações (15) e (17) 
simplificam para 


n-x=0 (18) 


Ax+By+Cz=0 (А, Ве С nem todos são nulos) (19) 


respectivamente. 
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EXEMPLO 3 
Encontrando uma 
Equação Ponto-Normal 
de um Plano 


EQUAÇÕES VETORIAIS 
E PARAMÉTRICAS 
DE PLANOS 


(b) 
Figura 1.3.5 


EXEMPLO 4 
Equações Vetoriais 
e Paramétricas 

de Planos 


Encontre uma equação ponto-normal e uma equação geral do plano que passa pelo ponto (3, –1, 7) e tem 
normal п = (4, 2, —5). 


Solução Por (16), uma equação ponto-normal do plano é 
4(х — 3) + 2(у + 1) – 5(2-– 7) = 0 


Multiplicando os termos е levando a constante para o lado direito, obtemos a equação geral 
4x +2y – 52 = —25 " 


Embora as equações ponto-normais de planos sejam úteis, existem muitas aplicações nas quais é preferí- 
vel ter equações vetoriais ou paramétricas de um plano. Para deduzir tais equações, começamos observan- 
do que um plano W pode ser determinado de modo único especificando um ponto x, em W e dois vetores 
não-nulos v, e у, que são paralelos a W e não são múltiplos escalares um do outro (Figura 1.3.5a). Se x é 
um ponto qualquer no plano W e se v, e v, estão posicionados com seus pontos iniciais em x,, então, to- 
mando múltiplos escalares convenientes de v, e v,, podemos criar um paralelogramo com lados adjacen- 
tes ду, e Lv, no qual x — x, é a diagonal dada pela soma 


X — X9 = Пу + Уз 


(Figura 1.3.5b) ou, equivalentemente, 
X — хо + tivi + fv? 
À medida que as variáveis t, e t, que são denominadas parâmetros, variam de —o a +00, о ponto x nessa 


fórmula varre todo o plano W e, portanto, podemos representar o plano pelo ponto x, que é paralelo a v, e 
v; pela equação 


Xx=X+hvithvo (—œ < tı < +%,—% < h < оо) (20) 


Dizemos que esta é uma equação vetorial do plano pelo ponto x, que é paralelo a v, e у,. No caso espe- 
cial em que x, = 0, o plano passa pela origem e (20) simplifica para 


х= у Бру (=o<t <+0,-0< t; < фо) en 


Observe que o plano em (20) é a translagáo por x, do plano em (21). 

Assim como a equação vetorial de uma reta, também a equação vetorial de um plano pode ser de- 
composta em uma coleção de equações escalares igualando componentes correspondentes; assim obtemos 
equações paramétricas do plano. Por exemplo, se escrevemos x = (x, y, z) para um ponto arbitrário do pla- 
no pelo ponto x, = (Xy Yo Zo) que é paralelo aos vetores v, = (a,, b,, с) e у, = (a, b,, с,), então (20) pode 
ser expressa, em termos de componentes, como 


(х, y, 2) = (хо, Yo, zo) + tilar, bi, c1) + tala», b2, со) 


Igualando componentes correspondentes, obtemos 


X = Xo ait + aot? 
у= +В bot; (—% < tj <+®%,—® < h < +) (22) 
z — zo cfi eot 


que são as equações paramétricas deste plano. 


(a) Encontre uma equação vetorial e equações paramétricas do plano que passa pela origem de К? e 
é paralelo aos vetores v, = (1, -2, 3) e v, = (4, 0, 5). 
(b) Encontre três pontos no plano obtido em (a). 


Solução (a) Por (21) temos que uma equação vetorial do plano é x = ду + уз. Escrevendo x = (x, y, 
2), essa equação pode ser escrita, em forma de componentes, como 
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EXEMPLO 5 
Um Plano por 
Três Pontos 


EXEMPLO 6 
Encontrando uma 
Equação Vetorial a 
Partir de Equações 
Paramétricas 


EXEMPLO 7 
Encontrando Equações 
Paramétricas a Partir de 
uma Equação Geral 


(х, у, 2) =h(1,-2,3) + 12(4, 0, 5) (23) 


Igualando os componentes correspondentes de ambos lados desta equação, obtemos as equações para- 
métricas 


х= +40, y =-2t, z 3t + 5 
Solução (b) Substituindo os parámetros t, e t, em (23) por valores numéricos, podemos obter pontos es- 
pecíficos do plano. Por exemplo, 


1; —0et; =0 fornecem o ponto (0, 0, 0) 
ti = —2e h = 1 fornecem o ponto (2, 4, —1) 


—Ó —: S cs 
п = е5 = 5 fornecem o ponto(5, —1, 4) ш 


Um plano pode ser determinado de modo único especificando três pontos náo-colineares. Se x,, x, e x, são 
três pontos não-colineares, então os vetores v, = х, — x, € v; = х, — x, são paralelos ao plano (faça uma fi- 
gura), de modo que (20) garante que uma equação vetorial do plano é 


X = Xo + fı (X1 — Xo) + t2(X2 — хо) (24) 


Use esse resultado para encontrar uma equação vetorial e equações paramétricas do plano que passa pelos 
pontos P(2, 4, 5), Q(-1, 4,-3) e R(1, 10, —7). 


Solução Escrevendo x = (x, y, z) e tomando x,, x, e x, como os pontos P, Q e R, respectivamente, obtemos 
— 
x-xo=PÓ=(3,8,-8) e x2-xo=PR=(-1,14,-12) (25) 
de modo que (24) pode ser escrito, em termos de componentes, como 
(x, y, z) = (2, —4, 5) +11(3, 8, -8) + ›(—1, 14, -12) 


Igualando os componentes correspondentes de ambos lados desta equação, obtemos as equações para- 
métricas 


х=2-31 - 0, y =-4+81 + 140, := 5 – 81 — 1202 " 


PROBLEMA CONCEITUAL А partir de (25), como podemos deduzir que os pontos P, О e R não são coli- 
neares? 


Encontre uma equação vetorial do plano de equações paramétricas 
x=44+51-—h, y=2-1+8h,2=t +h 


Solução Inicialmente reescrevemos as três equações como uma única equação vetorial 


(х, y, z) = (4+ 5 – h, 2 — ti + 8h, ti +1) (26) 


Cada componente da direita é a soma de uma constante (possivelmente zero) mais um múltiplo escalar de 
t, e mais um múltiplo escalar de /,. Agora isolamos os termos de cada tipo decompondo (26) em três partes: 


(x, y, 2) = (4,2,0) + (St1, —t1, 11) + (712, 80, 12) 
Essa equagáo pode ser reescrita como 

(x, y, 2) = (4,2,0) + (5, 21, 1) + (71,8, 1) 
que é uma equação vetorial do plano que passa pelo ponto (4, 2, 0) e é paralelo aos vetores v, = (5, –1, 1) 
ev,=(1,8, 1). = 
Encontre equações paramétricas do plano x — y + 22 = 5. 


Solução Resolvemos x em termos de y e z, transformamos y e z em parámetros e então obtemos x em ter- 
mos destes parámetros. Resolvendo x em termos de y e z dá 
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RETAS E PLANOS 
ЕМ А” 


ЕХЕМРІО 8 
Equações Paramétricas de 
Retas e Planos em R' 


x=5+y-2z 
Tomando y = t, ez = t, obtemos as equações paramétricas 
x=5+h-U, у= 1, 2= 06 


Outras equações paramétricas podem ser obtidas resolvendo у em temos de хе z e tomando хе z como ра- 
râmetros ou resolvendo z em temos de x e y e tomando x e y como parâmetros. No entanto, todas descre- 
vem o mesmo plano à medida que os parâmetros variam independentemente de —= a +оо. ГЫ 


Os conceitos de reta e plano podem ser estendidos a А". Embora não possamos realmente ver estes obje- 
tos quando n é maior do que três, as retas e planos de R” vão ser muito úteis. A seguinte definição é moti- 
vada pelas Fórmulas (4) e (20). 


Definição 1.3.1 
(a) Sex, é um vetor em R” e se v é um vetor não-nulo em R”, então definimos a reta por x, que é 
paralela a v como o conjunto de todos vetores x de R” que podem ser expressos na forma 


X=Xo+!v (—œ <t < +0) (27) 


(b) Sex, é um vetor em R” e se v, e v, são vetores não-nulos em А" que não são múltiplos um do 
outro, então definimos o plano por x, que é paralelo a v, e v, como o conjunto de todos ve- 
tores x de А" que podem ser expressos na forma 


X = Xo + hV + У) (-0<ty<-+o,-co<t<-+o) (28) 


OBSERVAÇÃO Sex, = 0, então dizemos que a reta em (27) e o plano em (28) passam pela origem. Nes- 
se caso, as Equações (27) e (28) simplificam para x = tv e x = 1,v, + t,v;, a primeira das quais expressa x 
como combinação linear (um múltiplo escalar) de v e a segunda das quais expressa x como combinação 
linear de v, e v,. Assim, uma reta pela origem de R” pode ser vista como o conjunto de todas combinações 
lineares de um único vetor, e um plano pela origem ет К", como o conjunto de todas combinações linea- 
res de dois vetores não-nulos que não são múltiplos escalares um do outro. 


(a) Encontre equações vetoriais e paramétricas da reta pela origem em А* que é paralela ao vetor 
v=(5,-3,6,1). 

(b) Encontre equações vetoriais e paramétricas do plano ет R' que passa pelo ponto x, = (2, -1, 0, 
3) e é paralelo aos vetores v, = (1, 5, 2, 4) e v, = (0, 7, -8, 6). 


Solução (a) Tomando x = (ху, Xz, X3, x), podemos escrever a equação vetorial x = ty como 
(ху, X2, хз, х4) = 1(5, —3, б, 1) 

Igualando os componentes correspondentes, obtemos as equações paramétricas 
xj — St, x) = —3t, x3:2 6t, x4 =t 

Solução (b) А equação vetorial x = x, + 1,v, + t, v, pode ser escrita como 
(ху, X2, хз, x4) = (2, —1, 0, 3) + tı (1, 5, 2, —4) + 12(0, 7, —8, 6) 


que fornece as equações paramétricas 


x1=2+t 
w=-1+5h+7 
X3 = 2t; — 8t; 


X4 — 3 — 41, + 6t; п 
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COMENTÁRIOS SOBRE É evidente o que significa dizer que um ponto está numa reta L em RouR ou que um ponto está num pla- 
TERMINOLOGIA по Wem К, mas não é tão óbvio o que significa dizer que um vetor está em L ou W, já que vetores podem 
ser transladados. Por exemplo, certamente é razoável dizer que o vetor v da Figura 1.3.6a está na reta L, 
pois o vetor é colinear com L, mas se transladamos o vetor (o que não afeta o vetor) então o vetor v e a re- 
ta não coincidem mais (Figura 1.3.6b). Para complicar a situação ainda mais, o vetor v da Figura 1.3.6c 
não pode ser transladado para coincidir com L, mas as coordenadas de sua extremidade satisfazem as 
equações da reta quando o ponto inicial do vetor está colocado na origem. 


Figuras 1.3.6 (a) (b) 


Para resolver estas ambigüidades lingüísticas em А? e R^, vamos convencionar que quando dizemos 
que um vetor v está numa reta Lem R° ou №, queremos dizer que a extremidade do vetor está na reta quan- 
do o ponto inicial do vetor está colocado na origem. Assim, o vetor v está na reta L em cada um dos três 
casos da Figura 1.3.6. Analogamente, dizemos que um vetor v está num plano W em R° se a extremidade 
do vetor está no plano quando o ponto inicial do vetor está colocado na origem. 


Exercícios 1.3 
f 
| Nos Exercícios 1 e 2, encontre equações paramétricas das retas L,, 6. (а) (1,2)e(-5,6) 
| L,, L, е L, que passam pelos vértices indicados do quadrado e do (b) (1,2,3)e 1, -2, -3) 
| cubo. (c) (1,2, -4) e (3, —1, 1) 


Nos Exercícios 7 e 8, encontre equagdes paramétricas e vetoriais da re- 
ta que é paralela a u e passa pelo ponto P. Use a equagáo vetorial ob- 
tida para encontrar dois pontos da reta distintos de P,. 


7. (а) а= (1,2); Po(1, 1) 
(b) u = (1, —1, 1); Po(2, 0, 3) 
(с) о = (3,2, —3); Рь(0, 0, 0) 


8. (а) u = (2,4); Po(0, 1) 
(b) о = (5, -2, 1); Рь(1, 6, 2) 
(с) u = (4,0, –1); Po(4,0, —1) 


Nos Exercícios 9 е 10, encontre uma equação ponto-normal do plano 
que passa pelo ponto P e tem normal n. 


| Nos Exercícios 3 e 4, esboce a reta cuja equação vetorial é dada. | 9. n2 (3,2,1); P(-1, 21, 1) 


3. (а) (х,у) = 102,3) 10. n = (1,1,4); Р(3,5, 2) 
(b) (х,у) = (1,1) +1, 71) 


Nos Exercícios 11 e 12, encontre uma equação vetorial e equações pa- 
4. (а) (х,у) = (2,0) +4(1,1) ramétricas do plano que passa pelos pontos dados. Também encontre 
(b) (х,у) =1(-1,—1) três pontos do plano que são distintos dos pontos dados. 


| Nos Exercícios 5 е 6, encontre equações vetoriais e paramétricas da re- 11. (1,1,4), (2, -3, 1) e (3, 5, —2) 

| ta determinada pelos pontos dados. 12. (3,2,1), (—1, —1, —1) e (6, 0, 2) 

5, (а) (0,0) e G, 5) (b) (1, 1, D e (0,0, 0) 13. (a) аад uma equação vetorial да reta cujas equações paramétri- 
(c) (1, —1, 1) e Q, 1, 1) x=2+4t, y=-1+t,2=1 
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(b) Encontre uma equação vetorial do plano cujas equações paramé- 
tricas são 
x=14+24+t, y =-2-8+5h, 2= 41 – 


(c) Encontre equações paramétricas do plano 
3x + 4у – 22 = 4. 
14. (a) Encontre uma equação vetorial da reta cujas equações paramétri- 
cas são 
x=t,y=-3+5t, 2=1+t 
(b) Encontre uma equação vetorial do plano cujas equações paramé- 
tricas são 
x=h+h,y=4+3h-nh, 2=4h 


(с) Encontre equações paramétricas do plano 
Зх — 5y +z = 32. 


Nos Exercícios 15 е 16, encontre uma equação geral е uma equação 
vetorial do plano que passa pelos pontos dados. 


15. P(1,2,4), Q(1, —1,6), R(1,4,8) 
16. P(2,2,1), Q(0, 3,4), R(1, 1, -3) 


Nos Exercícios 17 e 18, descreva o objeto em R' que está representado | 
pela equação vetorial dada e encontre equações paramétricas do objeto. 


17. (а) (x1,x2,x3,x4) =1(1, 72,5, 7) 
(b) (xi, х2, X3, x4) = (4,5, —6, 1) +1(1,1,1,1) 
(c) (X1, X2, X3, x4) = (1,0, 4, 2) + t1(-3,5, -7,4) + 
(6,3, —1, 2) 
18. (а) (xi, X2, X3, x4) = t(—3, 5, —7, 4) 
(b) Qi, X2, X3, x4) = (5,6, —5, 2) + (3, 0, 1,4) 
(с) (Xi, X2, X3, X4) = tı (—4, 7, —1,5) + (2,1, —3, 0) 
19. (a) As equações paramétricas x, =31, x, = 4t, x, = 7t, x,=1, x, = 9t re- 
presentam um(a) que passa por € é parale- 
lo(a) ao vetor x 
(b) As equações paramétricas 
x =3-2t +51 
х =4-— 3t + 6h 
x3 — —2— 2t +76 
x,—1-2t-t 
representam um(a) 
lo(a) a 


que passa por e é parale- 


20. (a) As equações paramétricas x, = 1 +21, x, 2 -5 +31, x, = 61, x, =-2 


+ 1, x, = 4 + 91 representam um(a) que passa por 
e é paralelo(a) ao vetor A 
(b) As equações paramétricas 

хі —3t +5n 

x; = 4 + 6t; 

Xi = —ti + 5t; 

Xa fcf 

representam um(a) que passa por eépara- 


lelo(a) a 


21. Encontre equações paramétricas do plano que é paralelo ao plano 3x 
+2y-z=1 е passa pelo ponto P(1, 1, 1). 


22. Encontre equações paramétricas do plano que passa pela origem e é 
paralelo ao plano x = tj +, y = 4+ 3h —t,z = 44. 

23. Qual dos seguintes planos são paralelos ao plano 3x + y — 22 = 5, se 
houver algum? 
(а) х+у-2=3 
(b) 3x -y -22z = 0 
(с) х+1у- 22=5 


24. Qual dos seguintes planos são paralelos ao plano x + 2y — 32 = 2, 
se houver algum? 
(а) x +2y -3z =3 
(0) ixtiy-32=0 
(c) x +2y+3z=2 

25. Encontre equações paramétricas da reta que é perpendicular ao plano 
x+ y+z=0 e passa pelo ponto P(2, 0, 1). 

26. Encontre equações paramétricas da reta que é perpendicular ao plano 
x+ 2y + 32 = 0 passa pela origem. 

27. Encontre uma equação vetorial do plano que passa pela origem e con- 
tém os pontos (5, 4, 3) e (1,-1,-2). 

28. Encontre uma equação vetorial do plano que é perpendicular ao eixo 
xe contém o ponto P(1, 1, 3). 

29. Encontre equações paramétricas do plano que passa pelo ponto 
P(-2, 1, 7) e é perpendicular à reta de equações paramétricas 
x=4+2t, y=-2+3t, z = —5t 


30. Encontre equações paramétricas do plano que passa pela origem e 
contém a reta de equações paramétricas 
х=2, y=1l+t,72=2-t 


31. Determine se a reta e o plano são paralelos. 
(а) x=-5-4t,y=1-1t,2=3+2t; 
x+2y+32-9=0 
(6) x =3t, у=1+21,2=2 — 1; 4х +у+22= 1 


32. Determine se а reta e o plano são perpendiculares. 
(а) x =-2-4t,y=3-2t,2=1+2t;2x+y-2=5 
(bd) x=2+t,y=1-1t,2=5+3t;6x + бу – 7 = 0 


33. Determine se os planos são perpendiculares. 
(а) 3x—y+2-4=0,x+22=-1l 
(b) x-2y+32=4,-2x+5y+42=-1 


34. Determine se os planos são perpendiculares. 
(a) 4х +3у- 2+1=0, 2х -2y +22 =-3 
(b 2x -3y-2z=1,x+3y-22=12 


35. Mostre que a reta x = 0, y 2 t, z — t: 
(a) está no plano бх + 4y — 42 = 0; 
(b) é paralela ao plano 5x — 3y + 32 = 1 e está abaixo deste pla- 
no; 
(c) é paralela ao plano бх + 2y — 22 = —3 e está abaixo deste pla- 
no. 
36. Encontre uma equação para o plano cujos pontos são eqüidistantes de 
(-1,-4,-2) e (0, -2, 2). [Sugestão: Escolha um ponto (x, y, z) arbitrá- 
rio no plano e use a fórmula da distáncia.] 


Nos Exercícios 37 e 38, encontre equações paramétricas da reta de in- 
tersecáo dos planos dados, se houver intersecáo. 


37. (а) 7x -2y +32 = -2e -3x+y+22+5=0 
(b) 2х + 3y – 5z = 0e4x + бу — 102 = 8 
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38. (a) -3x+2y+2z=-Se7x +3y-27=-2 
(b) 5x-7y+22=0ey=0 


Nos Exercícios 39 e 40, encontre o ponto de interseção da reta e do 
plano, se houver interseção. 


39. (а) x 29-51, y 2-1-tz-3-t; 
2x -3y +4:+7= 0 
(b x2ty2tz-2tütxty-2z23 
40. (a x2t,y-tz-txty-2z-20 
(b) x =3-4t, y =-2-t,2=5+1¡3x-—4y+52=0 


f 
Como vimos na observação que segue a Fórmula (10), a equação 
x=(1-1x,+1x, (0<t<1) 


representa o segmento de reta no plano ou no espaço que estende de x, 
a ху. Nos Exercícios 41 e 42, esboce o segmento de reta representado 
pela equação vetorial. 


Discussão e Descoberta 


D1. Dados a, b e c não todos nulos, encontre equações paramétricas para 
a reta em А que passa pelo ponto (ху, Уу, Zo) e € perpendicular à reta 
x = Xo +at, у= yo bt, z=w+ct 


D2. (a) Como pode ser decidido se a reta x = xy + tv em R? é ou não 
paralela ao plano х = Xo + йу! + t2v2? 

Invente uma definição razoável para dizer o que se entende por 
uma reta ser paralela a um plano em А". 


(b 


= 


D3. (a) Sejam v, w,, e w, vetores em А". Mostre que, se у é ortogonal a 
W, € W, então y é ortogonal a x = k,w, + k,w,, para quaisquer es- 
calares К, e k,. 
(b) Dê uma interpretação geométrica desse resultado em R°. 


D4. (a) Se Ае B não são ambos nulos então a equação Ax + By = 0 repre- 
senta uma reta pela origem em R”, O que essa equação represen- 
tará em R’ se for interpretada como Ax + By + 0z = 0? 


Usando Recursos Computacionais 


ТІ. (Retas paramétricas) Muitas ferramentas gráficas traçam curvas 
paramétricas. Se a sua ferramenta tiver essa função, determine como 
fazer isso e gere a reta dada por x = 5 + 5t, y = —7t (ver Figura 1.3.3). 


T2. Gere a reta L pelo ponto (1, 2) que é paralela a v = (1, 1); na mesma 
janela, gere a reta pelo ponto (1,2) que é perpendicular a L. Se as re- 
tas obtidas não parecem perpendiculares, explique por que isso 
ocorre. 


T3. Dois planos intersectando no espaço tridimensional determinam dois 
ângulos de interseção, um agudo (com 0 < 0 < 90º) e seu suplemento 
180º — 0 (ver figura dada). Se n, e n, são vetores normais aos planos, 
então o ángulo entre n, еп, é 8 ou 180° — 6, dependendo do sentido 
das normais. Em cada parte, encontre o ângulo agudo de interseção 
dos planos até o grau mais próximo. 

(а) x=0e2x-y+2-4=0 


(b) x -2y -22 =5e6x – 3y + 22 = 8 


41. (а) х=(1—1)(1,0)+ (0,1) (0<t<1) 


(b x= (1-1)(1,1,0)+:(0,0,1) (0<t<1) 


42. (a) х= (1-0(1, D - (1,71) (01-1) 


(b x= (1 – 1)(1, 1,1) + 1,1,0) (0t 1) 


Nos Exercícios 43 е 44, escreva uma equação vetorial para о segmen- 


to de reta de Pa Q. 


43. P(-2,4,1), Q(0,4,7) 
44. P(0, —6, 5), Q(3, 1,9) 
45. Sejam Р = (2,3, -2)e О = (7, —4, 1). 


(a) Encontre o ponto médio do segmento de reta ligando os pontos Р 
eQ. 

(b) Encontre o ponto do segmento de reta ligando os pontos P e Q 
que está a i do caminho do ponto P para o ponto Q. 


(b) Se A, Be C não são todos nulos, a equação Ax, + Bx, + Cx, = 0 
representa um plano em R*? Explique seu raciocínio. 


DS. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 


sua resposta. 
(a) Sea, b ec não são todos nulos, então a reta x= at, у= bt, z =ct é 
perpendicular ao plano ax + by + cz = 0. 


(b) Duas retas que náo sáo paralelas em Rº devem intersectar pelo 
menos num ponto. 

(c) Seu, ve w são vetores em R’ tais que u + v + w = 0, então os três 
vetores estão em algum plano. 

(d) A equação x = гу representa uma reta para cada vetor v em R°. 


Т4. Encontre o ângulo agudo de interseção entre o plano x - y - 3y = 5 е 


areta 
x-2-t,y-2tz-3t-1 


(Ver o Exercício T3.) 


Figura Ex-T3 


CAPÍTULO 


Sistemas lineares com milhares de 
variáveis, ou até com milhões de 
variáveis, ocorrem nas engenha- 
rias, na análise econômica, nas 
imagens de ressonância magnéti- 
ca, na análise de fluxo de tráfego, 
na previsão do tempo e na formu- 
lação de decisões e de estratégias 


SISTEMAS LINEARES 


х 


'Nenhuma solução. 


y 


х 


Sem solução 


y 


х 


Uma infinidade 
de soluções 
(retas coincidentes) 


Figura 2.1.1 


Sistemas de Equações Lineares 


Seção 2.1 Introdução aos Sistemas de 


Equações Lineares 


Um dos principais tópicos da Álgebra Linear é o estudo de sistemas de equações lineares e suas soluções. Nesta seção 
introdutória, discutiremos algumas das maneiras pelas quais surgem os sistemas de equações lineares, o que significa 
resolvê-los, e como suas soluções podem ser interpretadas geometricamente. Nosso enfoque aqui será nas idéias ge- 
rais e, na próxima seção, discutiremos métodos computacionais de encontrar soluções. 


Lembre que uma reta em R pode ser representada por uma equação da forma 
ax+ay=b (ay, аз não ambos nulos 0) а) 


e que um plano em R° pode ser representado рог uma equação da forma 
ах + ау + азс =b (а, a, аз não todos nulos 0) (2) 


Estes são exemplos de equações lineares. Em geral, definimos uma equação linear nas п variáveis 


ху Xs... + X, Como uma equação que pode ser expressa na forma 
arxı + ax) ax, =b 6) 
onde a,, a,, . .. , a, são constantes não todas nulas e b é mais uma constante. Nos casos em que n = 2 e 


п = 3 costumamos usar as variáveis sem índices, como em (1) e (2). No caso especial em que b= 0, a 
Equação (3) toma a forma 


ax + dX? +: + px, =0 e 
que é denominada uma equação linear homogênea. 


EXEMPLO 1 Observe que uma equação linear não envolve produtos ou raízes de variáveis. Todas va- 
Equações Lineares  riáveis ocorrem somente na primeira potência e não ocorrem, por exemplo, como argu- 
mentos de funções trigonométricas, logarítmicas ou exponenciais. As equações a seguir são lineares: 

x+3y=7 xi — 2x2 3x5 + ха = 0 
jx- y+32=-1 ++ +x=1 


As equações a seguir não são lineares: 

х+3у2=4 Зх +29 – ху = 5 

ѕепх + у = 0 Xr 2х2 4x4 = 1 " 
Uma coleção finita de equações lineares é denominada um sistema de equações lineares ou, simplesmen- 
te, um sistema linear. As variáveis de um sistema linear são denominadas incógnitas. Por exemplo, 


4x1 —x2+3x3 = –1 


5 
3x, +x2 + 9x3 = —4 6) 
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SISTEMAS LINEARES 
COM DUAS OU TRÊS 
INCÓGNITAS 


é um sistema linear de duas equações a três incógnitas x,, x, e x,. Um sistema linear geral de m equações 
an incógnitas x,, X» . . . ,X, pode ser escrito como 


aux, + арх ++ ахь =b; 
aux + dX? + ==> + алх = b © 


QmiX1 + Qm2X2 + +++ + AmnăXn = bm 


O índice duplo nos coeficientes a, das incógnitas é utilizado para especificar sua posição, o primeiro 
dos dois índices indicando a equação na qual ocorre o coeficiente, o segundo indicando qual incógnita 
é multiplicada. Assim, a, está na primeira equação multiplicando a incógnita x,. 

Uma solução de um sistema linear nas incógnitas xi, X2, ..., x, é uma seqüéncia de n números 
51,52, ..., Sn tais que, sendo substituídos nos lugares de xy, x», ..., Xn, respectivamente, tornam ver- 
dadeira cada equação do sistema. Por exemplo, x; = 1, x2 = 2, x; = —1 é uma solução de (5), mas 
xı = 1, x2 = 8, x3 = 1 não é (verifique). O conjunto de todas soluções de um sistema linear é deno- 
minado conjunto-solução. 

É conveniente expressar soluções de sistemas lineares como ênuplas ordenadas. Assim, por exemplo, 
a solução xı = 1, x? = 2, x3 = —1 de (5) pode ser expressa como o terno (1, 2, —1); mais geralmente, 
uma solução Xi = S1, X2 = 52,....X, = Sn de (6) pode ser expressa como a ênupla (81, 52, - - 5л), 
Pensando em soluções como énuplas, estamos interpretando as soluções como vetores ou pontos de R” e, 
assim, abrimos a possibilidade para o conjunto-solução ter alguma forma geométrica reconhecível. 


Interseções de retas em А? dão origem a sistemas lineares a duas incógnitas. Por exemplo, considere o sis- 
tema linear 

ax +biy =c; 

ax + Бу = с 


Os gráficos destas equações são retas no plano xy, portanto, cada solução (х, у) desse sistema correspon- 
de a um ponto da interseção dessas retas. Assim, existem três possibilidades (Figura 2.1.1): 


1. As retas podem ser paralelas e distintas, caso em que não existe interseção e, conseqüentemente, 
não existe solução. 


2. As retas podem intersectar exatamente num ponto, caso em que o sistema tem exatamente uma so- 
lução. 


3. As retas podem ser coincidentes, caso em que há uma infinidade de pontos de interseção (todos 
pontos da reta comum) e, conseqüentemente, existe uma infinidade de soluções. 


Em geral, dizemos que um sistema linear é consistente se existir pelo menos uma solução e incon- 
sistente se não existir solução. Assim, um sistema linear consistente de duas equações a duas incógnitas 
tem ou uma solução ou uma infinidade de soluções, não havendo outras possibilidades. O mesmo vale pa- 
ra um sistema linear de três equações a três incógnitas: 


ax+biy+ciz=d 
ах + bay + coz = d» 
ax + b3y + сз: = ds 


Nesse caso, o gráfico de cada equação é um plano, de modo que as soluções do sistema, se houver, corres- 
pondem a pontos em que os três planos intersectam. Novamente, vemos que há somente três possibilida- 
des: nenhuma solução, uma solução ou uma infinidade de soluções (Figura 2.1.2). 

Mais tarde provaremos que nossas observações sobre o número de soluções de sistemas linea- 
res de duas equações a duas incógnitas e de três equações a três incógnitas valem para todos sistemas 
lineares. 


Teorema 2.1.1 Сайа sistema de equações lineares tem nenhuma, uma ou uma infinidade de solu- 
ções, não havendo outras possibilidades. 


Figura 2.1.2 


EXEMPLO 2 
Um Sistema Linear 
com uma Solução 


EXEMPLO 3 
Um Sistema Linear 
sem Solução 


EXEMPLO 4 
Um Sistema Linear com uma 
Infinidade de Soluções 


Seção 2.1 + 


Jg 4557 


Nenhuma solução 
(três planos paralelos, 
sem interseção comum) | 
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Uma infinidade de 
soluções (os três planos 
coincidem, a interseção 

comum é um plano) 


Nenhuma solução 
(sem interseção comum) 


Nenhuma solução 
(dois planos paralelos, 
sem interseção comum) 


Uma infinidade de Uma solução Nenhuma solução (dois Uma infinidade de 
soluções (a interseção (a interseção comum planos coincidentes, soluções (dois planos 
comum é uma reta) é um ponto) paralelos ao terceiro, coincidem, a interseção 


sem interseção comum) comum é uma reta) 


Resolva o sistema linear 
x-y=1 
2x +y=6 


Solução | Podemos eliminar x da segunda equação somando —2 vezes a primeira equação com a segunda 
equação. Assim obtemos o sistema simplificado 


х-у=1 
Зу = 4 


Da segunda equação obtemos у = 5 e, substituindo esse valor na primeira equação, obtemos 
x = 1 + y = ?.Assim, o sistema tem a solução única x = 7, y = $. Geometricamente, isso significa que 
as retas representadas pelas equações do sistema intersectam no único ponto z, 3). Deixamos a cargo do 
leitor traçar essas retas para conferir essa afirmação. п 


Resolva o sistema linear 
x+ y=4 
Зх +3y=6 


Solução Podemos eliminar x da segunda equação somando —3 vezes a primeira equação com a segunda 
equação. Assim obtemos o sistema simplificado 
xty= 4 
=-6 
A segunda equação é contraditória, de modo que o sistema dado não tem solução. Geometricamente, isso 
significa que as retas correspondentes às equações do sistema original são paralelas e distintas. Deixamos 


a cargo do leitor conferir essa afirmação traçando essas retas, ou então mostrando que têm a mesma incli- 
nação, mas que cortam o eixo y em alturas diferentes. = 


Resolva o sistema linear 
4x – 2у = 1 
16x – 8y = 4 
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EXEMPLO 5 


Um Sistema Linear com uma 
Infinidade de Soluções 


MATRIZES 
AUMENTADAS 
E OPERAÇÕES 
ELEMENTARES 
SOBRE LINHAS 


Solução Podemos eliminar x da segunda equação somando —4 vezes a primeira equação com a segunda 
equação. Assim, obtemos o sistema simplificado 


4x-2y=1 
0=0 
A segunda equação não impõe restrição alguma sobre x e y e, portanto, pode ser eliminada. Assim, as so- 
luções do sistema são aqueles valores de x e y que satisfazem a única equação 
4x-2y=1 (7) 
Geometricamente, isso significa que as retas correspondentes às duas equações do sistema original são 
coincidentes. A maneira mais conveniente para descrever o conjunto-solução nesse caso é expressar (7) 


parametricamente. Isso pode ser feito tomando у = t e resolvendo x em termos de t ou tomando x = t e re- 
solvendo у em termos de t. A primeira abordagem fornece as seguintes equações paramétricas: 


x=i+h,y=t 


Agora podemos obter soluções específicas substituindo valores numéricos no lugar do parâmetro. Por 
exemplo, t = 0 dá a solução (1. 0),г=144а solução (2, Der=-Idáa solução (— i —1). Para confe- 
rir que essas coordenadas são realmente soluções, substitua-as nas equações dadas. L| 
PROBLEMA CONCEITUAL Encontre equações paramétricas para o conjunto-solução do último exemplo 
tomando x = 1 e resolvendo em y. Em seguida, determine o valor do parámetro t nessas equações que pro- 
duz a solução (3, 1) obtida no exemplo. 


Resolva o sistema 
x- y+2= 5 
2x — 2y + 42 = 10 
3x – Зу + 62 = 15 


Solução Esse sistema pode ser resolvido simplesmente observando que a segunda e a terceira equação 
são múltiplos da primeira. Geometricamente, isso significa que os três planos coincidem e que aqueles va- 
lores de x, y e z que satisfazem a primeira equação 


x-y+2=5 (8) 
automaticamente satisfazem as três equações. Usando o método do Exemplo 7 da Seção 1.3, podemos ex- 
pressar o conjunto-solugáo parametricamente como 

x=5+h-2h, y=t,2=h 


Soluções específicas podem ser obtidas escolhendo valores numéricos para os parâmetros. п 


A complexidade da álgebra envolvida na obtenção de soluções de sistemas lineares aumenta à medida que 
aumenta o número de equações e de incógnitas. Os cálculos necessários podem ficar mais tratáveis pela 
simplificação da notação e pela padronização dos procedimentos. Por exemplo, mantendo em mente a po- 
sição dos sinais + de soma, das incógnitas x e das igualdades = do sistema 


aux + арх +: + ахь =b; 
ax +anX ++": + dX, = bz 
атіхі + Qm2x2 +++++ AmnXn = bm 


podemos abreviá-lo escrevendo somente o arranjo retangular de números 
an an c am b 
an an с am b 


Ami Am2 *** Amn bm 
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Essa é a matriz aumentada do sistema. Por exemplo, a matriz aumentada do sistema de equações 


х + 0 + 2х3 = 9 i 1 2 9 
2x; + 4x2 — 3x3 = 1 é 2 4-3 1 
3x, + 6x2 — 5x3 = 0 3 6-5 0 


OBSERVACAO O termo matriz é utilizado em Matemática para denotar 
A Álgebra Linear na História qualquer arranjo retangular de námeros. Adiante estudaremos matrizes 
O Uso do termo mate ЖЫ ОСЫ ОК com maior cuidado, mas por enquanto nos ocuparemos unicamente de 
do pelo matemático norte-americano Maxime Bócher em matrizes aumentadas. Quando construímos a matriz aumentada de um 
seu livro Introduction to Higher Algebra, publicado em sistema, precisamos escrever as incógnitas do sistema na mesma ordem 
1907. Além de ser um matemático excepcional e experto em em cada equação e o termo constante deve ficar à direita de cada equação. 


joue т< со cial то чое O método básico de resolver um sistema linear consiste em efetuar 


mática; seus livros didáticos elementares eram enormemen- operações algébricas apropriadas nas equações do sistema para produzir 
te apreciados pelos estudantes e continuam sendo procura- uma sucessão de sistemas cada vez mais simplificados, mas com o mes- 
dos até hoje. mo conjunto-solução do sistema original, até chegar num ponto em que 
fica visível se o sistema é consistente e, se for, quais são as soluções. A 
sucessão de sistemas cada vez mais simples pode ser obtida eliminando 
incógnitas de maneira sistemática usando três tipos de operações: 


1. Multiplicar toda uma equação por uma constante não-nula. 
2. Trocar duas equações de posição. 


3. Somar um múltiplo de uma equação a uma outra equação. 


Maxime Bôcher 

(1867-1918) Como as linhas (horizontais) de uma matriz aumentada correspon- 
dem às equações do sistema associado, essas operações correspondem às 
seguintes operações sobre as linhas da matriz aumentada: 


1. Multiplicar toda uma linha por uma constante não-nula. 
2. Trocar duas linhas de posição. 


3. Somar um múltiplo de uma linha a uma outra linha. 


Dizemos que estas são as operações elementares sobre as linhas de uma matriz. 

No próximo exemplo ilustraremos como usar as matrizes aumentadas e as operações elementares so- 
bre as linhas para resolver um sistema linear a três incógnitas. Na próxima seção, desenvolveremos um pro- 
cedimento sistemático para encontrar as soluções, portanto não é necessário tentar entender como foram es- 
colhidos os passos no próximo exemplo. O objetivo do exemplo é simplesmente apresentar as contas. 


EXEMPLO 6 Ма coluna da esquerda, resolvemos o sistema linear operando sobre as equações e, na coluna da direita, 


Usando Operações resolvemos o sistema operando sobre as linhas da matriz aumentada. 
Elementares Sobre as 


a Sistema Matriz aumentada 
x+ y+2=9 1 1 2 9 
2x+4y—-32=1 2 4-3 1 
3x + бу – 52= 0 3. 6 —5 0 
Some -2 vezes a primeira Some -2 vezes a primeira 
equação à segunda para obter linha à segunda para obter 
x+ y+2= 9 l1 12 9 
2у-7:=-17 0 2 -7 -i7 
3х+бу-5= 0 3 6 -5 0 
Some -3 vezes a primeira Some -3 vezes a primeira 


equação à terceira para obter linha à terceira para obter 
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A Álgebra Linear na História 


O primeiro exemplo conhecido do uso de uma matriz au- 
mentada para descrever sistemas lineares aparece num ma- 
nuscrito chinês intitulado Nove Capítulos de Arte Matemá- 
tica, que foi publicado entre 200 a.C. e 100 a.C., durante a 
Dinastia Han. Naquele manuscrito foi proposto o seguinte 
problema: 


Existem trés tipos de milho, dos quais trés montes do primei- 
ro, dois do segundo e um do terceiro totalizam 39 medidas. 
Dois montes do primeiro, trés do segundo e um do terceiro 
totalizam 34 medidas. Finalmente, um monte do primeiro, 
dois do segundo e trés do terceiro totalizam 26 medidas. 
Quantas medidas de milho estáo contidas em um monte de 
cada um dos tipos? 


O problema leva a um sistema de três equações lineares a 
trés incógnitas, que o autor escreve como 


110223 
232 
Зи 
26 34 39 


Exceto pelo arranjo dos coeficientes por colunas ет vez de li- 
nhas e a omissão de colchetes, essa é a matriz aumentada do 
sistema. Notavelmente, o autor passa a descrever uma suces- 
são de operações sobre as colunas que levam a uma solução 
do sistema. 


A solução 


Xe, yu 


z=3 


x+ y+ 2= 9 


2y- 722-17 
3y - 11z = 27 
Multiplique a segunda equação 
por i para obter 
x+ yt222 9 
-R--M4 
3y — 112 = -27 


Some -3 vezes a segunda equação 
à terceira para obter 


Multiplique a terceira 
equação por —2 para obter 


»— == 

т= 3 

Some —1 vezes a segunda 
equação à primeira para obter 

x + 12 = B 

у- а і 

z= 3 


Some — 2 vezes a terceira equagáo 


à primeira e 7 vezes a terceira 


equação à segunda para obter 
x =] 
у =2 
2=3 


E 1 2 9 


0 2 -7 -17 
0 3 -11 -27 
Multiplique a segunda linha 
por i para obter 
L T 2 9 
1 7 
O 1-34 
0 3 -n -27 
Some -3 vezes a segunda linha 
à terceira para obter 
Lo qe 2 19 
1 17 
0 Жэ so 
o 0-4 -} 
Multiplique a terceira linha 
por -2 para obter 
L Lb 2 9 
1 17 
o eb -7 
O. 10%. 1 3 
Some -1 vezes a segunda 
linha à primeira para obter 
п 35 
D Q - 2 
1 17 
B 1 = - 
0 01 q 3 


Some — u vezes a terceira linha 


à primeira e i vezes a terceira 


linha à segunda para obter 
1 0 10 1 
0 1 0 2 
0 DT 3 


é agora visível. Geometricamente, isso significa que os planos representados pelas equações do sistema 
intersectam no único ponto (1, 2, 3) em А. 


EXEMPLO 7 


Combinações Lineares y= (l, 2 3), 


уз = (2, —3, —5) 


e, se puder, encontre uma tal combinação linear. 


Determine se o vetor w = (9, 1, 0) pode ser expresso como uma combinação linear dos vetores 
У = (1 , 4, 6), 


Solução Рага w ser uma combinação linear de y,, v, e vV, devem existir escalares c,, c; e c, tais que 


М = Су + C2V2 + C3V3 


ou, em termos de componentes, 


(9, 1,0) = c, (1,2, 3) + ca(1,4, 6) + 32, —3, —5) 
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Assim, nosso problema se reduz a determinar se existem, ou não, valores de c,, c, e c, tais que 
(9, 1,0) = (с + с; + 2c3, 2c, + 4с; — 3c3, Зсі + 6c; — 5c3) 


Igualando componentes correspondentes, vemos que isso é equivalente a determinar se o sistema 


c+ c24+2c3=9 
26 + 4с; — 3c3 = 1 
Зс + 6с: — 5c3 = 0 


(9) 


é ou não consistente. Contudo, esse é exatamente o sistema do Exemplo 6 (exceto pela diferença no no- 
me das incógnitas), de modo que sabemos daquele exemplo que o sistema é consistente e tem a solução 


única 


asl, 0=2, €323 


Assim, w pode ser escrito como a combinação linear 


м = vi + 2v2 + Зуз 


ou, em termos de componentes, 


(9, 1,0) = (1,2,3) + 2(1, 4, 6) + 3(2, -3, —5) 


Deixamos a cargo do leitor conferir essa igualdade vetorial. = 
Exercícios 2.1 
Nos Exercícios 1 e 2, determine se o sistema dado é linear. (a) (5, 5,1) Ы (3, 5,0) (c) (5,8, 1) 
| 067) 06723 


1. (а) х + 52 — М2хз = 1 
(с) xi = —7x2 + 3x3 


(b) х + 3х2 + xix 22 
(d) xi^ + xi + 8x3 = 5 


2. (а) 3x + 28у – 1z=0 
(с) xi^ – 25 +з = 4 


(b) xyz =x + 2у 
(d) пху 2x; - ix EX 


Nos Exercícios 7 e 8, esboce à máo (ou com uma ferramenta gráfica) 
as três equações do sistema linear e use os gráficos para fazer uma afir- 
mação sobre o número de soluções do sistema. Confirme algebrica- 
mente sua conclusão. 


Nos Exercícios 3 e 4, determine se a equação é linear, sabendo que k e 
m são constantes (o resultado pode depender da constante). 


3. (a) x; — x; + хз = sen(k) 
(c) xf 713; x; = 0 


(b) kx, -in =9 


4. ()x-y+m=m 
(с) Yx+7y+22=6 


(b) mx — my = 23 


7. x+2y=1 8 x- y=3 
| 2х+ y=2 x+ y=1 
3x – 3y=3 2х + 3у 26 


Nos Exercícios 9 e 10, encontre о conjunto-solugáo da equação linear 


Nos Exercícios 5 e 6, determine se o vetor dado é uma solução do sis- 
tema linear. 


5. 2x1 — 4x3 — xs —1 
х= 30 + ху=1 
3x1 — 5x5 — Зхз = 1 
(а) (3,1,1) (b (3,-1,1) 
(9) (2, 2,2) (ө (17,7,5) 


(с) (13,5, 2) 


6. xi +2 – 223 = 3 
3x; - x; x3-1 
=x + 5x2 — 5х3 = 5 


dada. 
9. (а) 7x - 5y 23 
(b) Зх; — 5x; + 4x3 =7 
(с) —8x; + 2х — 5x3 + 6x; = 1 
(d) 3v — 8ш + 2х - y -4z 20 
10. (а) x + 10у 22 
(b) ху + 3x2 — 12x; = 3 
(c) 4x, + 2х + 3x3 + x4 = 20 
(d) v+w +x- 5у +7: = 0 


Encontre uma equação linear em x e y cujo conjunto-solução é 
dado pelas equações x=5 +21, y =1. 

Mostre que o conjunto-solugáo também é dado pelas equações 
x=t,y=lt-¿i. 
Encontre uma equação linear nas variáveis x, e x, cujo conjun- 
to-solução é dado pelas equações x, =-3 + t, x, = 2t. 


12. (a) 
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(b) Mostre que o conjunto-solução também é dado pelas equações 


x,=1,x,=21+6. 


Nos Exercícios 13 e 14, encontre equações vetoriais e paramétricas pa- 
ra a reta de interseção dos planos em R’ representados pelas equações 
dadas. 


13. x+y-2=302x+y+32=4 


14. x+2y+32=1e3x-2y+2=2 


Nos Exercícios 15 e 16, encontre o(s) valor(es) da constante k para 
o(s) qual(is) o sistema de equações lineares não tem solução. E exata- 
mente uma solução? E uma infinidade de soluções? 


15. x - y=3 16. x + 4x;-1 


3x + 12x, = k 


| 


Nos Exercícios 17 a 20, encontre a matriz aumentada do sistema linear. 


17. 3x, -2x=-1 18. 2x: +2m=1 
4m+5m= 3 3x x +4хз=7 
19. x: + 2х2 — x+x=1 
3x2 + 2х3 = х5 =2 
3x + хз + 7х4 zz 
20. xi =} 
m = 
x=3 


Nos Exercícios 21 até 24, encontre um sistema de equações lineares 
correspondente á matriz aumentada dada. 


2 30) ® з 0-2 5 
21.13 -4 0 2.17 4 4-3 
0 E 0-2 1 7 
i 0 O O0 7 
7 2 4-3 5 0 100-2 
a | 2 4.0 1) [o 07 110 3 
O 104 00 M. 4 


Nos Exercícios 25 e 26, descreva uma operação elementar sobre as li- 
nhas que produz B a partir de A e entáo descreva uma operagáo ele- 
mentar sobre as linhas que recupera A de B. 


13 1.3 5 
25. (а) A=|-2 2 1|. B=|0 8 11 
à 4—2 3 42 


2 0-4 de 0s —9 

0) A=|-3 -2 6|, B=|-3 2 6 

2 3 4 2:8 1d 

2 #0 -4 $ sd 

26. (a) A=|-3 -2 6|. B=|-3 -2 6 
27 rs 2. 0—4 

2 0 -4 2 0 -4 

©) A2|-3 2 1|, B=|-3-2 1 

2 0 8 10 0 15 


29. 


. Uma certa dieta requer 7 unidades de gordura, 9 unidades de proteí- 


na e 16 unidades de carboidratos para a refeição principal e uma 
certa pessoa dispõe de trés alimentos com os quais pode montar sua 
dieta: 


Alimento 1: Cada medida contém 2 unidades de gordura, 2 uni- 
dades de proteína e 4 unidades de carboidratos. 


Alimento 2: Cada medida contém 3 unidades de gordura, 1 uni- 
dade de proteína e 2 unidades de carboidratos. 


Alimento 3: Cada medida contém 1 unidade de gordura, 3 uni- 
dades de proteína e 5 unidades de carboidratos. 


Sejam x, y e z o námero de medidas que a pessoa consome dos ali- 
mentos 1, 2 e 3, respectivamente, em sua refeição principal. Encon- 
tre (mas não resolva) um sistema linear em x, y e z cuja solução diz 
quantas medidas de cada alimento deve ser consumida pela pessoa 
para atender à dieta. 


. Usando aço reciclado, uma fábrica produz peças de aço que devem 


conter 4 quilos de cromo, 8 quilos de tungstênio e 7 quilos de car- 
bono por tonelada de aço produzido. O fabricante tem três fontes de 
aço reciclado: 


Fonte 1: Cada tonelada contém 2 quilos de cromo, 8 quilos de 
tungstênio e 6 quilos de carbono. 


Fonte 2: Cada tonelada contém 3 quilos de cromo, 9 quilos de 
tungstênio e 6 quilos de carbono. 


Fonte 3: Cada tonelada contém 12 quilos de cromo, 6 quilos de 
tungstênio e 12 quilos de carbono. 


Sejam x, y e z a percentagem de aço reciclado utilizado das fontes 
1, 2 е 3, respectivamente, para cada tonelada de aço produzido. 
Encontre (mas não resolva) um sistema linear em x, y e z cuja so- 
lução diz qual a percentagem que deve ser utilizada de cada fonte 
para atender às exigências do produto final. 


Encontre três números reais cuja soma é 12, tais que a soma do 
dobro do primeiro com o segundo e o dobro do terceiro é 5 e tais 
que o terceiro número é um a mais do que o primeiro. Encontre 
(mas não resolva) um sistema linear cujas equações descrevem as 
três condições. 


. Encontre três números reais cuja soma é 3, tais que o terceiro núme- 


ro é seis a mais do que o segundo e tais que a soma do segundo com 
o terceiro é 10. Encontre (mas não resolva) um sistema linear cujas 
equações descrevem as três condições. 
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Nos Exercícios 31 e 32, encontre (mas não resolva) um sistema de 
equações lineares cuja consistência ou inconsistência determina se o 
vetor v dado é ou não uma combinação linear de u,, u., u, e u,. 


31. 


u = (3,0, —1,2), ш = (1,1,1,1), uz = (2,3,0,2), 
шщ = (-1,2,5, 0) 
(а) v = (5, 6, 5, 5) 
(с) v = (4,4,6, 2) 


(b) v = (8,3, —2, 6) 


Discussão е Descoberta 


D1. 


D2. 


D3. 


D5. 


Considere o sistema de equações 
ax + by=k 

cx + dy zl 

ех + Їу = т 


Discuta a posição relativa de cada uma das retas ах + by = К, 
cx+dy=leex+ ју = m quando 

(a) o sistema náo tem solugáo; 

(b) o sistema tem exatamente uma solugáo; 

(c) o sistema tem uma infinidade de soluções. 


Mostre que se o sistema de equações do exercício acima é consis- 
tente, então pelo menos uma das três equações pode ser descartada 
do sistema sem alterar o conjunto-solução. O que isso diz sobre as 
três retas representadas pelas equações? 


Se uma matriz B é obtida a partir da matriz A por uma operação ele- 
mentar sobre as linhas, existirá sempre uma operação elementar so- 
bre as linhas que possa ser aplicada a B para recuperar A? 


. Se k =l = т = 0 no Exercício DI, explique por que o sistema deve 


ser consistente. O que poderá ser dito sobre o ponto de intersegáo 
das trés retas se o sistema tiver exatamente uma solugáo? 


Encontre trés valores a, be c tais que a parábola 

y = ax? + bx + passe pelos pontos (1, 1), (2, 4) e (—1, 1). 
Encontre (mas não resolva) um sistema de equações lineares cu- 
jas soluções fornecem valores para a, b e c. Quantas soluções 
tem esse sistema e por qué? 


. Sabe-se que a parábola у = ax? +bx+c passa pelos pontos 


(х1, y1), (x2, уз) e (хз, уз). Mostre que a, b e c satisfazem o siste- 
ma linear de matriz aumentada 


Usando Recursos Computacionais 


TI. 
= 


T2. 


(Sistemas lineares com solugóes únicas) Resolva o sistema do 
Exemplo 6. 


Use seu recurso computacional para determinar se o vetor 
u = (8, —1, —7, 4, 0) é, ou não, uma combinação linear dos veto- 


32. u, = (1,2, -4,0, 5), ш, = (1,0, 2,2, —1), 


w = (2, -2, —1, 1,3), u, = (0, 5,4, —1, 1) 
(а) v = (2, —2, —8,0, 12) (Ы) v= (5, -3, —9, 4, 11) 
(с) у = (4, —4, 2, 0, 24) 


ХЕ эл. dg 
salp 
Xx 1%) 


D7. Mostre que se as equações lineares xi + kx» = c e xi +lw=d 


têm o mesmo conjunto-solução, então as equações são idênticas. 


D8. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 


sua resposta. 

(a) Cada matriz com duas ou mais colunas é a matriz aumentada 
de algum sistema de equações lineares. 

(b) Se dois sistemas lineares têm exatamente as mesmas soluções, 
então eles têm a mesma matriz aumentada. 

(c) Uma linha de uma matriz aumentada pode ser multiplicada por 
zero sem afetar o conjunto-solução do sistema linear corres- 
pondente. 

(d) Um sistema linear de duas equações a três incógnitas não pode 
ter exatamente uma solução. 


D9. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 


sua resposta. 

(a) Quatro planos no espaço tridimensional podem intersectar nu- 
ma reta. 

(b) A permutação das duas primeiras colunas da matriz aumentada 
de um sistema lincar a três incógnitas não altera seu conjunto- 
solução. 

(c) Um sistema linear de 100 equações a duas incógnitas deve ser 
inconsistente. 

(d) Se a última coluna de uma matriz aumentada consiste inteira- 
mente em zeros, então o sistema linear correspondente deve ser 
consistente. 


res (1, —1, 0, 1,3), (2, 3, —2, 2, 1) e(—4, 2, 5, 0, 7) e, se for, ex- 
presse u como uma tal combinação linear. 
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CONSIDERAÇÕES 
SOBRE A RESOLUÇÃO 
DE SISTEMAS 
LINEARES 


FORMAS 
ESCALONADAS 


EXEMPLO 1 

Forma Escalonada por 
Linhas e Forma Escalonada 
Reduzida por Linhas 


Seção 2.2 Resolução de Sistemas Lineares Usando 
Redução por Linhas 


Nesta seção, discutiremos um procedimento sistemático para resolver sistemas de equações lineares. Os métodos que 
discutiremos aqui são úteis para resolver sistemas pequenos à mão e também formam o fundamento da maioria dos al- 
goritmos utilizados por computadores para resolver sistemas lineares grandes. 


Quando pensamos em métodos de resolução de sistemas de equações lineares, é importante distinguir 
entre sistemas grandes que precisam ser resolvidos por computador e sistemas pequenos que podem ser 
resolvidos à mão. Por exemplo, existem muitas aplicações que levam a sistemas lineares a milhares, e 
até milhões, de incógnitas. Esses sistemas grandes requerem técnicas especiais para tratar de questões 
como tamanho de memória, erro de arredondamento, tempo de solução, e assim por diante. Tais técni- 
cas são estudadas na área de Análise Numérica e somente serão tocadas levemente neste livro. Contu- 
do, quase todos os métodos utilizados para sistemas grandes são baseados nas idéias que desenvolvere- 
mos nesta seção. 


No Exemplo 6 da última seção resolvemos um sistema linear nas incógnitas x, y e z reduzindo a matriz au- 
mentada à forma 


da qual transparece a solução x = 1, y = 2, z = 3. Esse é um exemplo de uma matriz que está em forma es- 
calonada reduzida por linhas. Para ser dessa forma, uma matriz deve ter as seguintes propriedades: 


1. Se uma linha não é totalmente constituída de zeros, então o primeiro número não-nulo na linha é 
um 1, que denominamos pivô. 
2. Se existem linhas totalmente constituídas de zeros, então elas estão agrupadas na base da matriz. 


3. Em duas linhas quaisquer que não são totalmente constituídas de zeros, o pivô da linha inferior 
ocorre mais à direita do que o pivô da linha superior. 


4. Cada coluna que contém um pivô tem zeros nas demais posições. 
Uma matriz com as três primeiras propriedades é dita em forma escalonada por linhas. (Assim, uma ma- 


triz em forma escalonada reduzida por linhas está necessariamente em forma escalonada por linhas, mas 
não reciprocamente.) 


As seguintes matrizes estão em forma escalonada reduzida por linhas: 


0 1-2 0 1 
то 0 4 100 oo 4 3 0 0 
о RS d. Wis 0 0 O 0 0|" [00 
1 -1 01 
da 0 0 0 O dO 


As seguintes matrizes estão em forma escalonada por linhas: 
1 4-3 7 Jd 0 0.1 2 6 0 
0 w 6 21, [оло JO O 41d —i 10 
0 0 1 3 000 O! 0; «0. 10) 4 


Deixamos a cargo do leitor verificar que cada uma das matrizes desse exemplo satisfaz todos os requisitos 
da sua forma respectiva. = 
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EXEMPLO 2 Сото ilustra o exemplo anterior, uma matriz em forma escalonada tem zeros abaixo de cada pivô, enquan- 
Mais sobre Formas Escalonada e to uma matriz em forma escalonada reduzida por linhas tem zeros abaixo e acima de cada pivô. Assim, co- 
Escalonada Reduzida por Linhas — Tocando qualquer número real no lugar do asterisco, todas as matrizes dos seguintes tipos estão em forma 


escalonada por linhas: 

0. Doxoc* E + 

lx * ж l o ж 1 EE o 
O ОНОЖ + $ pad & 
0) Y aka 0-1 ж ж O d жж О T гаа и 
ЕЧ ЕА DI E жж É 
0001 0000 0000 6 06-0 DO © Dl» 
Além disso, todas as matrizes dos seguintes tipos estão em forma escalonada reduzida por linhas: 
1000 100 * 10 ж ж sad, de: dl ed ds 
O 0101 0*0 ж x 10 x 

0100 010 x 0. d. » o 
А 5 Я 0 000 10 ж 8 10. ж 
0010 001 ж 0000 0 DID OL 6 640 ж 
0001 0000 0000 UEG O by dos 


Se a matriz aumentada de um sistema de equações lineares pode ser colocada em forma escalonada 
reduzida por linhas, entáo o conjunto-solugáo pode ser visto, sem fazer contas, ou transformando certas 
equações lineares para o formato paramétrico. Aqui estão alguns exemplos. 


EXEMPLO З Usando operações elementares sobre as linhas, a matriz aumentada de um certo sistema linear nas incóg- 
Solução Única nitas x,, X,, x, e x, foi reduzida a 


L i 0 à 8 
0 1 0 0-1 
O "0 1 0-0 
O o 0 Ж 5 


Essa matriz está em forma escalonada reduzida por linhas e corresponde às equações: 


XI = 3 
X2 =-1 
X3 = (0 
X4 = 5 
Assim, o sistema tem solução única, a saber xı = 3, x; = —1,x3 = 0, x4 = 5. n 


EXEMPLO 4 Em cada parte, a matriz aumentada de um sistema linear nas incógnitas x, y e z foi reduzida à dada forma 
Sistemas Lineares escalonada reduzida por linhas por operações elementares sobre as linhas. Resolva o sistema. 


a Três Incógnitas 
L 0530-0 1 09 =] 1-5 1 4 
(а) 10120 bDIlo 1-4 2 (0|[0 O 0 0 
0 0.0 1 o :0 O 0 0 © 0 0 


Solução (a) А equação que corresponde à última linha da matriz aumentada é 

Ох +0y +02 = 1 
Como essa equação não é satisfeita рог quaisquer valores de х, y ou 2, o sistema é inconsistente. 
Solução (b) А equação que corresponde à última linha da matriz aumentada é 

0x + 0у + 02 = 0 


Essa equação pode ser omitida, pois não impõe restrição alguma sobre x, y ou z; portanto, о sistema linear 
correspondente à matriz aumentada é: 
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x +32=-1 
y-4%= 2 
Como x e y correspondem aos pivós da matriz aumentada, dizemos que essas duas sáo as variáveis líde- 
res. As demais variáveis (neste caso, somente z) sáo ditas variáveis livres. Resolvendo para as variáveis lí- 
deres em termos das variáveis livres, obtemos 
x=-1-3z 
y=2+4z 


Dessas equações vemos que podemos associar um valor qualquer à variável livre z, digamos 1, a partir do 
qual podemos, então, determinar x e y. Assim, o conjunto-solução do sistema pode ser representado pelas 
equações paramétricas 

x=-1-3t, y =2+4t,2=1 (1) 
Substituindo diversos valores de t nessas equações, podemos obter diversas soluções do sistema. Por exem- 
plo, tomando t = 0 em (1) obtemos a solução 

x= y=2, 2=0 


e tomando t = 1 obtemos a solução 
*=-4,. уш б, z=l 


Contudo, em vez de pensar em (1) como uma coleção de soluções individuais, podemos pensar no conjun- 
to de todas soluções como um objeto geométrico escrevendo (1) na forma vetorial 


(х, y, 2) = (—1, 2, 0) + 1(-3, 4, 1) 


Agora podemos ver que as soluções formam uma reta em R’ que passa pelo ponto (-1, 2, 0) e é paralela ao 
vetor v = (3, 4, 1). 


Solução (c) Como vimos na parte (b), podemos omitir as equações correspondentes às linhas de zeros, 
de modo que o sistema linear associado à matriz aumentada consiste na única equação 


x-Sy+2=4 (2) 


a partir da qual vemos que o conjunto-solução é um plano no espaço tridimensional. Mesmo (2) sendo 
uma forma válida do conjunto-solução, há muitas aplicações nas quais é preferível expressar o conjunto- 
solução em forma paramétrica ou vetorial. Podemos converter (2) para a forma paramétrica resolvendo pa- 
ra a variável líder x em termos das variáveis livres y e z e obter 


x=4+5y-—z 


Desta equação vemos que podemos associar valores quaisquer às variáveis livres, digamos y 2 sez = t, 
que, então, determinam o valor de x. Assim, o conjunto-solução do sistema pode ser representado parame- 
tricamente como 


x=4+5s-t, y=s,2=t (3) 


Para obter o conjunto-solução em formato vetorial podemos usar o método do Exemplo 6 da Seção 1.3 
(com s e t no lugar de t, e t,) e reescrever (3) como 


(x, y, 2) = (4,0,0) + s(5, 1,0) + 1(—1,0, 1) 


Essa equação diz que o conjunto-solução é um plano que passa pelo ponto (4, 0, 0) e é paralelo aos veto- 
res (5, 1,0) e (-1, 0, 1). [s] 


OBSERVAÇÃO Um conjunto de equações paramétricas (ou seus equivalentes vetoriais) para o conjunto- 
solução de um sistema linear é costumeiramente denominado uma solução geral do sistema. Como no úl- 
timo exemplo, em geral denotamos os parámetros de uma solução geral por r, s, /,..., mas podemos usar 
quaisquer letras que nào conflitem com os nomes das incógnitas. Para sistemas com mais de trés incógni- 
tas, é conveniente usar incógnitas indexadas, como f,, t. t, . . . 
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SOLUÇÕES GERAIS 
COMO COMBINAÇÕES 
LINEARES DE 
VETORES-COLUNA 


ELIMINAÇÃO 
GAUSSIANA E DE 


GAUSS-JORDAN 


Em muitas ocasiões, é desejável expressar uma solução geral de um sistema linear como uma combinação 
linear de vetores-coluna. Como no Exemplo 4, a idéia básica para fazer isso consiste em separar os termos 
constantes dos termos que envolvem os parâmetros. Por exemplo, as equações paramétricas em (1) podem 
ser expressas por 


КЕ Finn EE o 


e analogamente, as equações paramétricas de (3) podem ser expressas por 


ТҮ 
ГЕ : 


Vimos como é fácil resolver um sistema linear uma vez tendo obtido sua matriz aumentada em forma es- 
calonada reduzida por linhas. Agora vamos dar um procedimento passo a passo para reduzir qualquer ma- 
triz à sua forma escalonada reduzida por linhas por meio de operações elementares sobre as linhas. À me- 
dida que enunciamos os passos, vamos exemplificar reduzindo a seguinte matriz à sua forma escalonada 
reduzida por linhas: 

0 0 => 0 7 12 


2 4-10 6 12 28 (6) 
2 4 -5 6 -5 -1 


Pode ser demonstrado que o conjunto-solução de um sistema linear não é alterado quando são apli- 
cadas operações elementares sobre as linhas à matriz aumentada do sistema. Assim, podemos ter certeza 
que o sistema linear correspondente à forma escalonada reduzida por linhas de (6) tem as mesmas solu- 
ções que o sistema original. Aqui estão os passos para reduzir (6) à forma escalonada reduzida por linhas: 


Passo 1. Encontre a coluna mais à esquerda que não consiste inteiramente em zeros. 


0 0 2 0 7 1 
2 4 -10 6 12 28 
2 4 5 6 -5S —1 


ta Coluna não-nula mais à esquerda 
Passo 2. Permute a linha superior com outra, se necessário, para ter uma entrada náo-nula ao topo da co- 
luna encontrada no Passo 1. 


2 4-10 6 12 28 


- Foram trocadas as primeira e segunda 
Rs 


2 4 -5 6 =5 -l 


Passo 3. Se a é a entrada que agora está no topo da coluna encontrada no Passo 1, multiplique a primei- 
ra linha por 1/a para introduzir um pivô. 


12-5 3 6 14 


A primeira linha da matriz precedente 


2 4-5 6 -5-1 


Passo4. Some múltiplos convenientes da primeira linha a cada uma das linhas seguintes, para ter todas 
entradas abaixo do pivô da primeira linha iguais a zero. 
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5 3 é oM 
à terceira linha. 
5 0 -17 -29 z 


Passo 5. Agora oculte a primeira linha da matriz e recomece o método a partir do Passo 1, desta vez apli- 
cado à submatriz que restou. Continue dessa maneira até a matriz inteira ficar em forma esca- 


© O» o Oom oo im 


Passo 6. 


0 
0 


lonada por linhas. 
239—583 6 14 
0 -2 0 7 12 
0: 5 0 -17 -29 
IS Coluna não-nula mais à 
esquerda na submatriz 
2 -5 3 6 14 
7 A primeira linha da submatriz foi multi- 

0 1 0% = 2 -6 plicada por —1 para introduzir um pivô. 
0 5 0 —17 —29 
2 —5 3 6 14 =$ vezes a primeira linha da submatriz 
0 1 O» at 36 foi somado à segunda linha da submatriz 

2 para introduzir um zero abaixo do pivô. 
o 0 0 $ i 
DISC 
0 0:0 dk 4 


о N 


E Coluna não-nula mais à 


esquerda na nova submatriz 
= Y 14 — — 
7 A primeira (e única) linha da nova 
1 0 HN —6 submatriz foi multiplicada por 2 para 
0 1 2 introduzir um pivô, 


Começando com a última linha não-nula e trabalhado para cima, some múltiplos convenientes 
de cada linha às linhas superiores para introduzir zeros acima dos pivôs. 


2 
0 
0 


2 
0 
0 


2 
0 
0 


-5 3 6 14 
T $00 ] vezes a terceira linha da matriz 
0 0 1 precedente foi somado à segunda linha. 
-5 3 0 2 
—6 vezes a terceira linha foi somado 
ZEE 
0 3 0 
S d. à primeira linha. 


A última matriz está em forma escalonada reduzida por linhas. 

O procedimento (ou algoritmo) que acabamos de descrever para reduzir uma matriz à forma escalona- 
da reduzida por linhas é denominado eliminação de Gauss-Jordan. Esse algoritmo consiste em duas partes, 
a etapa para frente, na qual introduzimos os zeros abaixo dos pivôs e então uma etapa para trás, na qual in- 
troduzimos zeros acima dos pivôs. Se usarmos somente a etapa para frente, o procedimento produz uma for- 
ma escalonada por linhas e é denominado eliminação gaussiana ou, então, eliminação de Gauss. Por exem- 
plo, na redução acima, obtivemos uma forma escalonada por linhas ao final do Passo 5. 
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ALGUNS FATOS Ё importante saber dois fatos sobre as formas escalonadas por linhas e a reduzida por linhas, que enuncia- 
SOBRE FORMAS mos sem prova. 
ESCALONADAS 
1. Toda matriz tem uma única forma escalonada reduzida por linhas; ou seja, independente do méto- 
do utilizado, Gauss-Jordan ou alguma outra seqüéncia de operações elementares sobre as linhas, 
no final sempre obtemos a mesma forma escalonada reduzida por linhas.” 
2. As formas escalonadas por linhas não são únicas; ou seja, duas sequências diferentes de operações ele- 
mentares sobre as linhas podem resultar em formas escalonadas por linhas diferentes de uma mesma 
matriz. Contudo, todas formas escalonadas por linhas têm seus pivôs na mesma posição e todas têm o 
mesmo número de linhas inteiramente nulas na base. As posições dos pivôs são denominadas posições 
de pivô na matriz aumentada e as colunas que contêm os pivôs são denominadas colunas de pivô. 
EXEMPLO 5 Resolva o seguinte sistema linear por eliminação de Gauss-Jordan: 
Resolvendo um Sistema ху + 3х) — 2x3 + 2х5 = 0 
Linear por Eliminação 
de Gauss-Jordan 2x1 + 6x2 — 5x3 — 2x4 + 4x5— 3x, = –1 
5x3 + 10x4 + 15х6 = 5 
2x, + 6x; + 8x + 4х5 + 18х6= 6 
Solução А matriz aumentada do sistema é 
1 3-2 02 0 0 
2 6-5 -2 4 -3 -1 
т ] 0 0 зо 0 15 5 
A Álgebra Linear na História АР 0. 


Uma versão da eliminação gaussiana apareceu pela primei- 
ra vez em torno de 200 a.C. no livro chinês Nove Capítulos 
de Arte Matemática. Contudo, o poder do método não foi 
reconhecido até que o grande matemático alemão Carl Frie- 
drich Gauss utilizou-o para calcular a órbita do asteróide Ce- 
res a partir de pouquíssima informação. O que aconteceu 
foi o seguinte. No dia 1º de janeiro de 1801, o astrônomo 
siciliano Giuseppe Piazzi (1746-1826) observou um objeto 
celeste mal e mal visível que poderia ser o planeta “que fal- 
tava.” Ele deu o nome de Ceres àquele objeto indistinto e 
fez um número limitado de anotações de sua posição, mas 
logo o perdeu de vista quando ele se aproximou do Sol. 
Gauss tomou a si o problema de calcular a órbita de Ceres a 
partir dos limitados dados disponíveis usando mínimos qua- 
drados e o procedimento que hoje denominamos elimina- 
ção gaussiana. O trabalho de Gauss causou uma sensação 
quando Ceres reapareceu um ano mais tarde na constela- 
ção de Virgem, quase exatamente na posição prevista por 
Gauss. Mais tarde, o método foi popularizado pelo enge- 
nheiro alemão Wilhelm Jordan em seu livro de Geodesia (a 
ciência da medição das formas e dimensões da Terra) intitu- 
lado Handbuch der Vermessungskunde publicado em 1888. 


Somando -2 vezes a primeira linha à segunda e à quarta linhas obtemos 
T 3-2 10: 2 0) 40 
0 0 -3 -1 
0 Q $5 30 10 15 S 
0 0 4 8 0 18 6 


Multiplicando a segunda linha por —1 e somando —5 vezes a nova segun- 
da linha à terceira linha e 4 vezes a nova segunda linha à quarta dá 
1 3-2 02 0 0 
O 01 T 2 0 3: Y 
о “0 0 0 0 0 10 
O 0:0 0 10. 26 2 
Permutando as terceira e quarta linhas de lugar e então multiplicando a 
terceira linha da matriz resultante por + dá a forma escalonada por linhas 


-2 0 2 0 


ооо н 
ооо о 
Som 

Oum- o 


2 0 3 
0 0 1| 
0 0 0 
Somando —3 vezes a terceira à segunda linha e entáo somando 2 vezes a 
segunda linha da matriz resultante à primeira linha dá a forma escalona- 
da reduzida por linhas 


Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855) 


Wilhelm Jordan 
(1842-1899) 


* Uma prova deste resultado pode ser encontrado no artigo (em inglés) intitulado "The Reduced Row Echeleon Form of a Matrix Is Uni- 


que: A Simple Proof,” de Thomas Yuster, publicado no periódico Mathematics Magazine, Vol. 57, No. 2, 1984, p. 93-94. 
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RETROSSUBSTITUIÇÃO 


EXEMPLO 6 
Eliminação Gaussiana e 
Retrossubstituição 


i $3 9 4 2 0 9 
оол 2 0 0 0 
00000 1 1 
000000 0 


O sistema de equações correspondente é 
x1 + 3x2 + 4x4 + 2х5 = 
хз + 2х4 = 


Resolvendo para as variáveis líderes obtemos 
хі = —3x2 — 4x4 — 2x5 


X3 = —2x4 


wl 


х = 
Atribuindo valores ғ, s e t quaisquer às variáveis livres x,, x, e xs, respectivamente, podemos expressar о 
conjunto-solução parametricamente por 

xj = —3r — 4s — 2t, Хә =r, ху = —25, x4 =S, Xs =f, x=} 


Alternativamente, podemos expressar o conjunto-solução como uma combinação linear de vetores-colu- 
na escrevendo 


xi —3r — 4s — 2t 0 —3r — 4s — 2t 

X2 r 0 r 

x —2s 0 —2s 

X4 E 5 Е 0 in 5 

х5 t 0 t 

Xe. i 3 0 
0 -3 —4 -2 
0 1 0 0 
0 0 -2 0 

=? 0 +5 1 F 0 

0 0 0 1 (7 
1 0, 0 0 " 


Nos exemplos dados até aqui resolvemos vários sistemas lineares primeiro transformando a matriz aumen- 
tada à forma escalonada reduzida por linhas (eliminação de Gauss-Jordan) e depois resolvendo o sistema 
linear correspondente. Contudo, é possível usar somente a etapa para frente do algoritmo de redução (eli- 
minação de Gauss) e resolver o sistema que corresponde à forma escalonada por linhas que foi obtida. 
Com essa abordagem, substituímos a etapa para trás do algoritmo de Gauss-Jordan por um procedimento 
algébrico, denominado retrossubstituição, no qual cada equação correspondente à forma escalonada por 
linhas é, sistematicamente, substituída na equação acima dela, começando da base e avançando para cima. 


Resolveremos o sistema linear do Exemplo 5 usando a forma escalonada por linhas da matriz aumentada 
obtida pela eliminação gaussiana. Na etapa para frente das contas do Exemplo 5 já obtivemos a seguinte 
forma escalonada por linhas da matriz aumentada: 


133 060200 
o O 4 2 0 з й 
000001 1 
000000 0 


Para resolver o sistema de equações correspondente 
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SISTEMAS LINEARES 
HOMOGÊNEOS 


Somente a 
solução trivial 


Figura 2.2.1 (continua) 


хі + 3x2 — 2x3 + 2х5 = 
ху + 2x4 + 3х = 
x=} 
procedemos como segue: 


Passo 1. Resolva as equações das variáveis líderes. 

xı = —3x2 + 2х3 — 2x5 

ху = l — 2x4 — 3x6 

x=} 
Passo 2. Começando com a equação na base e avançando para cima, sucessivamente substitua cada 
equação em cada uma das equações acima dela. 


Substituindo x, = i na segunda equacáo obtemos 
xj = —3x + 2x3 — 2x5 


Substituindo ху = —2x4 na primeira equação obtemos 
xı = —3х; — 4x4 — 2x5 


Passo 3. Atribua valores arbitrários às variáveis livres, se houver. 


Dando os valores arbitrários ғ, se t a x,, x, e x,, respectivamente, obtemos 


Xj = —3r — 4s — 2t, Хә =T, X3=-25, X4 =S, Xs =t, x=) 


que confere com a solução obtida no Exemplo 5 por eliminação de Gauss-Jordan. = 


OBSERVAÇÃO Para cálculos à mão, às vezes é possível evitar frações incómodas variando conveniente- 
mente a ordem dos passos (Exercício 48). Assim, uma vez dominado o método da eliminação de Gauss- 
Jordan, o leitor pode querer variar os passos em problemas específicos para evitar frações. 


Lembre que na Seção 2.1 vimos que uma equação linear é dita homogênea se seu termo constante é zero, 
ou seja, a equação é da forma 


axi+ax +: + аһхь = 0 
Mais geralmente, dizemos que um sistema linear é homogêneo se cada uma de suas equações é homogê- 
nea. Assim, um sistema linear homogêneo de m equações a n incógnitas tem o formato 

ах + ах) +++ aux, =0 

аз\х\ + anx +++ amam =0 (8) 


GmiXi + Qm2X2 +++ Qmnkn = 0 
Observe que cada sistema linear homogéneo é consistente, pois 
x=0, x=0,..., ха = 0 


é uma solução de (8). Esta é a solução trivial. Todas outras soluções, se houver, são denominadas soluções 
não-triviais. Se o sistema linear homogêneo (8) tem alguma solução não-trivial 


жй =й, = Soc. Xp ER 
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Uma infinidade 
de soluções 


Figura 2.2.1 


EXEMPLO 7 
Sistema Homogêneo 
com Soluções 

Não Triviais 


então o sistema deve ter uma infinidade de soluções, já que 


Xj = fS], X2 = 185, ..., Xn = tSn 


também é uma solução, para cada escalar t (verifique). Assim, temos o seguinte resultado. 


Teorema 2.2.1 Um sistema linear homogêneo possui somente a solução trivial ou tem uma infinida- 
de de soluções, não havendo outras possibilidades. 


Como o gráfico de uma equação linear homogênea ax + by = O é uma reta pela origem, podemos ver 
geometricamente na Figura 2.2.1 por que o Teorema 2.2.1 é válido para sistemas lineares homogêneos de 
duas equações em x e y: se as retas têm inclinações diferentes, então sua única interseção é na origem, que 
corresponde à solução trivial x = 0, y = 0. Se as retas têm a mesma inclinação, elas precisam coincidir e 
portanto temos uma infinidade de soluções. 


Use a eliminação de Gauss-Jordan para resolver o sistema linear homogêneo 


x1 + 3x2 — 2x3 + 2x5 =0 
2x1 + 6x? — 5x3 2x4 + 4x5 3х6 = 0 
5x3 + 10х4 + 15x6 = 0 

2x1 + 6x2 + 8x4 + 4х5 + 18x6 = 0 


Solução Observe, inicialmente, que os coeficientes das incógnitas desse sistema são os mesmos que os 
do Exemplo 5, ou seja, os dois sistemas diferem somente pelas constantes do lado direito. A matriz aumen- 
tada do sistema homogêneo dado é 


1 3-2 0 2 0 0 
2 6-5-2 4-3 0 
(9) 
оо 5 10 0 15 0 
2 6 0 8 4 18 0 


que é a mesma matriz aumentada do sistema do Exemplo 5, exceto pelos zeros na última coluna. Assim, a 
forma escalonada reduzida por linhas dessa matriz é igual à forma escalonada reduzida por linhas da ma- 
triz aumentada do Exemplo 5, exceto pela última coluna. No entanto, é bastante simples constatar que uma 
coluna de zeros não pode ser alterada por operações elementares sobre as linhas, de modo que a forma es- 
calonada reduzida por linhas de (9) é 


1304200 


0012000 (10) 
0000010 
0000000 
O sistema de equações correspondente é 
xi + 3x; T 4x4 + 225 = 0 
хз + 2х4 = (11) 
хб = 0 
Resolvendo para as variáveis líderes obtemos 
xı = —3x2 — 4x4 — 2x5 
X3 = —2x4 (12) 
X6 = 0 


Atribuindo, agora, valores arbitrários r, s e t às variáveis livres x,, x, e x,, respectivamente, podemos ex- 
pressar o conjunto-solução parametricamente por 


Xj = —3r — 4s — 2t, x2 = r, хз = —25, X4 =S, X5 =t, x5=0 (13) 


Deixamos a cargo do leitor verificar que o conjunto-solução pode ser expresso em forma vetorial por 


(х1, X2, X3, X4, X5, X6) = r(—3, 1, 0, 0, 0, 0) + s(-4, 0, —2, 1, 0, 0) + 1(-2,0,0,0,1,0) (14) 
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ou, alternativamente, por 
xi -3 -4 -2 
х 1 0 0 
ы r 0 ts $ +1 0 
aj {o 1 0 
xs 0 0 1 (15) 
X6 0 0 0 = 


O Exemplo 7 ilustra dois pontos importantes da resolução de sistemas lineares homogêneos: 


1. As operações elementares sobre as linhas não alteram colunas de zeros numa matriz, de modo que 
a forma escalonada reduzida por linhas de uma matriz aumentada de um sistema linear homogê- 
neo tem uma coluna final de zeros. Isso implica que o sistema linear correspondente à forma esca- 
lonada reduzida por linhas é homogêneo, exatamente como o sistema original. 


2. Quando construímos o sistema de equações homogêneo correspondente a (10) ignoramos a linha 
de zeros por que a equação correspondente 


Ox; + 0х + 0x3 + Ox; + 0x5 + 0х6 = 0 


não impõe restrição alguma sobre as incógnitas. Assim, dependendo da existência, ou não, de al- 
guma linha de zeros na forma escalonada reduzida por linhas da matriz aumentada de um sistema 
linear homogêneo, o sistema linear correspondente à forma escalonada reduzida por linhas da ma- 
triz aumentada terá menos equações do que o sistema original, ou então o mesmo número. 


Agora considere um sistema linear homogêneo arbitrário a n incógnitas e suponha que a forma es- 
calonada reduzida por linhas da matriz aumentada tenha r linhas não-nulas. Como cada linha não-nula tem 
um pivô e como cada pivô corresponde a uma variável líder, o sistema homogêneo correspondente à for- 
ma escalonada reduzida por linhas da matriz aumentada deve ter ғ variáveis líderes e n — г variáveis livres. 
Assim, este sistema é da forma 


X +50=0 
хь +50=0 
З (16) 

x+) 0O =0 


onde, em cada equação, a expressão 2 ( ) denota a soma que envolve as variáveis livres, se houver algu- 
ma [ver (11)]. Resumindo, temos o seguinte resultado. 


Teorema 2.2.2 (Teorema da Dimensão para Sistemas Homogéneos) Se um sistema linear homogé- 
neo tem n incógnitas e se a forma escalonada reduzida por linhas de sua matriz aumentada tem r li- 
nhas não-nulas, então o sistema tem n — r variáveis livres. 


Esse teorema tem uma conseqüéncia importante para sistemas lineares homogêneos com mais in- 
cógnitas do que equações. Especificamente, se um sistema linear homogêneo tem m equações a n incóg- 
nitas e se m< n, então deve valer que r « n (por quê?). Assim, o Teorema 2.2.2 implica que existe pelo me- 
nos uma variável livre e isso significa que o sistema deve possuir uma infinidade de soluções (ver Exem- 
plo 7). Assim, temos o resultado seguinte. 


Teorema 2.2.3 Um sistema linear homogéneo com mais incógnitas do que equações possui uma in- 
finidade de soluções. 
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Retornando ao Exemplo 7, poderíamos ter antecipado que aquele sistema tem uma infinidade de so- 
luções pois tem quatro equações e seis incógnitas. 


OBSERVAÇÃO Ё importante não esquecer que esse teorema só é aplicável a sistemas lineares homogé- 
neos. De fato, existem sistemas lineares não-homogêneos com mais incógnitas do que equações e que não 
possuem soluções (Exercício 47). 


ESTABILIDADE, ERRO А eliminação de Gauss-Jordan e a eliminação de Gauss são bons exemplos do desnível que existe, muitas 
DE ARREDONDAMENTO vezes, entre a teoria matemática e sua implementação prática. A origem da dificuldade é que sistemas li- 
E PIVOTAMENTO пеагеѕ de grande escala são resolvidos por computadores, os quais, por sua própria natureza, representam 
PARCIAL números exatos por aproximações decimais (mais precisamente, binárias) e com isso introduzem erros de 
arredondamento, A menos que sejam tomadas precauções, os erros de arredondamento em computações 
sucessivas podem degradar a resposta a ponto de torná-la inútil. Os algoritmos nos quais isso tende a acon- 
tecer são denominados instáveis. 
Na prática, são utilizadas várias técnicas para minimizar a instabilidade inerente das eliminações de 
Gauss-Jordan e de Gauss. Por exemplo, pode ser mostrado que a divisão por números próximos de zero 
tendem a ampliar os erros de arredondamento: quanto mais próximo está o denominador de zero, maior 
será o aumento do erro. Assim, na implementação prática das eliminações de Gauss-Jordan e de Gauss é 
procedimento padrão efetuar uma troca de linhas a cada passo para colocar a entrada de maior valor abso- 
luto na posição de pivô antes de dividir tudo e introduzir o pivô. Esse procedimento é denominado pivota- 
mento parcial (Exercícios 53 e 54). 
Exercícios 2.2 
| Nos Exercícios 1 e 2, determine, se houver, as matrizes que estão em | Nos Exercícios 5 е 6, determine se as matrizes estão em forma escalo- 
forma escalonada reduzida por linhas. nada reduzida por linhas, em forma escalonada por linhas, ambas for- 
| mas, ou nenhuma. 
100 110 010 
1 2 0 
1. (a) |0 1 0 (b) 010 (e) [0 01 A Т 15:00: 5 
0:0 1 000 000 5 @ |с ооо 1 (b) 10013 
100 000 00000 9/4 014 
(d |0 0 1 (e) 100 1031 
000 000 go al 
010 Y 0 1 0 2 1:3 02,0 
2(0|]100| фо |010 («© 1013 i 5 10220 
6. 
000 000 000 I ad Oloooo1 
оо 000 00000 
(d 00 ()|00 0 00 
00 000 (9/0 0 
00 


| Nos Exercícios 3 e 4, determine, se houver, as matrizes que estão em 


7. Descreva todas matrizes 2 x 2 em forma escalonada reduzida por li- 
nhas possíveis. 


8. Descreva todas matrizes 3 x 3 em forma escalonada reduzida por li- 
nhas possíveis. 


Nos Exercícios 9 até 14, a matriz aumentada de um sistema de equa- 
ções lincares foi reduzida por operações elementares sobre as linhas 
à dada forma escalonada reduzida por linhas. Resolva o sistema. Su- 
ponha que as variáveis sejam x;, х,,..., da esquerda para a direita. 


| forma escalonada por linhas. 
L 
100 120 100 
з. (а) |0 10 (b) [0 10 (ce) 010 
001 000 020 
134 1 5-3 12 3 
4.(9|00 1 lo 1 1|(90/|000 
000 000 001 
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1 0 0 -3 1 дез 2 à 
9,10. 3 «O 0 19.|0 1 4 0 3 
0 0 1 7 O 900 1 2 
10. [1 2 0 2-1 DOW OS Geox 
0.0 1 3 4 WO 1. n 
0 0 ww 3 3 
1-6 0 0 3-2 DD. =: u T— 
11 0 0 1 0 4 7 Nos Exercícios 21 e 22, resolva o sistema linear resolvendo para x, a 
"10 49 «0 d $ $ primeira equação e então usando esse resultado para encontrar x, na 
0 o0 O O 0 segunda equação e finalmente usando os valores de x, e x, para encon- 
trar x, na terceira equação. (Esse método é denominado substituição 
її б б para frente, o contrário da retrossubstituição.) 
12: [0 0 T 0 
0: 0 O 1 21. 2x, = 4 
xy + 3x; = 5 
1 0 0 —7 8 3x; + 2x; t 3x3 =12 
03. 107 702 0 3 2 
O Ww d ss 22. 3x; =-3 
2x; + 3x; = 4 
141 2 0 2-1 3 x+40+x= 5 
Nos Exercícios 15 e 16, a matriz aumentada de um sistema de equa- Nos Exercícios 23 até 28, resolva o sistema linear por eliminação de 
ções lineares foi reduzida por operações elementares sobre as linhas à Gauss-Jordan. 
dada forma escalonada por linhas. Resolva o sistema por retrossubsti- 
tuição e em seguida resolva-o novamente reduzindo a matriz à forma 
escalonada reduzida por linhas (eliminação de Gauss-Jordan). Supo- 23. xit х›+2хз= 8 
nha que as variáveis sejam x,, X» . . . , da esquerda para a direita. -xı — 2x2 + Зхз = 1 
= 2. 3x, — 7x; + 4x = 10 
1—3 4 7 24. 2x; 42x; +253 = 0 
15:10 1 2 2 -2x + 5х + 223 = 1 
0 0 1 5 8 + x2+4x = –1 
L q 8-5 6 25. x- y+2- w=-1 
tlio q 4-0 3 2x+ y-2-2w=-2 
ол Q 1 E 2 -x+2y-4 + w= 1 
3x -3w = -3 


Nos Exercícios 17 até 20, a matriz aumentada de um sistema de equa- a» –202+3с= 2 


ções lineares foi reduzida por operações elementares sobre as linhas à За + 6b – 3c = —2 
dada forma escalonada por linhas. Resolva о sistema рог retrossubsti- ба +6b+3c= 5 
tuição. Suponha que as variáveis sejam x,, x;, . . ., da esquerda para a 
direita. 27. 2x — Зх = –2 
2х\+ x= 1 
3x, + 2x; = 1 
1 7-2 0 -8 -3 
go 0 0 1 6 5 28. 3x, + 2х. — x; = –15 
"Ho 3 «0 à 3 19 5xi435n42n- 0 
0 00 0 0 0 Зх + х + 3х3 = 11 
6x — 4х2 + 2х3 = 30 


- 
l 
о 
- 
ЕА 


Nos Exercícios 29 até 32, resolva o sistema linear indicado por elimi- 
nação gaussiana. 


© 
© 
© 
- 
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29. Exercício 23 
30. Exercício 24 
31. Exercício 25 


32. Exercício 26 


42. Z+ Zi+Z5=0 
—-Z|- 22 + 223 – 324 + 25 = 0 
21+ 22 – 223 — 25=0 
22; 22; — 23 +Z5=0 


Nos Exercícios 33 e 34, determine sem fazer contas se o sistema ho- 
mogéneo tem solugóes náo-triviais. 


Nos Exercícios 43 até 46, determine os valores de a para os quais o 
sistema dado náo possui solugáo, possui exatamente uma solugáo ou 


33. (а) 2x1 - 3x2 + 453 – x4=0 
Txi + х – 8x3 +9x,=0 
2x +8m + ху- = 0 
(b) x; -2x; - x3=0 
3x + 2х3 20 
4 = 0 


34. (а) anxi + anx + anx = 0 
адхі + anx + аззхз = 0 

(b) 3x — 2x, =0 

бху — 4x; 20 


Nos Exercícios 35 até 42, resolva o sistema linear homogéneo dado 
por qualquer método. 


35. 2x, + w + 3х3 = 0 
x + 2х2 =0 
х + 2х3 = 0 


36. Зх+х+ху+җц=0 
5x — x2 + x3 — x4 =0 


37. 2x+2y+42=0 
ш = y-32=0 
-2ш+ x+3y-22=0 


38. 2x- y-32=0 
=x +2y-32=0 
x+ y+42=0 


39. v+3w-2x=0 
2u + v—-4w+3x=0 
2u + 30+ 2ш - x=0 

—4u — 3v + 5ш — 4x = 0 


40. xi + Зх +u= 
x + 40 + 2х3 = 
-2x — 2х3 — x4 = 0 

2x — 402+ x += 0 
x— 2n- хз += 0 


41. 2h- 2 +36 +4. = 0 
h -2h +7. =0 
3h-3h + 6 +51 =0 
21+ L +41 +41,=0 


| possui uma infinidade de soluções. 

L 

43. x+2y+ 3z= 4 
3х- y+ xz 2 
4x+ y-l42=a+2 

4. x+2y+ z=2 
2x -2y + 32-1 


x +2у + (а? – 3): =a 
45. x+ 2y= 1 
2x + (а? -5y =a -1 


x+ y+ fR= 
46. 2x +3y + 172 = -16 
х+2у + (а +1) = За 


47. Considere os sistemas lineares 


x+ y+ 2=1 
2х +2y+22=4 


x+ y+ 2=0 
2x+2y+22=0 


(a) Mostre que o primeiro sistema não possui solução e escreva o que 
isso significa quanto aos planos representados por estas equações. 
(b) Mostre que o segundo sistema tem uma infinidade de soluções e 
escreva o que isso significa quanto aos planos representados por 
essas equações. 
48. Reduza a matriz 


à forma escalonada reduzida por linhas sem introduzir frações em 
qualquer estágio intermediário. 


49. Resolva o seguinte sistema de equações náo-lineares para os ângu- 
los incógnitos 0, Be у, onde 0 < e < 27, 0 € BS 21e0 s ys z. [Su- 
gestão: Comece fazendo as substituições х = sen 0, у= cos Be 
z=tg 7] 
2sena— cosB+3tg y =3 
4sen a --2cos B — 2tg y —2 
6sena —3cosB+ tgy=9 


50. Resolva o seguinte sistema de equagóes náo-lincares em» yez [Su- 
gestão: Comece fazendo as substituições X =X, Y= y. Zz-z] 
x+y + 2=6 
ху +22 =2 
202 +y- 2 =3 
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Seção 2.3 Aplicações de Sistemas Lineares 


O sistema utilizado pelos militares, pilotos de vis agrimensores, companhias de serviços e esportistas, 
eem navios automóveis para determinar sua localização precisa avs de um sistema de sales er. 
estes € denominado GPS (as iniciais de Global Porloning System, em inis Ene sistema, que € 
operado pelo Departamento d Defesa des EUA. oficialmente utiliza 24 sites que percomem uma Г 
"ia temesi а сайа 12 Boras a uma alude de aproximadamente 7 700 kan: Ene кибе: se movem em 
seis planos orto que foram escolhidos de tal maneira que, de сада ponto da Terra, sejam visis de 
co alo шай. 

Par explicar como funciona o sistema, supremos que a Тата seja uma esfera e qe tenhamos um 
sema de coondenadat ту: com origem no cem da Tera cto; posto pelo o ое (Figura 23.1) 
Suponhamos que, em relação a esse sistemna de coordenadas, um certo navio eta sua localização х,у, 
descobecida num certo tane de tempo t Pan sula s conus, заросла Lamb ue as din 
‘cias sejam medidas em unidades iguais ao raio da Tera, de modo qae a coordenadas до navio sempre а 
Залата equação 


ES 


O GPS ula ига шаар e distâncias calculadas de quatro ats para identificar ак coor- 
ахад. у, ) do замо no instame As distâncias são calculadas usando а velocidade da luz (apro- 
ximadament iguala 469 raios da Tera por centésimo de segundo) е o tempo que о sinal leva para 
рисопт distância entr o sal e о navio. Por exemplo, se o navio recebeu o sinal во instante re o 
йде indica que o sinal foi transmitido no insane de tempo 4 eti а distância d persona pel 
МЯ 


С) o 


En morin serm suficientes vé бийс entre пано e айе para determinar as coordenadas des- 
conhecidas do avo. Contudo, o problema € que o navio (ou quem quer que esteja rando о GPS) em. 
ea, ão бырде de regis que consiga callar o mst de tempo com precisie suficiente par o 
posicionamento global. Asi, variável tem (1) presisa ser considerada uma {ката incógnita e portan- 
o necesidad de saber a distincia a um quai ale Suponba que, além de ani tempo, а 
dd sace bém oem кав coordenadas (x, Yy с) aque Isa d tempo e, com imo permita 
calcular d por 


BA copio?» Sites de Eaunghes irasas 


EXEMPLO Y 


A a 
 Comparande on quadrado de (1) e) sradondundo para wës casas decimis obtemos а equação de we- 
gundo grau 

Gm eoa 020 a o 
Сото há quatro sitos dierensex e podemos obter uma equação dessas para cada um deles, promos 
quatro equações nas quatro incógnitas x, y, z e 1y Embora essas equações jum de segunda ordem, com 
"am pouco de Agea 6 ровіча id ls para obter um sisterna de equações Ineares que pode ser resol- 
vio paza inn semen мв com um exemplo 


Digamos que um avo com condenadas (1,3) desconhecidas num instante de tempo ec os seguin- 
tes dados de quatro suits, com coordenadas medidas em ralos ess e o tempo em centésimos de 
sepindoa partir da mea no 


Sette [orici do ce [Tempo 
1 [amasan | 106 


Stbsiindo o dados do primeiro sit а Fórmula 3) obtermos a equação 
nr e 


qoe abrindo os quadrados, pode erecta como 

MEHAR 28e 0466 m a + у e OZA +7377 
Todas ns nossas contas forum eftadas coen a precisão total de пона ferramenta computacional mas ar- 
rodondadas a us casas decimals quando escritas) Contas eme uses com os dados os cos ts st 
lies completan as equações do seguinte sistema não liar de equações: 

m 

3054 Ae - 0246r = + у +2 0228 47562 

звезду + A2: сва — i + y +1 - (227 47208 

dé узды- OX Eee - 02A 47807 
Os emos quadros em nda estas ações são os mesmos, de modo que sata cada uma das ts 
“limas equações da primeira, obtemos o sistema linear 

ааа + ину Ide 0200085 

p G 

23614 42у = 028e = Ono 0.3 
Como һа rs equações a quatro incógnitas, podemos esperar qoe a solução peral de (5) envolva um pari- 
meo, digamos +. Resovendox, e em ermen de e sbsiindo em qualquer uma das equações qu 
ticas originais, ойо equações фай с; em s, que podem, están ser resolvidas para calcular y 
e Para executa este plano, deixamos a cargo do let verificar que form escalonada reduzida por 
таш da таш aumentada de (5) € 


Ї ШЕ E 


o 1 о ams aus 
D o 1-au9 ots, 


qual obtemos 


Seão23 « Aplicações de temas Lineares 05 


ANÁLISE DE REDES 


s 


a 


Fonasa 


EXEMPLO 2 


ET 
on eos 
ола + 0.1095 e 
Para encontrar s podemos bitis essas expressões em qualquer uma das quaro equações quartis 
азана Mas especificamente ubstiindo esses lores de x ye zem (4) e implicando, obtemos 

6 — 09455 - oisi = 


Aim bem as olções 
10989 е 124988 
т\б). Como 420, s= t оооп o valar positivo de s que, ніні em (6). fornece 
оолу =(08240,519,0398) 
“qe ão coordenadas do navio. O lee pode querer confirmar que еме é um ro na supe da Terra mos- 


"идо que sd a uma dae do cema da Тата a телин de evo de eat Para sd reação, 
каток agora cometer sas condenada er Inte pi, па оніо ай бк ара ® 


O conceito de rede aparece numa variedade de aplicações. Em temo perais, uma rede um conjunto de 
ramas avs dos quais“ alguma coisa. Para dar alguns exemplos, os ramos podem ser бозе асот 
“rats dos quais Ti corrente etica, canos través dos quais ПЫ água ou pero nuas de ша cidade 
sas quas fem os venoso concxdes financeiras pelas que fiber. 

O amos da mari das rodes se encontram em poto denominados nós ou wies, os quais o 
"изо se divide. Por exemplo, mma rede elétrica, os nó ocorrem onde três ou mais fios se justam, na re- 
“dedo rn cles ocorrem em cruzamentos de ruas e uma rede fnnc eles corem em centros ban 
iris rn quais о ирет то indios ou oras иал. 

No estudo de redes existe, em geral, alguma medida numérica da taxa de fx a0 longo do ramo. 
Porexempl, ono de uma comen elétrica em peral, medido em ampères, a tata de Пало da qua ou 


retido, 

2. Conservag do uxo mum nó -A па de fluso par dentro de um nó igual tana de xo pe 
rafom don, 

3. Conservação do Пих na rede -A taxa de uo para deniro da rede ipa! à taxa de fluxo para 
foa da ee. 


A segunda propriedade parante que o que Пы no se acumula nos s é terceira parante que não se au. 
"mola ап ponto gaz da rod. (Em redes fechadas, teia propriedade vale automaticamente, pois ata 
xa de una para fora e para dentro d ede igual aem) 

Essas propiedades sio Пилди; na Figura 23, que mostra uma rede aber com quaro ns Por 
simplicidade а tanas de fluxo na iura do indicadas sem referência а unidade. Observe que oo. 
val para den da rede 670 + 40 = 110 e о uno toa para fora da rede € 50 + 60110, havend, poran- 
to, conservação d (шо n rede Além disso, esn cul м, uo para de é para fora dn é 0 mes- 
mo (serio) havendo, pato, conservação do Поко em cada nó. 

Um problema pico de andis de rales d osa taxa de Поа conhecidas em alguns ams pra en: 
contar ала de To em todos on demais amos arde. Aqui termos um exemplo 


A Figura 233a тоша uma rede con indicio de algumas ыа de Nuto ao longo de ramos. Encontre 
эша de fimo ео sentido do fo nos даан ramos. 
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» Solução Como lus a Figura 2335, escolhemos sentidos abiiis para as taxas de fluxos „л, e 
No precisamos nos preocupar com a veracidade deme sentidos, pois um sentido incorreto acabará rece 
bendo um valor negativo para а taxa d Поло quando tivermos resolvido para as incita 

Pela conservação do fluxo no nó A emos. 


aem 30 


Anaogamente, nos demais nós obtemos 
m 
ME ос) 
nme 


Eos quaro condições produzem o sistema linear 
mu] 
md 
mnm 
а E 


EET erede eren a o (etm er cam) Dir ещр 
dd pe qo 
E 22 neo 


DO кышнын —— 


0, 45 


Como, iv, vemos que vendo do to mun amo da ма 2.336 sic evo 
xo naquele rumo é para dent do nô A 


EXEMPLO 3. A rede da Figura 134 most uma proposta de iode feo de uma certa cidade em toro de uma de 


mind Pao su pragas. O plano prevë a instalação de um semáforo computadorizado na ada nome da Ran do Lavra 
“raso. dio o diagrama dica o nero máfio de veleulon por hora que se espera ter ns ras que circundam o 
complexo da praga. Todas as ruas são de mi única 


P » ; 
мо E my PES 
pc mE mcs 
» торе = ж 40 
E J 
| 
теша 0 » 


(9). Quanto veus por hora eve semáforo deixar pasar para garantir que o número médio de 
жашо pr boa que ema no compoto sj gua ar mer médio de viia que ado er 
ment 


(0) Seo semáforo for ajustado para equilibrar o (ло total para dentro e para fors do complexo de 
praça o que pode ser dito obre o imer médio de culos por bora que cer pelas из que 


Pars dentro: 500 + 400+ 600+ 200 = 1700 
Para fura +700 +400 


азан os os para for e para deo, vemos que o semáforo deveria deitar pasa 600 veículos 
por hora. 
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Solução (b) Para evitar congentionamentos де тїй, o Пико para den de cada cuzmeno deve ia 
aco axo para fora do cruzan, Para sto acontecer, devem estar sis as seguintes condições: 


Cruzamento ахо para dentro Puno para fora 


А 40600 = аа 
в К Amex 
c 5020 men 
D atu = m 


Asin, com x = 600, como calculamos na parte (a), obtemos o seguinte sistema linear: 


am 1000 
uts  =100 
ажат 70 

E +u= лю 


Deixamos а cargo do leitor mostrar que еше sistema tem uma infinidade de soluções e que estas so di 
das prameticamente pr 
fi 09-1, яу = X01 e XD rnnt о 


Contudo, este exemplo o parâmetro ni ё completamente abri, pois há restrições fisicas а cons 
derar. Pos exemplo, as anas de Поло médias devem ser não negativas pois estamos supondo ruas de mão 
inica e uena taxa de Пало negativa иаа um xo na conramio Portanto, vemos de (7) qe pode ser 
palper mer red que satisfaz O < 1 5 700, o quo implica quea taxa de luno mádi ao longo das ruas 
card denm das coas 


0-139, Xocxc199 0045700, 02270 x 


“Vejamos, apa, como a aniline de redes pode ser азада pars asa circo аво constituidos de ca- 
pictores resistores. Um capacitar é uma fonte de emergia crc, como uma baterae um resistor é um 
erento que dissipa energia léxica, como uma limpada. A Figura 23 5 mosua о diagrama esque 
code um circuito com um capacitor (epecsntado pelo símbolo |, um renistor (representado pelo sín- 
bol ==) e uma cave. O capacitor tem um pólo oro (+) e um polo negao -) Quando a chave 
“St fechada: consideramos а илеше erica ndo a par o бо poso do espace, través doe 
store de voa ao plo negativo до capacitor indicado pla seta na рып). 

A corrente céris que € um fixo de elétrons por os, tem um comportamento multo parecido com 
oo Поло de água por canos. Um capacitor funciona como uma bomba que cria “pressão elétrica” ara 
mena a tasa de ud elétrons с um essa age corno uma estilo um cano querer аша de 
axo dos elétrons. O termo técnico paraa presi erica tenso elétrico, que usualmente é media em 
з (V) A resistëneia € quao o resistor reduz a tenio elétrica costuma se medida em ems (0 
A taaa de Поло dos rms num fo é denominada a intensidade de comente é usualmente medida em. 


ampères (A). O feo preciso de um resistor é dado pel seguinte e 


\н de Ohm. Se uma corrente de 7 ampères pasa porum resistor com uma resistência de Roms, en- 
о resalta ma quedada tensão elétrica de E vos que £o produto da corrente pela estadio xja, 


Ee 


Оа rede clic реа psss уйди captores e resistares iade por alguma configuração de 
ox Um poto no qual ri он mai fo da rede ve encontra € um nó da rede. Um ramo um ligam. 
o dois nén e um ge fechado é ua sce de ramo conectados que começa terminan emo n; 
Se não houver auto items, dizemos que o lago fechado é uma malha, Por exemplo, circuito eléri- 
nda Figura 23 6tem ol nós, duas malas internas е um go enteno. А media que a corrente fi pe- 
Jor clico, cl passa por aumento c diminuições de tendo clic, que so as бенде e aque 
das de viagem, respectivamente, O comportamento da comente pos nó e em tarno de laos fechados é 
Eovemado poe duas les fundamentais. 
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Figuras 


EXEMPLOS 


Lg Pao 


+ 


за) а) ва 
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Le des Correntes de Kirchhoff. A soma das correntes findo para denio de qualquer 6 igual 
soma das correntes Mindo para fora do nó. 


le das Tensões de Kirchhoff. Em uma vola ет oro de qualquer lago fechado, a soma ds eleva- 
es de voltagem é igual soma das quedas de vagem. 


Alei das correntes de Kira é uma verso par cris elétricos do princípio da conservação do fu 
o um nó, que enuncamos para redes geas. Assim, por exemplo, as correntes o nó na Figura 2 3.7 a+ 
tisfazem a equação =1, +1, 

En peral no € possivel saber de amem o sentidos os quis estão ndo as coments em cir 
tos com vários agos e capacitores; por io, а аве de rulos é costume ti eios abro 
ao non da coments nos vários ramo. o delas matemático determinam эс o sentido don 
esto, ou no, cometas. Além de air eios aos unos de cure, e das tensões de Kira e 
qe um sentido de percurso para cada laço fechado. A escolha € sempre abría, mas para obier algu- 
ma consect tomaremos este sentido Somo sedo sempre o hordrio (Figura 2.3.8) Também idu 
mos as seguintes començões: 


+ Seoxentdo asociado comente através do resistor é mesmo que o vertido associado ao laço 
esto ocorre uma queda de айар mo resistor es o sentido associado 1 corrente armés dor 
itor € o oposto do semido associado ao Шо entio ocorre uma elevação de voltagem no resistor. 

+ Se o sentido associado à corrente através do ag ё de — para + num capacitor tão core uma 
elesação de voltage no capchr ese o sentido associado come através do laço € de + para 
Cum capacitor ento core uma queda де voltagem о capacitor 


Seguindo essas convenções ao calcular inensidades de creates, as correntes cujos sentidos de fluxo fo- 
ram idos corretamente serão peiivase aquelas сон саид е Пло foram atribuído incom 
mente serão negativas 


Determine a comente! do circuito mostrado na Figura 239, 
Solução Como o vestido atribuido à comente pelo resistor igual го sentido do ро, temor uma queda 
de voltagem no resistor Pela lei de Oh, sta voltagem E = IR = 3/ Também, como o sentido do laço é 


de - para + во capacitor, tros um aumento de voltagem de 6 volts no capacitor, Anim, pela ei das ten- 
Stes de Kira, segue que 


uo 


є concluimos que acomete é = 2А. Como 1 é positivo, est correto o sentido atribuído ao fluxo da cor 


Determine as comente 1, do cireito mostrado na Figura 2310, 


Solução. Usando os sentidos aids s correntes, a lei das correntes de Kick fornece uma eus- 
gi para cada nó: 


Nó Corrente para dentro Corrente pars fars 
А т = h 
в n = h+k 


Contudo, ам equações realmente são лай, рой ambas podem ser escritas como 
hsh-h=0 © 


Para encontrar valores Unicos para as correntes amos pecar de mas duas equações, que obtemos da te 
das tests de Kira. Podemos ver peio diagramma do circuito que hrs aços fechados, um dos quis 
a malha interna esqenbs com um capacitor de SO V, outro a multa era ii com um capacitor 
de 30 V е o eco о о externo que coném ambos capacitors Aasi, e das tenses de Kie 
de no oce wês aguas. Nom pereunte horária dos lagon, as quedas © as elevações de voltagem ns 
ses wës lagos sã as seguintes: 
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EQUILIBRANDO 
EQUAÇÕES QUÍMICAS. 


Elevação de voltagem Queda de voltagem 


Malha interna à esquerda. E 5114+205 
Malha interna à direita 30+ 1073 +207 o 
Laço eterno 30501015 st 
Estas condições podem ser rests como 
sh +mh= № 
10h +20h = -30 o 
Sh-10h 80 


Contudo, por ser a diferença das duas primeiras, a lima equação é заре а Astim, combinando (9) e 
suas primeiras equações de G)ohtemo о кериле tema веш де wês equações a wês ncia: 
h+ h- b= 0 
5h 2h 50 
юв +20h = 30 
Deixamos a cargo do leitor resolver esse sistema е mostrar que, =8А./, =-5А el," LA Como é 
ро, vemos que o sentido da corte ё о ороо do indicado na Figura 2310. . 


Os componentes químicos são representados pr Діта, químicas que descrevem а composição atm 
cade sas moléculas. Por exemplo, a fórmula química da pia € HO, poi € composta de dois domos de 
Масовно um tomo de соём ea emula química do oxigênio estável € O pois composta de dois 
“tomos de oxigeno 

Quando combinamos compostos químicos ob condições comes, os tomos de suas moléculas se 
катат с formam novas componentes. Par exemplo, a queima de metano, o metano (CH) e o onipè- 
mo estável (0) eem para formar dióxido de carbono (CO. ou gs atómico, gua (Н.О) Iso € in- 
dico pea equação químico 
CH «0: como a» 


A Álgebra Linear na História Ao moléculas esquerd da seta sã denominadas peagnte e as à direi 
O lo alemao Gustav cho ft um aluno de баши. tas os produto. Nessa equação, o sinal de mais serve somente para 
Sou aba sobr dl ue levam sou ora anunciado separar as moléculas e no tem conotação de operação algébrica. Cont 


демо де соге do, esta equação não conta toda a história. рон dita de mencionar e 


ote rec de cos Br à as para uma reação complets (em. 
proparções de moléculas necessárias paa uma reação completa ( 


endo pondo pa ba de regentes), Por templo, podemos ver no Lado dire de (10) 
que pura prai uma molécula de бо de carbono е uma molécula 


de agua precisam de més domos de oxigênio para сайа tomo de саг. 
"ono. Contudo, vemos no lado esquerdo de (10) que апа molécula de 
meta e ила molécula de ini аца im somente dois tomos de 
“oxigênio para сада tomo de carta asim, para ter uma ração com. 
lt, razo de metano para oxigênio estve do ado dos reagente não 
pode ser de um para um. 

Dizemos que uma reação química está equilibrada se aparece o 


mesmo número de Somos em cada do da sta pam сайа pode tomo 


A ação Por exemplo, a ven equina da Equação (10) € 


сц +20, — CO, +20 а 


coma qual queremos indicar que combinamos uma molécula de metano 
md de oigènio estivel para produzir uma molécula де pls ccelo е du moléculas de gua Po- 
“eramos perfeitamente multiplicar toda a equação par qualquer tim positivo. Por exemplo, mali 
cando todos os termos por 2 fornece a equação química equilibrada 

2CH +40, — 200, + 40 


Contudo é convenção padrão utilizar os menors tios poutivos que equilibra equação 
A Equação (10) € suficientemente simple para sr equilibrada por temativa e erro, mas equa 
ões químicas mais comple, requerem um método mais мете, Enem vário todo que 
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EXEMPLO 6 


podem ser sados, mas veremos um que usa sistemas de equações lineares, Para ilustrar o método, va- 
mos reexaminat а Equação (10) Para equilibrar esa equação prium encontrar inteiros, т, 
estas que 

«(Сид + (05) — (C03) 4 ЊО) an 


Contudo, para cada um dos tros da equação mero de amos à esquerda deve ser gal o número 
de átomos dici. Espresso em formato tabs temor 


Lado esquerdo — Lado direito 


porta 
б qual concluimos que a solução gora деше sta é 

am neh n= mt 
de é abra Os menores valores inteiros puso para as асб ore quando tomamos 


2 de modo que podemos equilibrar a надо отилдо X = Lt, = 2,1 = 1, = 2, 1880 confere com 
тазаа concluso acima, poe subindo eases valores em (12) temos (1) 


Equilibre a equação química 


HOO + мро, — вю + юп 
[dedo cloro + [fosfato de sódio] — [dedo src] + [coreo de sio 


Solução Sejam xı, ts tse x inteiros ponitivos que ula equação 
(HC) а; (POS) — 5 (POL +, (MAC) 
Jlanio o пёпето de tomos de cada tipo de bos ados resta 
їп =з Hidrogênio 
iu Соз) 
зоо ба) 
insis Foo 
dncin — Oxigtio(0) 
doque obtemos о sistema linear homogêneo 
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Figura 231 


AER 
o rodo 
b o 1-1 o 
o o o 00 
b e o o o 


me umr 


onde ré artitrtrio. Риз obter s menores valores inteiros positivos que equibram a equação, tomamos 
elas, = За, = lox e exe. Subsituindo ess valores em (13) temor a equação equi 
К+ 


HCL маъво, — њо, + INAC 


Um problem importante em várias aplicações encontar um polinômio cujo gráfico passa por uma co- 
eção de ptos especificados no pano ese poti it um polinômio itepoladr par os ponto. 
exemplo mais singles de um tal problema é encontrar um poa linear 


рдан on 


«aj gráfico passa por dis pontos distintos Cr, x.) e (y y. do plano лу (Figura 23.11) Na Geometria 


n=anth e neato 
orant, os coeficientes ines a e b podem ser idos resolvendo o sistema linear 
anth 
atban 


Não precisamos de métodos pelas para resolver esse sistema: o valor de a pode se obtido slando 
as cquações para eliminar b ato o valor de а pode ser obtido em qualquer uma das dus equs- 
ies para encontrat b. Deixamos a carpo do leitor encontrar a е be mostrar que podem er expresos. 


‚е 


x. Assim, por exemplo, a reta y= ax + b que passa pelos pontos 


as 
desde que tentamos s, 

em e бә 
pode ser oia tomando (e v.) 
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Consideremos, agora, o problema mais geral de encotrar um polinômio cujo gráfico passa pelos n 
pomos sinos 


(inde yad 3 
Commo temos n condições a satisfazer, o sugere que comecemos procurando por pelintnos da foma 
р) masas te tta an 


Já que polnios des forma têm n coeficientes que ендо à nos disposi para satisfazer a n condi- 
ls. Contudo, queremos permitir ов caos em que alguns pontos estão alinhados ou então satisfazem al- 
фа оша configuro, е ito toma рое utilizar algur polinômio degrau menor do que. 1: 38- 
Sim, vamos permitir que a, 1 ou otros coefienes sejam nulo em (17) 

O próximo teorema, que será provado mai adiante, resultado fondamental da interpolação poli- 
тоша. 


Teorema 23 (Interolação Polinomia) Dados quaisquer прото no plano xy ue tm condena 
dass nas, existe um único polinômio de pru п 1 cujo gráfico pasa por estes ponios, 


Vejamos como poderlas encon o polinômio шері (17) cujo gráfico passa eis patos 
de (16) Como o gráfico dese polinômio ёо gráfico da equação 


ra 
que que ss coordenadas dos poto sata 
анан tatta =n 


arde 


te 


Estamos supondo que os valores de е y sejam conbecidos nessas equações, de modo que vemos este sis- 
a, Desse ponto de Мыш. а mai aumen- 


o» 


Solução. Denote o polito interpolado por 
pi) mata ан ca 


+ denote as coordenadas хе y dos pontos dados por 
nm 
Segue de (19) que maxi aumentada do sistema linear ns incógnitas а, a а, 0, 6 


ТЕЕ 


Fquazana 


EXEMPLOS Nio há como celular aiigrl 
tação 


daa Lale 


"eo, уо) =OS, f(025) 
No Exercco T6 pedimos ao дебо mostrar que o polinômio inerpoador é 


BA capitulo? + Saturna de suche Less 


Exercicios 2.3 


1. A Figura E mora uma rede а ды о comido а tata de 
ano o sentido do a om alguns mos. Econo as шш de 
mo ot o sons derem. 


Figura ter 


2, A Figura Ex mostra ponas tasas е биа de Nmcotoneo 
Farro para fora de med de canos e una ara dee g 
po 


(8) Mon omn sisma Ka са sl forneça as taras de M- 
pred 


00 Renee pr di do экеа 
О кошени cid beer Янда. : 


p КЫ 
Figura sz 
água Б mo ита ed ad us de o ане om 


Пало de vtero ven sis idos. шшк de at dolo 
ars ы msi pl nero di o por bera X e 


(8) Mon uen simma Voca ej sl farnega as tas d M- 
кч 


б) йаша шети par o de odio * 

(E Seo along da nad A pora pi fim 
“vide de ma a, qual er mi mcdio pr. 
mae oe ao ms rs? 


Fgura tea EM за 
А Ака E motes шта те a de maas de o ане com e 
Tono dotes semis dcos A tas de anao pn Us 
бш па чо meias po mero do de ven por hora 
8) Most ип sea Ea са sl forneça as tas de Wo E 
a sa 
б) Es tema par tas de io desconhecidas. 


(6) E poa eh arua de A para Bem vid de uma ce e a a 
шет seo do em nas as ua rs? Epi 
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os Enri até 1, cera una quão aliada para ad 
maçã unia 

* CA +о, = CO; + HO eia de peana) 

10, сён„о, — CO; + NOR (mento do ac) 

п. снсоғ+њо — сн,соон + HE 

32. со, 1,0 — CHO, + О; боон) 


13. Econ ult quiro cujo рибе psa pelos poros 
[rere 


Г 
e 


—&——— 
[on 


Discussão e Descoberta 


DI, (a) Encontre шна рый qoe тунел famia dos ais 
de rn dique ps pelos pos (0. De (0.2) gere 
egin de lr шп pare ár e pdas o. 
doe membros da famia à medida que vaa] 

(0) Edo qu cora da ona hi cu o com aj 
“тш 


Usando Recursos Computacionais. 

Tb eripe is menos que ша ereta pe pra near 
eles lado confirme es eterne des o 
dos rfe ralada obtidos no Ene, 


Ta. a) Us forame pra oct а psi de go que 
pasa pol pets (1. 1.2.9, Sk 1, 2,610.08 L2. 
p) Siga n aço pane pm орошон, 13, 2.8.0.9 
(1616,29, (830) DE uma espaço pa oque cores. 


ту, Encontre valore tios para sois pr o quí ae 
= 


Ag ey Eye i Cp жЕ WO 
O€——M—X———————A— 
(eba -bie Ad. аа 


“E, A fonga de tação da ма de um rj do arco é molda 
cm dis vlidde cmo ep 


DE: 


is aso] 


Foco palo мери de praw S que modela os daot 
npc para cbr a for d vestuario GDO m 
TS. a) Pitu nto primas sen ocu polinômios- 
cono en 0 ca cer 
®) Conga valoro sen S coma roniaco fria or 
p 


d 
poo 


о. Nena ção ei pe ls ps neg dei 
em cans tdo sa fran d a Ie ки 
cora mas ams scsi —— ra 
sos alguna ds nr e ea em pfo apt. 


(6h оет os pri desen de se pn, bs e 
Оа ЯЛ. pr ver omo comparan. 


тє Obtenha Flu do Emo 8. 
TI Use método do Eno pen pi ig 


[eu 


cs ao intao em inc pares pus ado mo 
nio irplador rum aoi o тыы, Compare ua 
ap сип fora pela vua feet et dur 
go ment 


TK Sap goe em но з odas y.) decr rum 


[эман [тоҗе deste 
1 | тала» 
3 [eis | ын 
з [оламаз | au 
4 [seia | оз 


Usado tesis d Bro encon o condenados d rac 
ve veis que ni palato uma rd do 
ça do cr da Tra 


CAPÍTULO 


NOTAÇÃO MATRICIAL 
E TERMINOLOGIA 


Matrizes e Álgebra Matricial 


Seção 3.1 Operações com Matrizes 


бо йм atrio cms mare para ic tação de items equação as Мена ção cor 
seas rare cor es шил со prora des! ui petro oca cre еи 


Lembre que uma marriz um апав) retangular de mbmeos, denominados entrada, que uma matriz de 
m linhas e n colunas € dita de tamanho mx (eia “eme por cne") e que mer de linhas sempre cs- 
oem primeiro lugar Aqui esto alguns exemplos: 


¡ENE ros Б} j Шы 
a a рш ^ ED ma 


Em gral, liam letras пеш para den matrizes rs minúsculas para denotar en 
ls. Ass, uma паш: mx qualquer pode ser dentada por 


| ? 


Uma matriz com n linhas е л colunas é ita matri quadrada de onem п е dizemos qoe as entradas a. 
8 formam a diagonal principal d maia (Figura 3.1.1) 

“Quando queremos uma notação mais compac, podemos escrever (1) como 

Адад. ouem A= lay] 
ode a primeira notação ё utilizada quando importar o tan da matriz е а segunda quado o aman 
eleva Em geral, combinamos а letra denotando a mati com aera asada para sua entras. А 
impor exemplo. 

Ald Beth C= lel 


“Também utilizamos o simbolo (A); para a enda na linha е coluna j da matriz A. Por esempio, e 


DB Capo) + Matisse Agere Mati 


OPERAÇÕES COM 
"MATRIZES 


EXEMPLO 1 
КА 


Paro rias aplicações é desejável ter uma "rata" де тшшш, a qual as matrizes podem ser soma- 
б, obras e mulilicadas de alguma maneira dl No ente desea seio desenvolveremos ea rr 
тёша. 


Definição 311. Duas manos о definidas como май se tm o mesmo tamanho e suas enda 
таразда são iguais. 


En notação matricial, se А = [Je = [Ji o mesmo tamanho, então A 
Cy = (0, (o oquivalentemente, ду = by) para todos valores de (e 


Considere au matrizes 


-Eeh В ра 


Seis A орна eme sx 4 Nao nd de pro qua = Gp EC 
Em amanen eres 


Definição 3.1.2 Se A e Bs matrizes de mesmo tamanho, então a matriz soma A + В das matizes. 
Ае é a таш bd pela soma Gas ads de B com as entradas correspondentes de A е a marriz 
diferença А В é maia otia pla subtação das entradas de B das entradas corespondnes de A. 


Se A = [ae B = [b Jém o mesmo tamanho, tão ена defi die que 
(A ву, = (Ay + OD) a +) а 
(A= Bh = A = Вита e 


Considere as matrizes 


ШИНЫ 


m 
uas as 
12 323] 
105 Aus 
helo +С, ВО, A— Сев C loca ia ros to dm 
pp deer mi : 


Definição 3/13. Se € uma matrize сё um escalar, no mata produto cA ёа mars bid mul- | 
"picando cada entrada de pore. 


Q 


dba 


J е»-р 3 


Onsemvação Como pode se esperar, o negao de uma mun 


de 


Lenbre que ыта mu com uma да é ia um veto inha, uma matriz com uma coluna é dia um ve- 
or-colna e que denotamos vetores tha e vetores coluna por letras minúsculas em ego Assim, um 


“velha 1x qualquer eum vene clona mx | e qualquer têm a form 


A Álgebra Linear na História 
“emo marie td geo 
Tas cont cade or 


Anhar Caio] 


А 


с Ё 


о PRODUTO Ax 


Et 


Uma vez entendia а multiplicação de um escalar poe uma mai, passamos а considerar o produto de 


mb nor nd! é tu | 


Ак vezes ё conveniente pensar пата matriz como wma de ve- 
лопа али оа vetores coluna. Por страм 


ento A pode ser subdividida em vetores coluna como 


E ө 


simo vetor coluna. Anim, para а matriz А de (3) temos 


аз вз ай 
Гол аш аз аш] 
Гон ав аз а] 


1 


ша maries. Como matrizes de mesmo tamanho so somadas somando as entradas correspondentes, 
parse razodyel multiplica duas maze de modo análogo, ou tesa, ng que ambas tenham o mesmo 
tamanho e iliis suas entradas correspondentes. Embora ао seja uma definição perfeitamente 
ана, ocre que eia não tem шде Uma definição que € mas adequados арсар pode er 
motivada pensando na multiplicação marcial no comento de sistemas lineares, Especificamente, cons 


der o vem lincar 


в 


h 
ab 
ann esto ама) Li 


ә) Lo Са 
erige). Por (9). queremos que o Lado esquerdo dessa equação seja o produto Ax, e assim vemos que 
devemos definir ене produto como 


Definição зла Se é uma matiz т xn ex € um vetor.colun п х 1, então o produto Ax £o ve- 


torcoluna т X 1 que resula formando a combinação linear dos vers coluna de А tendo as nadas 
de como coeficientes Mais precisamente, se ов vetores- oluna de A soa, 4.0, então 


M 
af? nacen ao 
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EXEMPLO 4 


ЖЕНЕ ЕДЕН 
ЕЕ 


Onsemação Observe que Fórmula (10) eie queo número de entradas de x seja igoal o número de 
mas de A. Se essa condição no for atendida, eno não definimos o proto A. 


O sistema inar 
"RE 
mE 
а += 


pode ser eserito em formato matricial Ах = b, onde 


TE- | 


“A seguinte propriedade algébrica da multiplicação matricial desempenbar um papel fundamenta 
no noso trabalho nele 


Teorema 3.1.5 Se A é ита matri m x n mio as seguintes relações valem para quaisquer vetores- 
coluna ev em R'e qualquer escalar r: 

(9) Alo) = нд) 

[rv 


Prova. Suponhamos que А esteja subdividida em velores-coluna cono. 
Asim mos d 
que os vetores w e vsum dados em termos de componentes por 


Eno 
mi wen 
ГАНЕ АБЫ 
de modo que da Definição 3.1.4 segue que 


ad) | = cuya reds rae 


rn) ria) eria 
=н 
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O PRODUTO AS 


aque prova a parte (a). Também 
ww 
Atua as m al] T 
ma 

(ua жи vd + + nadi 

= биа mao cen) + (на ers eo ena) 

m 
oque prova pare), . 


GUSTO A parte (P) dese teorema pode ser estendida а somas com mais de duns areas e eno 
as doas panes do ereta podem ser usadas unas para mostrar que 


Arm + nado + лде) = n Ut) en Gl) nr am 
Чоно próximo objetivo par da definição до produto Ax para chegar na definição do produto mail 
mas peral AB, no qual pde ter mais do que uma coluna: Para gan queo produ АВ тайа um cm 
portamento algteco aee, exigimos que vala a condição de aociatvidade 

Ax) = (A a» 
pars cada ver eolma x de K (Figura 311.3). 

Asencio pora Mallo. 

Lr 74 

А condição (12) impe uma поліо de aman sobe А е В. Especificamente, como x é un voor 
de x tem linhas e portao a mat deve ter n colunas par que o produto Ва possa ser definido. o. 
sosigfca que tamanho de deve ser do роз хл, о que implica que o tamanho de Ва deve ser x 1 
Sendo sim, а mat A deve ter s colunas ara que possamos definir AX) е portanto mostramos que o 
Hiero de colunas de A deve e igual ao nimero de has de B. Se contr, e a colunas de Bo. 
emb bo o bp obteremos 

ты ьо Ы | niente ene a» 
s poramo, 

Alis) = At ibi esi en tatan) 
Созефдемешеме, para valer (12), deve valer 

CABE = AX = ni (Abi) + n (4) x b) 
so pode ser obtido da Definição 3.14 tomando os vetores coluna de AB como sendo 

Abs Abas sss, Ab 
Asi, somos levados à sept definição 


Definição 315 SeA Coma mariz m х ге é uma macia — — 
tiooproduo AB éa maniam ха 


AB = Ad, Ab cs Aba] as 
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EXEMPLO S. 


É important lembrar que essa dello quere o mero de colunas до primeiro fr A seja 
galo mer de linhas do sendo fo B. Quando esa condição teni, demos queo tanos 
ел ede B сөп puso produto AB Se os апал eA ede não combinam, eo o produto AB 
ão é definido, Ua maneira comveniecte de determinar e A е В combinam pra ө produto AB nesse 
a, nora tao do pru, escreve os талаш» dos [aee ao a ado com na Figura 313 
o апапво de primeiro fator esquenta e ambo do segundo fator à diria), Se os nero temos 
são gu, xo o рим AB etd дейи eo números exe então dio o tamanho do produto. 
Encontre o pudio 18 de 


E 2751 
Sabão Sead qe po ta mp нисан 
ape Cred de 


ЖЕН А НЕШЕ 

ЕЕЕ 
Я-°Ш+» = 1-2] 

J-e e-i 


pagas yezza 
(—— 


Sola О pemeioftoctem tamanho 3 x eo segundo tem tamanho 23 Os mero "нето," não 
siga, de edo que pet ne ed a 


Ás vezes estamos eres em encontrar ma errada especifica nam poto matricial sem querer ter 
o trbaho de clear toda a coluna дос contém a enda Pera ver como ruo pode ser feno, encontremos 
entrada (AB) na 1-а linha e ima colana de um produto АВ, onde А = [2] E шта marie тж 
€ B Ih] uma ташы к com vetores coluna bi, bs «s Du. Pela Deo 31.6, emos que 064 
mo veorcoluma de ABE 


те | eS o 
ay H EIE a» 


Como errada (A) ва fimt inae ima colum de A £a errada na | tira nta de Ab, egi 
de (Ue de Figura 314 que. 
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CAB) = anb жабу + bay tl 


que é o pradinio escala do Limo vetor linha de А com ө imo vetorcouna de També podemos 


базе (16) ma ção таа 
аву = = e 


an 


Assim, estabelecemos o seguinte resultado, que denominamos regra lnha-coluna ou regra produto er- 


lar da maipo matricial 


Teorema 3.1.7 (Rega Linha-Coluna ou Regra Produto Escolar) А entrada na linha е colana j 
аа matis produto AB € o simo vetor linha de A vezes o imo veror-coluna de B ou, equivalente- 
mentr, o produto escalar do iimo vor linha de Ae o pésimo veror colana de B 


eu em c an ры ba h 
ыыы E uou bm 
ha ta o PV 
тем, am os a 
mp ara iba col por car da indi do emo 
LEES Solução. Como A tem апи 2x3 Bem tamanho 34.0 pro AB ma mait 4 e ama 


EMA) пив) сев) (0-619). (A) e] 
T Les e) ња) ев) EA) ei) (A) e) 


onde (A) e ra(A) são os vetores nha de A e (0), ej). (8) e В) ão os veto colum de A. 


Premiada na aa oca o pl icon 
КЕ Б анаа 
eso), q y 2] (080 


а@б+в-э+Ф- 


amd da e e pued cono 

"—— aem 

prif da ] [EEE 
aran+en= 


Agi estão todas s contas 
аву, = 0-0 0-0: 4-2 
Ойу = @-л)+@--1)+(@-1) 
вуз = (10) 0-3) 


" 
нун = 03-422 18 


аа = 0:4) (6-0) (9-2 
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EXEMPLO à 
[ке 


вуз = (2-1 + @--0+@-Т) 4 
аву» = @-4) + 6-3) + 0-5) = 26 
(авы = @-3)+ 6-1)+ @-2) = 12 а 


A regra linha coma é dl para ввозити entradas específicas num produto таша! А, mas se quier 
mos encontar uma coluna especia de АВ, o que dev ser considerado € a mula. 


еды b cs Belo Abi Abos Ab] 
Aida da Definição 31.6). Segue дема fórmula que a sima oluna de AB é Ab, ou seja, 


SAB) = А/В) ы 
— de A dada peia ли 
TAB) EA) 9) 


Dizemos que (18) £a rena da coluna para apago matricial e que (19) €a regra da linha paa a. 
molipicação marica Em palavras, a regra da coluna ima que а coluna de produto matricial 
“o primeiro fator vezes a sia coluna do segundo fator с а regra da Lila afirma que a ima Unha 
“de um prato bia inha do primeiro faror vezes o segundo fator. 


Sejam A e В ак matrizes do Exemplo 5. Use a regra da coluna para encontar a segunda coluna de AB ea 
reri lia par encontrar a primera nh de AB. 


são 
r 
ЕСЕ E] -[5] 
san-sas-u aoi 3 icr mm 
273 
—— Sci . 


As vezes Б ver as Linhas colunas de um produto AB como combinações ears Por tempo, se 4 é 
uma matrix ex é um ное colum com entradas x), 2» .. к, cmo a Definição 3.14 di que 


Ax m nA) ela) Е en 
que é uma combinação inca dos vores coluna de А com coeficientes de x Analogamente, e В € uma 
aria rx ney é um veolinha com entradas у, o. eno 

YB = унив) vn) est n. en 
que é uma combinação linear dos vetores ha de com coeficientes de y (Exec PI) Como grada 
айша para АВ garante uec, (AB) = Ae (B) e a regra da linha para AB garante que (AB) = r, (A)A, as 
Кап (20) e (31) implicam o estado seg. 


Teorema зла 
(6) O ima vetor coluna de um produto matricial AB ита combinação linear dos veres.co- 
uma de A com coeficientes tirados da | sina coluna de В. 
(0) O Limo vetor inha de um proto matricial AB € uma combinação linear dos vetores nha 
de B com coeficientes tirados da бита inha de A- 
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EXEMPLOS Agui esito as contas do Exemplo Y usando combinações lineares: 


E ha 3[]-9 ее Й-[5] 
paai- i Е ITE 
1$ 


яш 3 19 . 


TRANSPOSTA Em seguida definiremos ura operação maria! sem andlogo na bra dos número reais- 


Definição 3.15. Se A Eua mui, mio a matri rmposto de A, dentada por A', бата 
dei em ltda transformam ss inha de A em dura; ou ўа preci coluna de A da per 
alinha de A, a segunda coma de A €a segunda lia de A, е sim por Game. 


EXEMPLO 10 Algans eeemplos de matrizes e мыз transports sa as seguimos 


pn P E 
a m 2. | ]. cen s-s рем 
Zaad EX 
a m ї 
АННЕ І j а x 
E E 


Esse сиг ilusa que o processo de formar A” a partir de А convertendo bas em colunas, аа 
tomsticamente converte colunas de A em linhas de A". As, era na linta fe coluna / de A se rans- 
‘forma ma entrada na linhas e coluna de A", оа зер, 


wa e» 

ттт a RG 
o tte ri a e ed 
rorem TE 


TRAÇO А seguinie definição, que ser utilizada mais adiante, se aplica somente а mutrizes quadradas. 


| Deliição 3130 Se A € uma matriz quadrada, сайо o traço de A, dentado por rA) £a sorra das | 


005 
Tr 
a 

NOT 

piia 


E 
MAILS е WB) = by tha s 
No que ота de uma тина ёа икта das entradas cujo тизет de linha e colo coincide. 


EXEMPLO 11 


tez 1 х1 [a emos que о produto interno matricial de u com v é o mesmo que uv. vo é lado o 
primo exemplo. 


[E] eE 


então o prod interno matricial de u com v (ыйа vezer colunn) € 


se 


se alfinetes 


Ороди епепо macia de з com v (coluna vezes inha) é 


оз 


E в) 


p 


Conciones esas com algunas rss di entre os conceitos de prt interno mail 
обшо externo matricial, proto escalar e traço. Em pero upa, comparando а sema a Fórmula 
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(Q5) som as entradas diagonais em (24), vemos que os produtos interno e externo matricial de doi veto- 
escola so relacionados pela fórmula do trago 


SESS] es 


“Também segue de 23) e da propriedade de simetria do produ escalar que 


arca es 


Alim disso, trocando а com v em (5) e aplicando Q6) resulta 


С) en 


Lembre, contudo, que essas fórmulas se licam somente e e so expressos como wears nua. 


[eb 2] 


® Gude sepies ui, quand e pre 
mass wa-a  @ар-эс' 
Wp-D (WGR AA+ 
Enc sites mus, шодо бе pve 

POTETE ERTE 
[Ir 


fe) O sepumdo velas inha de Y à 


n PES @ га (o) б, 
(0) Bem tabo fenum. (AG (DEE (DA 
ax 
misc eh 


СЕТТЕ 
D Орао velada de A" 1з E 
pre— — samp iint 

°з. 3] 
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«ide 


Nos Enero 1 2 pee tema m forza A = b. 


Dr 
p 
СИТЕТУ 
азаа 3 
52m =-2 
a) no dd 
mox 0-20 


E 
a hae d 


os Enri 3e M ema por etemo sete sta 


E 
ita 


Гете 


ТҮ 
a-je s a 
Doa а 


48. еВ), om ora nro ovas ep. 
En (nn nro po do pr, 


ГАРТ 
(a) o pimeina vetor lisha de: 
Q o arerio veeo isha de A 
(9 o pando ves clama de. 
rd 
(a) oir stored Ms 
0) terti e disha de AA; 
de) o segundo vola de BA. 
19, Encore 
ңа) Qu) 
(e) WAB) - Аца) 


"m 
mu 
(ti ea 
аана. 


(a) Enconreo produto mata da com v 
ТЫ гает арив неле rati de ca 
1e) Cone load (29) nen tres сө. 
(6) Cafes Fine Q0 рит etre v. 
fe) Cor Fé (7) pasen ese 


i 

"m :] 
Н 

-— ә 


38 ура C D e Ens mai vada nos Ens За E ando o 
oo mer posee peo, — a? 
Ceu Me IDE) 

26 Sejm CD er ma sde nx ses 6 Usado o 
eo miro pued je, exce tlm Ea 1 
par 

эл. мони que abas Айе A еше desd o as AB dA 
doou quadradas. 

э. Mos que A duma me тл e o peo Айй) им detii- 
de eo Duma mui 

В (a) Moune que se санта M— 

a A erd da eo lt om ade 
б) Encore condado andou coa де o 

э a) Moo que Cn сона iguais oA Suma matie 

чири pr aqu AB AC сийе detido ento CC 


м, Em ade pet deron a fra de шы ato A = a ea 
war acção cid Dé va epa do 


өө, 
opm 


РЕР] 
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э. Emenda parte cant a matis A = [ade ame cr 


ondas aim aci encia 

Pr" СКЕ 
Е 

eua велат 


эх. Se que cam dopo st 5, eat do ta 
Sh cada do tipo ct 5 Alé sab que ao: 
di deve nr de en de ud ue Ee 
sda x quais mess da 


Taboao 


e 
RATA 
EUR 
119 


м. Алда dd ds gds ун эша ts 
бше ө meren de plo даб. Sepa M maia 3d vendas 
ene amati OA de vis dep 


Discussão e Descoberta, 
DI. Sabendo qoe AB é uma mani oque pode ser dlo sobre ost- 
Л 


DR. sont uma типи наши A de —— 


һу. Deca metodos et pr tr um pro mr e 
ШШ termo mo ato da ca. 


DA. Quantas mus А de tuno 5 3 podem sar ecos te 


TE] 


ра qui va do ye 21 


DS. мы mas Ade tuo 3 3 podem ser encontradas ts 
ue ar ads de A lo conti Vic 


HE] 


pue quique valores des, ye 27 


(6 офетртенаа matia M + 

9 O queira tia MJ 

6) Encore um vetor cilm x pur qual Me fores ua lia 
do nero de amis, cl, pci e capas vendo em 

а Enni umn ee par o qual ema do 
"ders Ge tes pequeno, máis E prnds eos em 


1E) Uuenda mai ecra set (9) de 
cuia qe ssa ie 
aeo te 

Es 
шш | s | 
с» |» |» 
mé || в 
Cma | is | « 

Vendas em junho | 

| Médio 
EE 
CRE 
tais | o 
== | + 


(9 Dinos qe na тини S uma rai pd d vma mai 
Moe SS= M Enc da né наш dA 
в Qu sq ee ple e cedo pa 
am 
(6) E vetado qe quer matie pá alguna a quina? 
Topes nino 
I. риш» alma тил. A de tamano 3 x a que A tenha uts Б 
ts gu, pra qual me de amb 33? 
DI. кушк laa таша A de tamanho 33 al que AB = 
prd 
ө. Equ e foco dada ea Y) sas) — 
напорна, 
NA) Se AM e AA еше as ада. en є o mate 
dis 


(09) Se + BA o definida ento A e В о mass нызды 
E mamo do. 

(6) Se Bm uma coluna de sera e o proto A de cn 
"o A ша tem uma сим de tro 

(4) Se Bm ama coluna de era ro de o 
o am em a oa de ea 

6) A enprenas AA) e (AM) eto eg para S 
Eve 


@ Senora renta eo = wv. 


Sede32 + inversas Propriedades дубасы de Matrices 11% 


DIO SeA e damas 3x3 en span cla de E soma dape 
meia om ti can, o que pode e dio ole a qund 
Cada 


DIL. Citação ma Sap que 

Trabalhando com Provas 

PA, Prove a Pd (1) picado s mario comparado es 
pow 


Usando Recursos Computacionais. 


Tl (Ag matricial e тира por esealar) Eee a cons 
das Enempls2e 

ER Nail maria) Coco prod AB do semp. 

E rago e rompas) Encore traço tratada mata 


ТЕ 


тї. (traindo tores linha vetar ela entrada) 
(a) Esti tes Enka e setos cla da mad er. 
б) Encore asoma ди vetores sad st ot 
машын Go Ee 
(e) End as саты de diagonal da mat do Басо T3 e 
e ma 


Seção 3.2 


[EU 
(à) Een asoma Ei (hj) prenne. 
O) O que тунлы юта? 


п. Prove que um tm er A = ве conse, some, 
dee o co em contação ld: e 


тє. Veja que acontece quando tetos miar mai jo 
тюс че cos par ro 


тє. (Combinações caes po muliplicago maria Una nein 
eober wma оњак ear сү Усун ntm devi 
em К е colada mitia Ae na qa veto so sc 
Veda Ao tn e aede voca cs cds e 
Ei da. Un ene dido pra co. 
ação li 

$82.14) - 1,9. 1,6 9.1.2.9 


тт. Ve lado Exec 6 par curas ерине, combinações 
scere cem ша ica bio mi 


30,03 411,320) £26,321) 
13 - 15,0) 4 (83,2, 


Inversas; Propriedades Algébricas 


de Matrizes 


esta segde, cromos ams ds рери ca ds арин mar Veremos gue matas ds e 
pa e da иттен: de mea rx amém raem para mr rms que um О ет. 


O próximo teorema lista algumas ds propriedades básicas da adição matricial е da multiplicação 
por escalar, Todos eses resultados sã os análogos de regras familiares да aimética de números 
mai. 


[Teorema 2.2.1 Se a e bo enealarer e se os tamanho das matrize A, Be C 1o tait que as opero- 
er indicadas podem ser fetus edo 
(ТҮГҮЛ 


WABO ADC 
pro 
(latba m aA BA 
(ea - BA aA -bA 
(oA B) nA a 
(oA m e aA ав 


[Lei da comutaividade da adição 
Leda asocitviade da adição) 
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EXEMPLO 1 


En cada parte devemos mostrar que o ado esquerdo tem о mesmo tanto que o lado dicito e que asen- 
д comespodentes os dos ados io iguais: Para provar que as erradas corresponde io gus 
podemos trabalhar com erradas individuais ou eno podemos mostrar que cs correspondentes veteres. 
‘oluna (оз vetres-inha) dos dos ads sã iguais. Provaremos a parte ) ralando cam entradas in- 
Араш. Alguma das otras pre são deixadas como ereto. 

Prova b) Para ter asoma A + (B + C) definida, as matrizes A, Ве С devem ter o mesmo tamanho, 
gamos тп. Segue disto que A + (В + C) e (A + B) + C ambé tém tamanho тхл. de modo que as 
pressões de ambos lado dessa equação tm o mesmo tamanho. Assim, basta mostrar que s entradas 
correspondentes dos dois ado sã "gusis, ou ej que 


(A+ (840) = IA B) CL, 
pur quaisquer valores de ej. Para mostrar isso, sejam 

А-ай, Ве C= leul 
мап, 

аав =, (ye) Певао de adição matricial] 
lay +by)+cy Leda mmaciatividade para a adição de números reais) 
TAXE) Си — Deli de adição matricial] . 


Nao dele o Tema 321 dar impreso de que tds as ed rca de nes reals хеш tmb 
из matos. Por exemplos bemos que та rica de ies reais é eee verdadeiro que ай = ha, que 
сапада led comunidade da muliplcção. Contudo ale da comido não vl para ma 
"plagio marca, seja, AB e В nã precisam ver marie guis. A igualdade pode fl po ts mode: 
1. AB está definida mas ВА nã (por exemplo, e А £2» 3e Ве За). 
2 Айе BA esi ambas definidas mas não lo de mesmo tamanho (por exemplo, e A 62x 3e Bé 
эх. 
3. ABe BA esto ambas definidas е о de mesmo tamanho, as as duas matrizes so diferentes (co 
тю Hs próximo exemplo 


Considere as matrizes 


10 12 
ELO 


OBSERVAÇÃO Nio deduza desse templo que AB e ВА nunc pode ser iguais. Em casos especicos po- 
de valer que АВ = BA, e enão dizemos que esas matizes comutam. Veremos alguns exemplos mais 
Mise nera sedo. 


Embora a аон аде nio valha para a mtplicação mca multas propriedades mi 
Nares da multiplicação valen também na аапейса matrici 

Em cada pane devemos mostrar que o Lado esquerdo em mesmo tamano que o ado direkto que 
as entradas corespondemes nos dis lados sã iguais. Como observamos depois de enuncia o Teorema 
321, podemos provar eta igualdade trabalhando com entradas individuals ou então mostrando que or 
conespondentes vetores -coluna (ов vetores iba) des dois ados sã iguais. Provaremos as pares (a) e 
TEN Algumas ds otras рала, ão deixadas como ereto 
Prova a, Primeiro devemos most qe a mos ABC) (ABC mo esmo tamanho, Pr ter opro- 
"Rao ВС definido, о número de colunas де В дене ser ua o nimero де nas de С. Assim, supondo que B 
tem amando Exse Clem tamanho ri resta que AC tem tamanho An. Para tero produto ABC) dei 
do o número de ohms da matriz А deve sr gal o mero de ns de ВС digamos port, que tem 
tamanho mx Agora decore que as matrizes ABC) e (ABC Emo mesmo tamanho, a sher, тл. 


indicada poden мт efetuadas, ei 
a) ABC) = (ABC [Lida медайым da multiplicação) 
(0) AG +с) = AB. AC Leda distributividade pda esquerda] 
(Ө (B4CIA=BA+CA IL da distributividade pela dieta 
(D AU - C) AB - AC 


(008 - CIA = BA - CA 
Ф a(BC) = (авус = тс) 


Em seguida vamos mostrar que ão iguais os vere cola correspondentes de ABC) e de (ABC. 
Paris, ja, o ¿simo ver coluna de С. Бийо simo vor com de (ABC é 

ame, a 
"També o «simo vetor-coluna de BC 6 Be, o que implica que o jérimo vetor-coluna de ABC) € 

Ade) a 
No entanto, a definição da multiplicação mata foi cada especificamente para orar AB) = (AB 
‘verdadeiro para qualquer veto colum x que combine para o prato [ver Fórmula (12) da Seção Л]. Em. 
particular, so vale para о vetor coluna e, de modo que (1) € (2) ão iguais, completando a prova. 
Pros). Primeiro devemos mostrar que as matrizes A(B + С) еАВ + AC tèm o mesmo tando Pa- 
ra poder efetuar a soma В + С, mates Ве С devem ter o mesmo tamanho, digamos, 17. А mars. 
A tem, et, colunas, para combinar pa o produto АВ + С), de modo que о umano de A € do po 
mx It implica que A(B + C) AB е AC ёт tamanho mx n e print A(B + Ce AB + AC Emo 
mesmo tamanho, a saber, mx. 

Em seguida vamos mostrar que são iguais os veore coluna correspondentes de A(B + C) e AR + 
AC. Para бид, sejam b e e, o йонни ола de Be C, respectivamente. Então o фито vto ol 
теда + се 


am + o 
cosmo vene coma de AB + ACE 

n" % 
Pela parse (8) do Teorema 3.1.5 temos que (3) (8) io ipi, o que completa prov . 


onstmação Embora a soma a multiplicação matas bm sido definidas para pares de matrizes, 
алек da aocinividade A + (+ С) = (A + 8) * Се ABC) = (ABIC nos permhem ar as expresses 
А + B + Ce ABC sem unidade porque mesmo resultado é obtido com qualquer agrupamento das 
mais Em geral, dada qualquer soma ou produt de mari, podemos inserir oa remover paes de pa 
tees em qualquer bugar da express sem aire o resultado fal 


Uma mati js entradas odas nulas é dia uma тил nula ou таш: zero. Alguns exemplos ão 
v 


000 
q posa e 

-foo of, -Bi a 
o o] BH baoo jo 


"Deveria ser evidente ques A e 0 ão matrizes de mesmo tamanho então 
A+0=044=A 
Assim, nessa equação marcia maiz 0 desempenha о mesmo papel que número O desempenha таҥ 
equação munéricaa + 0- 0+ a = a. 
'O próximo teorema ista as propriedades básicas das matrizes nulas; Como os resultados deveriam 
эе bastante evidentes, omis 25 provas formais 
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ExemeLo 2 


Teorema 32.3 Sea dum escalar e se or tamanhos des matrices são as que as operações indicadas 


(9 4-0=4 
(9 A-A=AFA)=0 
[rn 

(0 Se cA = O ento 


T" 


бао conclua дене оета que toda as propriedades do número zero da atméticaelementara- 
lem também para as matar uas na rtis matricial. Por exemplo, considere a lel do conclamento 
dos meros ei: e ab = cese O ento b = c. O próximo exemplo токта que ese resultado não 
vale para a aritmetica тше. 


Embora A + 0,0 cancelamento de A de ambos lados da equação AR = AC levaria conclusão incorreta 
qui B = C. Assim al do cancelamento ndo vale, rm geral, para a muliicação matricial H 


Leno que o c o é so миня ei мыш que M—— O ou а = O: alo, o Toon 


Le) lema que se un escalar e A oma mania aque cA = O, eno = боо À = 0. Contado, ewe 
resaltado não estende para o produto de matizes. Por exmplo, sejam 


bla 
мад - Omm CH dea ва . 


Uma matriz quadrada cus entradas a diagonal xlo todas оаа 1 e as demais entradas so п é di 
ta uma matris identidade Alguns exemplos sio 


Par explicar o аре das matrizes identidade na aritmética matricial, vamos considerar o efeito de 


ра таша identidade 3x 3, temos 


‘e mutiplicando à esquerda pela matriz identidade 2x2, obtemos 


м Ji e ali mue 
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EXEMPLOS 


O mesmo estao val em geral, sto é se A € uma matriz т, endo 
ALTA LATA 


Assim, as matrizes identidade desempenham o mesmo papel esas едо matriciais que o número 1 
desempenha na equação numérica a 1 = 1 

A as dente saga mente n processo de rote matrizes quadras à forma e. 
alonada reduzida por linhas por meto de operações elementares sete as is Por exemplo, considere 
o que pode acontecer quando uma matriz 3 3 é colocada em forma escalonada resida por bs. HA 
ша posibilidades: ou ou nã M uma Пава inteiramente constituida de zeros na forma escalonada r- 
шиа por linhas: Se no houver, eno as wês linhas tn pivôs, Contudo, па forma escalonada reduzida 
“por linhas temos zeros abito е апа de cada pivô, e asim quando ndo h uma Шаб de zeros, a forma 
escalonada edad por nhas € uma matriz identidade. O mesmo apmento val para qualquer mar 
quadrada de modo que temos o seguinte resultado 


Teorema 3.24 Se R a forma escalonada пайа por linhas de uma matri A de tamanho п n. 
então ou R tam uma nha de zeros ou R € a mari етиде, 


Na américa usual, cada número no. malo a tem um reciproco a^ 
ач aml 


O número a ' € o imerso multiplicativa d a; Nosso próximo objetivo é procurar um análogo des resul- 
tado та atta matricial Para imo € conveniente иман a epe definição 


Definição 325 Se A € uma matriz quadrada e se existe uma matriz В де mesmo tamanho que A il 
que AB = BA = I, dizemos que À aver! ou ndo-singular e que В marea de A. Seno cus 
ima ati B com ева propriedade, dizemos que A € não imverst ou singular. 


эноо ereto a id que Pe, 
Ca a rm ERN 
EP peer DAT 
Е 
[| 


T3 


“-[1 -b ds 
»-[ JE 3-6 J- 


Assim, A e B so inveniveis e cada uma ёа inversa da oum. . 


Sejam 


Ean peral, uma mari quadrada ё singular se possui uma nha ou coluna de zeros. Para entender isso, con- 
dee a mai 


14 
azja so 
D 


Pars provar que A ё Чары, devemos morar que ão eniste ашы B de tamanho 3x 3 alguma tal que 
AB = BA = T. Para isao, sejam e, c os verres colina de A. Assim, dada qualquer matiz de tamanho 
3x3, podemos expressar o produto ВА como 
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MS аи 
A coluna de zeros mostra que В e portanto que А é singular. . 


‘Sabemos que se a é um número real non, емде exte um ca número real tl que ah = ha 
asaber, b= a O próximo teorema mostra que veas пшне» também são únicas- 


Teorema 3216 Se A é uma mariz imerttvel e зе B e C são ambas inversas de A eno = C, ou se- 
Ja, uma marri verte em ита ic imersa 


Pros Como Ве uma inversa d A, temos ВА = 1 Muliplicando ambos Indos дема equação à direita 
por Ce lembrando que IC = C, obtemos 
mee 
Como C também é uma инеп de A, temos AC = 1. Anim, o lado equerdo da equação acima pode er 
лус = MAC) = в = 


ue implica que = с. . 
ORSEAVAÇÃO Como uma паш ir só pode e uma única inversa, emo o direito de falar na” in- 
Vena de А. Modvados pela notação 4 do vers mulato do número real nono a, беис a 
inver de uma matriz ivete А рогА Assim, 


PO 


Mals adiante neste captlo,discuiemos um método geral de encontrar a inversa de uma mai in- 
затва Conto, no caso simples de uma matri ivete 2 X 2. podemos obier a mer pela fórmula 
do próximo teorema. 


Teorema 327 Amari 
a 6] 
1 

mete эе, e somente e ad - he nesse cas, a mera ё dada pela val. 


o 


Prova O qoe deve ser provado é que ЛАЗ АЧА 
bem confien o Exeo PT) 

Ousamicio A quantidade ad - be deste teorema é deeeinaa o determinante da matriz A de amas 
2x2 e dotada pelo simbolo det(A) ou, atratvament,ubtiindo o colchetes em tomo da matiz A 
por bras ver omo mostramos na Figura 321 se figura us que o detemiza de A €o prod 
"odas erradas та diagonal de A menos o produ das entradas or da diagonal де A. Em terminologia de 
terminante, о Teorema 327 lema que uma matriz A de tamanho 2 X 2 инее е e sonent se seu 
determinante é no ul, nesse caso. a mena pode sr brida prmutando er sias entradas da diagonal 
“e radial las ras oa da apo dividido Lda o tu pela dete 


En сий par, determine se a mati ivive. Se for, encontre а иеа. 


Ez 


ma 
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EXEMPLO 7 


EXEMPLO 8 
9 


EO pa о ааа 
"— 
+] 


калин a cargo do йог confirmar que AA”! = АА = 1 


Solução (D) Como дад) = (-I(-6) Уд) = esa таша А énkocimertici. . 
Um problema que surge em mulas aplicações о de resolver equações da forma 

marty 

ттеу 


pua xe y em emos de eu Uma abordagem é aa isso como um sistema linear е duas equações mas 
incógnitas хе у e usar eliminação de Gauss Jordan para resolver em x с y. Contudo, ss procedimento € 
“um pouco confuso porque os coeficientes das incógnitas io literair em vez de numéricos, Uma aborda- 
em шыша é sbt as duas equações pela dalea equação maia 


[1- е] 
0-0 


ETE-E TE 8 
ETE-GI 
[JL] 


debo aver 
acie PT adobe . 


ONSERVACAO Os leres que jä conhecem determinantes e a Кара de Cramer poder queer conter se 
solução obtida пене exemplo é consistente com aquela regra. Os leitores que não conhecem a Regra de 
Cramer vio ve-la no Capito. 


A Figura 3.22 mosta o diagrama de um теё industrial simplificado, O тод consiste em um brago e um 
“neto que pode sr prado independente meme рок Anglo re e que podem ser neecopados” 
independetement a comprimentos e. Pan golos c tado, quais deveriam ser os comprimen- 
oa do braço e antebraço para poder colocar a porta do robo та posco (x, y mostrada na figura?” 
Solução Deixamos a cargo do leitor usar Trigonometria Мнса para mostrar que 

m: 
[non 
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Assim, o problema é resolver essas equações para | el em termos de xe y. Procedendo como no exem- 
йо anterior, podemos reescrever as dus equações como uma tinica equação тиле 


ea ci à 
D-i 240 

m——— 

mcum iT ан ер 


a 


do que vegue que 
ЕСЕ Е 
O próximo teorema тиз de vera de prato matricial. 


ho 


Teorema 32.3. Se e о matrices invertiveis de mesmo tamanho, então АВ é mer 


өзу! агг! 
——— Рола Podemos so mesmo tengo, salsera inveribilidade c obier 
A Álgebra Linear na História a fórmula; basta mostra que 
vz мб tás blur tâm eu cesso (ABB A7 (TACNA) =! 
tento ls 
ма 
(ABBA = A(BMT A7 = ATA = ART 
«ogame (В ЧАТАВ) = 1 * 


Memo о apresentando uma prova, ennciamos a extensão dene. 
teoremas ma de di fre 
О prato de um nimero qualquer de maris inertes timeri 
ea inversa do produto o produto das meras em ordem rada. 


ORSERMAÇÃO Segue logicamente dessa afirmação que se um produto de matrizes é singular, ento pelo 
menos um dos fatores ё smp 


конкор. comi 
AS IHE A 
^3: -Bi 


Deixamos a cargo do eite mostra que 
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POTÊNCIAS DE Se A é umu mui quadrada, eno definimos as orcas inteiras ndo-negtivas de A por 
жашаш De AEAAA шт 


(8) A timere AY 
(e) KA етет para qualquer escola omo ke Ay =º4 


Vamos provar a pare (с) e deixar as provas das partes (o) e (b) como екелт. 
Prova (e) As propriedades (с) no Teorema 3.2-1 e) no Teorema 322 implicam que 
CIAO RADA алат = п! = 
eimlopemene A- ANA) = 1. Assim, AA é mero A) АЧА . 
EXEMPLO 10 Sejam A e A" as matrizes do Exemplo 9, ou seja, 


pet de 
po 


ee] 3] TES H 
БЕРЕ 


‘e, portanto, como e espera pelo Teorema 32909) 


eF 1 pae а -N) qup 
verte canos AS : 


—— — не 
Meer (eb ca table P cr cab ak 


PEE 


Conto, como ali da comuaividade na molipicação no valem aritmetica matricial. o melhor que po- 
dermos erre para mass quadradas quaisquer de meo tamanho é 


(A4 ву = P EAE DAR DP 


Somente no caso especial em que A e comutam (ou seja, AR = А) podemos iram passo adiante e es- 


rd . 


POLINÓMIOS = Se A é uma mui quadrada, digamos пп, езе 
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рафала аат 
um polinômio qualquer, едо definimos а matriz A) de tamanho n x n como 
PAS o 


onde é a mui identidade n n; assim, (A) é obtido pel substituição formal de x por А e do termo 
саамал pela тил a, Unna expresso до tipo 7) denominada um polinômio matricial em A. 


— 
; Р 
манаста | 


Solução 
PAm 4224031 


«laio ўз 
ЕЖЕ - 9 


“mo um polinômio matricial em А é construto com otncis de А, quique dois polinômio maricain 
mA tbém comu, ou ea dados qualquer polinômios, p temos 


PANPA) = PLAN e 
———M 

E) 
pea 


O próximo teorema ita as principais propriedades da ramo. 


Teorema 3.210. Ses tamanhos das matrizes são tais que as operações enunciadas podem ser cfe- 
тош então 

@ (AT =A 

[IDE 

(o (A-B = At BT 

ш AY = tar 

e AD! = B'AT 


Lembrando que а transposição permuta as linhas e as сымша de uma ati, não é dificil visualizar os 
resultados enunciados nas partes (a) a (4. Por exemplo, pare (a) afirma sine fato vi: trocam. 
Фа bas com colunas doas vezes, deixa а mari inalierada; a parte (Б) ama que somando das 
matrizes ee prmutando linhas e colunas produz о mesmo resultado do que permuta s ibas e co- 
luas ate de soma. Опет as provas formal О resultado a parie (e) no ão vi e por so 
КЧ 

Prove (e) Para ter o produto АВ definido, o número de colunas de А deve ser ри no número де linhas 
de B. Asi, vamos supor que А tenta tamaabo т e que В tenha tamanho so implica que A” 
tem tamanho s> me В зет tamanho n x's, de modo que os tamanhos que combinam para AB também 
combinan para B'A" cos produtos (A) e FA têm tamanho пт. 
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О ponto essencial para proa é stable seguinte elo етше produtos iba colan de AB е 
produtos linh colma de BA 


EE B) =") (ANG (A) 


Uma vez provada esa relação, chegamos 4 igualdade (AB) = A” pelo argumento sein, que mta 
“ue as entradas correspondentes de ambos lados da оао ão as mesma: 


(аву?) = аву, Neme л, Seção 31 
AME) legais 
=н АТ) — Hemdadel 
агу, тена am 


Para provar (10), escrevemos os putos por extenso, bando que A tem tamanho т x s c B tem tuma- 
тю 

hi 
Tied 


nene 


by taty tay 


тизил?) by by os bd) E tub taabu eth 
donde (10) segue . 
окихыд30 Embora não o provemos, a parte (e) desse teorema pode sr estendida a tués oo mais fa- 


A transpor do produto de um nimero qualquer de matrice do produto das irmposta em orden. 
сотта. 


© próximo teorema estabelece uma relação ese a inversa de uma mi e a inversa de sa ins 
posa, 


Teorema 3.2.11 SeA duma matriz meo. ento também ё тете 
aa 


“Prova. Podemos estabelecer iveiblidado e омега fórmula o mesmo tempo mostrando que 
Атау s anat md 

Mas, pela parte (9 d Teorema 32.10 e embrando que = Z, temos 
тату = ta 
nar =a етет 


ue completa pora. . 


Como А é invenivel, seu determinante ad - be é nio-nulo. Mas determinante де A também € ad - be 
eerte) де modo que A também € invertivel. Segue do Teorema 327 que 
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DO TRAÇO 


EXEMPLO 14 
a 


EXEMPLO 15 


E 
amie ЫР 3 
а-к ade 

que é a mesma matriz obtida anspondo A" (verifique). Ass (A = (4) como garante o Teorema 

3200. П 


O próximo teorema la as principais propriedades do go. 


Teorema 3.2.12 Se e B мо matrizes quadradas de mesmo tamanho então: 


@ tT) = A) 
(0) сд) = e uta) 
(e) ща + в) = А) ed 
(a) tA — B) = (A) = CB) 
(e) AM) = (ВА) 


O estado та pae (a) € evidente porgue a transposição de uma matriz quadrada eite as entradas pela 
‘diagonal principal, deixando a diagonal principa aca Авт. е têm a mesma diagonal principale 
poramto о mesmo rao. As partes (b) a (4) decem facilmente das propriedades das operações marri- 
la, А parte (e) pode sr provada escrevendo por extenso as sornas dos dois lados (Enero P) mas 
mais adiante veste capitulo daremos umma prova mais ecidtiva. 


A parte (e) do Teorema 32.12 € bastante interessante por afirmar que o produtos AB e BA tèm o mesmo 
traço, para quaisquer matrizes quadradas A е В de mesmo tamanho, mesmo se AB MA. Por exemplo, se 
A Bss as aries do Exemplo 1 endo AB > BA mas 


WAB) = BA) a 


Teorema 32313 Serfumwerinha |n ee um eror colana n* 1, edo 


теща) 


25) da Seção 5! com ur” еэ = e Assim obtemos 


maet metia 
irma ços 
ciet 
Т) ami 
c = E 
7 E 
замана acc [5] tado 
met а[ -®®+аё=п e «Ва а 9 
Aim tr + eco pan Tema 31 . 


Concluimos est sg com duns fórmulas que fornecem um clo importante entre а multiplicação por e 
a multiplicação por”, 
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Lembre que a Fórmula (26) da São 3.1 diz qoe se u e são setores coluna, ендо seu produto cs- 
cla pode per escrito como o prodato mail «v = Va Aim se € uma matiz, então 


om 


m a» 


Essas fórmulas nos dizem que em expresó da forma Аш - ou u Av, podemos mover a marri A 
итин do produto escala romspondo A. Alguns problemas que utilizam esa fórmula eto nos 


Conse setos afirmações do Terr 32.12. 
nmm 
9 тас) 23) 
te) WA в)=щА) ву 
@ юс) = «cm 


1. Ean cada pure ee ma X que sat pc 
бува закас увах =C 


Ema pa, cto mai X qua is no 


‚бды = gs ços ita e Tam ne RC IRAN 
алаас ARE | Nos Ecs 9 s 18, ula Tema 327 sepas ms 


O) came = Авс) 
(e ee BC aC aC 
Gata - C) авас 


1. Cone a eios limaçõs uds ds Temas 321 e 


ш вс) = (aC = тасу 


(9 A -O =ABZAC [sd 
(9 UL OA = BA СА ўызын р 
buste 9 Continue (4?) 

prem 

A Creme epe istas do orm 3210. 38) Bare 
POEM AED oa ea (0) Confie ge ld! =. 
©) всу =з” са ву =й? (6) Confie qe)! = (B=, 


pne 
1. (9 Confimeque(AB) = B-A, 
no ®) Cosme que MIC) = C2 4 
woy а (9 CoeneqetBC) =С\# 
®) Confine qe (BCD)! = DC 


эз, conta e enini, umna matie X que фы qua 
Аел 


w ву 
КЕЛ 


&. сийе m eus afições de Tema 3212. 


Pr] p€—X—Ó 
Ád) (АВ) = ВА) BX + AB = CX. 2 == 


©) Enc p pn ра) = 1 = 2r +4. 


17. оризово nado goe fr pot, ec 

(Аш) час ID CD. 

к Simplificado ado que for poste encore 
(AC AC Ас УЛАР". 


Nos Exc 19 e 20. formação dada pr een. 


sen 7 E] 


авч 1] assa [13 


кыы. ae nen 
E 
um 


r—ÓÀÓ A 


[r^ 


n 


Nos Билек 25 2, regu aqui AX = par determina 
se ai daa ie Sea coc на mea 


(a) Cone reação re = re) ada no Teema 32.13. 
(8) Confirme ração Atv = «AT dama (2). 


20) Uso Teorema 3213 pera encontrar uma ma ej ço é 
E 


(0) Coskccs indo Av = Au- v dada oa Fla (13). 


э. No Enem o moco que led accent nã vale pa- 
a malaga maia Codo monte que ve Atome 
ADAC enoa = C 


31 No Esempl 3 foi mado que pot te mate A Co 
nd ars qu AC = 0 Contado rite qu we A vete 
AC Oeno C = amalgama. СёмтенмдеАС = Ge 


м, 00 Бои todos os vilas de Op qi 


^ z] 


Liebe ское n invena pars es 
в) Use mera chiara ur) p soler spo it 
adequações para x“ yem termos de xe: 


moe" 
nm 


3. Uma marie quado A é a idempolet se 4° =A. 
(6) Mosque se A idempotents eido A tn. 
(0 Mosque Siemon ento 3 -14 iental eé a 
pe ime 
эз. (a) Moste qe se A, BeA + some end meo 
umano, então 
m 
O) O queo eso da pate (is amaro A +! 
Ed 
BEAY nio imei 
E 


——M 
a^ 
^1 


анро. 


9M Mo qe imposi vera к\нд AB AA = Z, pam ds ma 
vea A € A demand nx. Sueno considere oro 


Figura ter 
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Discussão e Descoberta 


DI.) Dê eno dus ts e mta ts ue 
AENA DEAF 
о) Ene una Rer lida pus o prodato 


а+ва-в 
(6) Сонора ser imposte a A e рма parti alte 
dela PENA Bye A Be? 


DI A equação нем d «tm tame us cles co. 
tr pl menos эй ola da ação maria A 1, [gor 
dr Por ойде ns quis todas us emas fr da diagonal 
panel sb] 


DI (a) Montre que se ага mute queda А кишш а eco 
АГЗА E = eo A deve eret. Qual é 


®) Mosque se p) £u pon om temo conste ão 
ese uma ati quadra a qual) = 0 ento 


DM, É os e uma mati identidade mas A no eim? 
ч 
DS, ыц w a fração dada é ea) ок Мз Р ug 


esposa 
(a) Se Ae В е mi quadradas de meno ta, não 
[o 


Trabalhando com Provas 
т. Prove Tere 32140 geni Ver aprova da pue) din 


pet 
Th Proveo Tere 321). 

ту Price 323. 

MA. Proveo Teorema 3224) 

PS, Pro acea 3130. 

P6 Prove a pasa) Tema 329, 

т. г Confirme vlde ds ra) ando 4 04%. 


(8) Oo da pare (0) sede ue Sven sad he 2 
O Prove ge tea hc emo Ao diver [Bunt 


Usando Recursos Computacionais. 


т (Paio de murio) Calle algumas pis pts e 
rae 

sels 
sa 


®) Se A é B чю matris quads de mesmo te, estão 
per 

(6) Se A d mente е n é um uim poiivo ento 
Wy ew 

(д Se A є B sto es quadrades de meso tamo, estão 
Am = vai 

(6) Se oo mias erc de memo amanha entio A 


Di. a) Sejame, e ees ou trs io canticou de nes 
formada clama a А ana matt ee Me ue 
ritum cd An me ti ot o cs 
que a sols so Claras rent deA 

(0) lo resultado da риле а) par cnn pra da ma 


12 
a-|rao 
ооа 
DT. Bien 16 ts 2x qu pde ar fonts usando somen- 


teens gis 0 à 1 Quota dona бо imersa? 


DE. Se esto maisena pa quiz AB = BA, er 
ege A marea 


Tee princino do user que сей онова йоне 
е 


PR tc de somar) Prove qoe ne A ik dus mansa 


TR Calle A) ЗА? 4A -A1 pana maria do nei 


2 
o 
КАЕ 
1 


тз. Cone as Fórmulas (12) 13) pu 
122 
tiai 


1з 
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Ne Mai 


LT 


case com nm, 


Bd dp ad bi, ss 
1 


T————— a 


EXEMPLO Y 
a e к 
ção 


(0) Confirme as afirmações pes) (1) do Enero 32. 


o 


was 


mI 
H 1000] 
2100] 9|2100 
0200 


тт. CS Faga uena conta sob oa de pur pis nn 


= 
weh] e 
Seção 3.3 Matrizes Elementares; um Método para 


Obter A” 


Naima ида mestras cn eta a era dera rn 1 a veghe, deem um ag 
rm qua pode ae usad para ercana doma ma ere de gunas teri teme so 
Кее ЕКА 


Lenbee que na Seg 2.1 vimos que existem rs ios de operações elementares зом linhas que po- 
dem т ешш пата mot 

1. Permutação de duas linhas 

2. Muplicação de uma Haha por uma constante não nula 

З, Somma de am ml de usa Hb а uma ойга nha 
Definimos ma mati elementar corno ua mariz que resulta da aplicação de uma unica operação cie 
тенш ote as Ena de ums mariz identidade Aqu temos algu exemplos 


ӨН Г 


Teorema 334 Sed € uma matriz m Xn e se a mati elementar E о тэме de ита cera apara- 
po sobre аз linhas efetuada n matt identidade т x m, erdo o proa EA é a marique reli 
“and а mesma operação sobre as linhas efa em A. 
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EXEMPLO 2 
een Saem 


Encontre uma matriz elementar £ al que EA ёа ma que resulta somando 4 vezes a primeira nha de A 
Atera ia. 


Solução A matiz E deve ser 33 par combinar com o produto EA, Assim, obtermos E somando 4 ve 
es a primeira nba de erc linha. о 8 


10 
ge|o 1 0| 
"n 


Par conferit, o produto AE é 


зоп 023] п оз з 
л-|о1о|з-1 3 6|-|:2-1 э 6 
boil 4 30 222 


de modo que a mutilação por E, de a, soma 4 vezes a primeira ba de A à terocira а. ж 
Oustiação O Teorema 331 € principalmente uma баталив para estudar matizes e temas lines 
exe não tem pretendo de ser um prcaimento computacional para efetuar comtas mão É melhor efetuar 
as operações nentes sobre as linhas dient, emn ve de тыр) por maires clementer 
(————— mari 
“пеш. crio eu una gunda reação lenta st as qus picado a E, pda [de voa Por 
emp se E cod peia milicia iba dep um каше до ido едо pode set re. 
endo pela cação da ла ha de poc A etra шеш explica como recupera maiden. 
dad das тиге cenas pa cad uma das rs pea степи sobe sas Aopen 
o idea Шш o ls porção ra das opções тароо dodo esto 
Operações sobre alinha | Operações sobre antas 
deL que prada E | de E que presen! 
tique ta pe O | Maple a iha por e 
Pomem inbasio | СТГ 
Some veses a inha (à Som Сс veres a inha ia 


“Aqui estão rs exemplo que sam inversa d operações sobre as linhas par recuperar а matriz ident: 
ме de uma mu elementar 


TELEN 
oi от 


==> Es: 


1 рр 
o 1 10) o 
E EE 


19 „Г ря 
an от o 1 


d 


O próximo teorema é o resultado bio sobre а ieniblidade de mies clementem. 


Teorema 222 Uma meti elementar mente е а imersa tumbém é ата marriz elemento. 
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CARACTERIZAÇÃO DE 
INVERTIBILIDADE 


EQUIVALENCIA 
POR UNHAS 


Prora Se E uma matriz elementar, ento E é o resultado de efetuar шта operação sobe as linhas de 
Soja E, a mais elementar que resulta de efetuar a operação inversa em Aplicando o Teorema 331 € 
usando o fato de operações elementares versas se cacelarem emre segue que 


а= e Iher 
que prova que a тшш elementar E; inversa da matriz E. . 


próximo teorema estabelece reações fundamentais entre invertibilidade; formas escalonadas red 
das por linha e matrizes elementares. Et teorema no levar а um método peral de imersão de ma. 
тше. 


Teorema 33.3 SeA бита matriz n n, endo as seguintes afirmações sã equivalentes, ou seja, são 
od verdadeiras ou tds falsas. 

(a) A forma escalonada reci por linas de A #1, 

(0) A pode ser expres como un produto de macs elementares 

E) A ementa 


Prova. Podemos provar equivalencia das wès afirmações estabelecendo а cadeia de implicações 
а 0-5 (0 9 (a 


=> (8) Se a forma escalonada reduzida por lias de A é, não existe шта едва de operações 
elementares sotme as ios que reduz A 4, Pelo Teorema 31 cada uma dessas operações elementares 
Sobe as linhas pode ser efetuada pela multiplicação à esquenta por uma matriz elementar, Assim, existe 
uma seqência de matrizes elementares E, É... E que 

ГЕТЕ o 


Pelo Teorema 3:32, cada uma dessas operações elementares € ivete. Ass, podemos resolver es- 
ta equação em А multiplicando А esquerda ambos lados de (1) sucessivamente por Ер... EE. 
po 


AEE EPI EDS e Eg a 
Pelo Teorema 322, o fatores à direita sio matrizes elementares, de modo que essa equação expresa À 
mo tm produto de matrizes elementares. 

(= 6), Se A pode ser expreasa como um produto de maizes elementares, como um produto de ma- 
tries итеп € inverte! e como as matrizes elementares so imertvi, see que A É теп 


e) = (a) Suponhamos que A seja inventive e que seja sun оппа escalonada eduzida por linhas; Co- 
той bd de A por uma seqüència de operações elementares sobre as linhas, segu que eve шта se- 
ncia de matrizes elementares Е, Es.. E, tique 

Ec BEBA=R 


Como tados os fatores do Lado equend sã nens e como umm produto de maes mero é iver- 
"cl segue que Ré imerdve Alm dit, segue d Teorema 32.4 que somente há диз posibilidades pa- 
ra formato de R: ou R tem ums linha de zeros ou К «1, Como uma matiz com uma iba de ero não 
шеп. R dewe ser iguala. rj 


ERA me o 
Comas mates elementares so iveco, eo ораде pode ser escri como 
mr e 
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EXEMPLO 3 
pe 
== 


ue nos diz que А райе ser recuperada de В efetuando, em ordem invertida, as inversas das operações que 
pruza rs pai de А Em peral. dus tries que poder мет cias oa d vu por uma sun. 
a finta de operações elementares sobre as nha são dias aguivalentes or inhar. Com essa termino- 
ogia, eque das partes (a) e (e) do Teorema 3.33 que 


na marte quadrada Ad inverte se, e somente se, d equivalente por has à matri identidade de 
mesmo tamanho. 


O próximo resultado dl pode ser provado multiplicando o fatores elementares de (3) ou (4). 


| Teorema 334 SeA e B ado mate quadradas de mesmo tamanho, eno as seguintes afirmações 


são equivalentes 
a) A e Baño equivalente por tinhas, 
(0) Existe uma marriz mere E tal que B 
(Ө Existe uma marriz inertet Fal que A = FB. 


Могат, agora, como as idéias na prova do Teorema 3.3 podem ser usadas para obter um método, 
geral de encontrar a era de uma matriz vel A. Pr s, aos supor que А esteja reduzida a, 
Por uma еа пс de operações elementares sobr as linhas e que a correspondente «ар de mat 
Je elementares € E,, E... E, Endo рог (3), podemos express por 


AT ЕРЕ 
Tomando s inversa de ambos lados, онен. 
an = Bec EB 


qe tamém pode sr ec como 
Anm Bes BER, 


O Algoritm de nero. Pa encontrar a mera de uma mari imei, encontre а seu 
ld rr cen qe ni A a eet dose ema oia оета e 


O próximo exemplo lustra um procedimento eficaz para implementar ess algoritmo: 


Encontre a inversa de 


11 
р 
TP 

ão od meo pança sas aos mica 


эдйс de operações а para produzir A '. Uma manera de executar ambas tartas similaneumete 6 
dostara mi entidad rt de A, com to ria uma таи subdividida da fora 


win 


então aplicar as operações бопем a easa matriz subdividida até o lado esquerdo estar теда a. 
Essas operações convem o do direito a ea atia Паш é da forma 


у] 
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da qual podemos ver claramente а vers A” Aqu estão as contas (com barras verticais racejuds inse- 
idas para mar clareza 


so 
al 


Сача pes coa pesos 
i 
H] 
i 


ii 


CONSERVAÇÃO Observe qué  inversiidads de A nesse exemplo não еп conbecida de amem; oi so- 
"nente quando vemos sucesso em reduzir A a que estabelecemos а ieriliade Aplicado o alport- 
moda eso a uma matriz qu não € тепн, em algun isa das contas obtemos uma nha de 2e- 
ros по lado esquerdo (por qu). Quando so acontece, podemos concluir que а mate no £ nveríel e 


parar as contas 


EXEMPLO 4 Considere amaia 


OA de 16 
„шшш 24 
“a 


un 

ЕЕЕ 
"e 

"E 
ЕЕ 
$45 
164 
ЕЕ 
ИЕ 
pere. 


| 


ыы 
кешенен 
pr a ti 


КШ 


ade zeros do ado esquerdo, А no 6 vere. 
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EXEMPLO 5 
Print) 


Nas Seções 21622 mostramos cono resolver um sistema linear 

uh anf ++ = by 

un onn echan = dr 

deam É 9 
—— 
pela redução da mat asentada à forma escalonada reduzida por is (eliminação de Gas Jondan), 
Contudo, existe curs métodos imporames де soe sistemas кате» que ão buscados na da de 
‘expressar as m equações em (5) como uma nica equação maca 

ана + ашу + ано] [hi 

aus + ane iae | | 


Sra 


Esta equação pode ser sra como 
ан аз e am hi 
momo ES 
аа вә am) Lo) 1А. 
ou simplesmente, como 
pa I 


Asi ut o problema de озі (3) para as incógnitas x x... x pelo problema de soler 
6) para incógnita verax 

Quando trabalhamos com а Equação (6) € importane não esquecer a relação entre os tamanhos de 
Axe eo nimero de equações e de incógnitas do sistema (5) A mat À, que € denominada a matriz de 
coeficientes do sitema tem tamanho me andem £o número de equações en £o nero de асори. 
aço vetor em tamanho le portanto ¿um ver colum em R eo ver bm tamanho m 1 e por. 
tanto é um vetorcoluna em A". вите observe que а matriz aumentada [A | bI ова pela adjun- 
lo de bà mat de coeficientes e portas em tamanho mx (+ 0, 

No restante desta seção vamos nos ocupar principalmente com o caso em que o número de equações 
iguala de incögnitas e, portano, а matriz de coeficientes de 3) é quadrada Se além iso, A € inver 
oe polos mer) em mp ou separação 

aea 


Dese modo chegamos o segle resultado, 


Teorema 3 Sex = Эё ит ишета near de equações a n incógnitas ese а meti de cof. 
lentes A £ insere endo o sistema tem uma атса одо, а аек РА Ы, 


Considere o sistema linear 
ntintin= 5 
аза +зө= 3 
no += 


Esse sem pode ter srt em formato marica como Ax = 


ИЕШЕ 


182 сарез + Mattos Ape Mai! 


Mostramos no Exempio 3 que A é inventel e 


0 16 
alos -3 
sa 


Assim, a solução do sistema linear é 


REIH 


Teorema 22.6. Seja Ax = 0 am sistema linear homogêneo de n equações a n incógnitas. O sistema 
tm somente u solução val se, somente e а mari de coeficientes ¿Im 
Prova ЗеА é inventvel, emo elo Teorema 3.3.5 a баа solução de sistema é x = 4710 = Qoo seja, 
sea tem somem кодо vivia, 

Resiprcamene поролон que o sistema linear homogêneo 

ана + ann +-+ awn =0 

po А 


pp] 
tenha somente solução vil Então o sema de equações corresponden à ferma escalonada reduz: 
da plas da mata aumentada де (7) € 

^ =o 


oo a o 
Desconsiderando a última colana em cada uma dessas matrizes, podemos concluir que a forma scalona- 
da reduzida por linhas de AE, Й 


De cerdo com o Teorema 13, uma matriz quida А meri! e e somente se, Ax = Otem so- 
mene alo val puta, po encena ema quarta fiação do eua do Tema 33) 
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E 
ret? 


Teorema 3:37 SeA duma тшне ял, енде seguis afições nã equivalentes. 
(a) A forma escalonada edi por linhas de A #1, 
(9) A pode ser expressa como un produs de matrizes етеш. 
(Ө A dimento. 
(9 Ax = O sem somente a solução rial, 


No Exemplo 3 mostramos que 


"E 
255 
лов 


ums паша ive. Portanto, podemos concluir pelo Teorema 3:35, em fazer conta alguma, que o 
“sema ear homogêneo 

n+2n+3n=0 

аа +30=0 

"O ineo 


em somente a solução vial. H 

Segundo a definição de invenibilidade, uma mai quadrada  £merivel se, e somente e, exis 
uma matriz Ba que AB = [e BA = ГА primer parte do próximo teorema mostra ques podemos cn- 
orar uma mat В que satisfaz uma das duas Condições, eto a ovira condição automaticamente tm 
эп vale. També já sabemos qu o produ de matrizes inventes теле, А segunda parie do pró- 
ximo teorema di um порока, 


Teorema 335 


(0) Se A e B ado matriz quadradas tis que АВ = I ou ВА = 1, então A e Bão ¡meti e co- 
a uma da inert da tr. 


(B) Se A e B sto maties quadradas cujo produto timeri, eti A e B io inves 


Prova ia) Suponhamos qae BA = [Se A € invertivel, елдо muliplcunos ambos ads dessa equação 
Adir рога" para obter B = А- e dessa equação obtemos 1 = (4-1) = À Isso estabelece que 
Бетеп! e que А е ato inversas ma da cat Para montrar que € inverte, Бака mostrar que o 
Sistema near bomogênco Ax = 0 tem somente a solução trivial. Contudo, se x € uma saldo qualquer 
dese sistema, então a nossa pese BA = implica que 

(— = во 


Assim, sistema Ax = O tem somente a solio vil, portanto, А mete. А prova no caso AB = 1 
ode ser obtida tocando А com B то argomento apresentado. 


Prova (bI Se A етеп, едо podemos escrever 


1 (ABYAB = ABAD) е 1 = (AB (АВ) = (AB) 408 
Pala parte (a) a primeira coleção de igualdades implica quc 6 imentve ea segundo coleção implica que 
neimentel П 


"Agora наев em condições de acrescentar mui ss afirmações o enunciado do Teorema 37. 


Teorema 339 Se duma mairie nx n, ене as seguintes aimações são equivalentes. 
(a) A forma escalonada edi por linhas de A 41, 

(0) А pode ser expresa como um реда de mares elementares. 

(9 Ad imer. 

(d Ax = O sam somente a solução rial 

(e) Ax = be consistente pana cada vetor b de К. 

(д Ах = b tem exatamente ита soluço para cada vetor b de К. 


134 Caphdo + Maris e Aesop! 


Prova JM sabemos que a. (b, (ce (40 equivalents, de mod que podes completar a prova moran- 
do ques fimações (c () ao equivalent, pos io протозое implica que (e) e seia 
eme a (a), C) e Pa почта que) e o equivale, vas prove que (= 6) = (e) = (P 
ИЛ e de Se A = mate апа solução para cada vetor b de ' então deeorre opcumenie 
“qe Ax = bem pelo menos ша colação para cu шаш Ье tamanho nx 1, 
el =») Se A = Dé comitent para cada vetor b de cai, em puras js é verdade para on n 
iss ies 

Arce, ж 


ГЕ 


nde ei essit 2500 vetores trios cantos em K verios em forma de ehuna [ver da (T) 
da Seção 12 Sejm to залай dos expecto ias e catum a rai ai 
а 


с=ш= 


xd 


Anim. 
А 


(Am лы с Axe 
“Agora segue do Teorema 338 queime 
(SA) Esaéaaioraciodo Teorem 323, . 


Ementas aplicações precisamos resolver ua tencia de ita meros 
Ахты, Arcb Акы a 


da um dos quais em a mesma mat de coeficientes A. Um método podre para resolver os é sistemas é 
pica a eliminação de Giu Jordan ou a de Gauss separadamente а сайа ira. já que s operações de 
dução sobre А йо as mesmas em dos casos e porno a ha necessidade de dea as repeidamen 
te Consideramos alguns procodimens melhores. 

Sea mi de oficios A de (8) € inventive, eto cda sistema em uma ie solução e todas 
э k soluções pode ver ids corn шга verso mlplicações macas 

AA mA Ad 


Contudo ене procedimento lo pode ser sado ameno que A зей ieri Uma abordagem lena 
aque é meias e que bém ala quando nio € quadrada ou nl é ivete é cara matr 
ПГ 


qual, br... sã tados аА rodar ена ташы Моста soda reduzida porn, ала is- 
so resolvendo odos o temas de uma vez com lição de Gauss-Jordan, Aqui eud um explo. 


Resolva os ima 
ГЕТРИ 
nniniin-i —— Iniiniig- 6 
ГИК rm 
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CONSISTÊNCIA DE 
SISTEMAS LINEARES 


Seg das duas dhimas colunas qe solução do sistema (a) 6 cado sistema) 
Doreen . 


O sepais рата ocorre em vários contentos à medida que avançamos peste testo. 


33.100 Problema da Conde Duda uma matriz А, encontre todos os vetores b para os quais 
оеша linear Ax = b € consistente. 


Se Аё umma matsie meri mx, entio segu do Teorema 339 que o sema Ax = constem. 

de para cada vetor b de R. Se À ndo € quadrada cu se A é quadrada mas não € ivete, então o sistema 

tipicamente € consistente para alguns vetores e no o é para otros е o problema € determinar quais veto- 

es produzem um sistema consistente- 

onstmvação. Um sistema linear Ax = b é sempre consistente para pel menos um vetor h- Por quê? 
O exemplo seguinte most como а eliminação pusiera pode à vezes ser usada para resolver o 

problema de consistência par uma mati dada 


ой condições devem satisfazer b 
mre 


mo + azh 
244 mba 


e by para que o seguinte sistema linear seja consent 


Solução A matiz aumentada é 


112 
1915 
2135, 


que pode scr duda forma escalonada reduzida por linhas como ege: 


таз: ы EE 
0-1 hh ps Se np 
ос boa) (Е 

10872 Um 

оз naj) mE 
0-1-1 ЫА 

ds A 

ога aa | [m 

о 0 о b-h-b. = 


“Agora evidente da terceira linha da marriz que o кела tem шта olção se, e somente se, beh ме 
fazem a condição 
b-h-h-0 m beb th 


Assim, Ax = b € consistente se, e somente se, b pode ser expresso na forma 


"Н УШЕШ 


onde b, е b, ão artos, ou seja, o conjunto dos vetores de R para os quis Ax = b € consistente to 
Sabes de R que consinte em Todas a combinações lineares dot veteres 


deo é um plano que passa pela origem e pelos potos (1,0, 1) e (0, 1, 1). . 
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Exercicios 3.3 


Nos Ee 1 e 2, detemine e ami ea € ou ão leme 


i 
КИТИ 
танат 
TM 
plot kJet] 

HH aab sepa 
a == 
o] ишу 

: 

awf и. @А= |1 

9 оотој o i 

КНН n 

€ ooo o 
^ Use as operações sobre as linhas abia no Exeo parnencos- liba К da matriz A e depols encontre uma matriz tl que 


ati que esa de peruano à prier ds Las e de 
is lec teo a pr 

1. Seja A uma maia 3 Encontre umma at B una qui AA a 
тила que sad somando at vera pI er 
ir с ша portado a prisco сиз teia ida ora 


sis 
ГА Е TI Sea A wma mai 3х3. Econ uma ati B pars qual MA ба 
341 


ZEE 


(a) Encore marie elementos E E wis qoe BEA +1. 


(9) Escreva A omo um prodot бин marie leer. 
(e) Eca A como um rodo dedo mai coget. 


€—— 
Ы Eca como am rd de a mari leme 
16) Батая como on prodro de dans mtos deme 


Nos serio 23021 ы 


antas nacio nt nu 


mimi 3 e niMmii-0 
p nina 
Moniiniie--h абава 2 


DO. Ei ao mai de ara 2х2 шне 


1-1 


————MÀ 


DO, Determine sem fos tem tema 
ação ão vt do ea te e ode ie 


б) Coe sali de ua vez ado Ay ЬЫ, 


| enserio 29 432, encontre condi ийе a contre gue 


| rate cnica do sitema 
а-а о а-в 
pe peneman 
pr 

Moda noh 


In ++ Bah 
Cantine 

mon att 
m nis mb 
+20 +29 ue) 
prec 


Рең 


EHE 


mo А = EFGR, onde E Ре G sio tes leme e Red 
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DS. Ine saam dada eae) oil P) Jie 


(8) SeA Gimeno B = дов = 0. 
(6) Bedd oma mi nu no A 
em aa infinidade de sli, sd A é pilar 


D. Ie sami dla end) sala) Jie 


espada 
(6) Ca mat inventel pod sr naa num prt de mt 


Trabalhando com Provas 


т. Prove ques A e Hã tis quadradas de mes tem 
AB Eme, aio Ao ie. 


FL Sejam A, Ве Crates кл pe quis A = BC Prove que se 
vei, então que sega de operen lares 
sobe ua que reus Ра ab roda A a C, 


IPA. Seja Ax = Om sta cr onde equis anita 
is qe tem somete ção vil, Pee que Emo 
oio quique eno sistema A = 0 também em one à 
Кеч 


м. зек Ax = Oum tema nr pins d equações int 
Saee ja na mari ivete Pr ue = Go. 
ese ali vi ae se е (A Dem eme a 
pron 


Usando Recursos Computacionais. 


eres Call pd md E dg ja 
эрт ией quado tetra clar ved mta par 
pn 


TE мини mentadas) Мали remera rece idos o 
sons poa uses de a clã de ms pe 
a Dti ss errementa far ano e er fome a mai 
mesada ua isa d Expo pari би mais A eh 


Tk Veja oque entes quand eta cr a pata egt 
vada mari ga o Expo 4 


та. Cold ima da а Emp pele ção da ms 
адыг Ye com A e reduzindo a тшде 6 loma cel: 


TK Ra ерине ação tic pan 


=D dp pour аж 
23 ојх-ја озот 
bp 2a) (зо з- 21 


тє (SCS) test a úl ($) pd Tera 127, 


б) SeA duma mai sigla eo de = Otem man 
dade dese 
6) Se ¿uma ui gula xa fra sado e- 
ida por ad tem omnes ura ды Ser 
@ SEA pode expe como am pe de mais le 
ae td аста var onoginer Ax" Bem mene 
douta 
(6) SeA бла matis pla ne do tda pero 
ação du ide cio tb ur 
Ena ба cn que таша ама men? 


o 


DS, Prov Tena 13.1. Sueno cie ca uma би аа. 
ic leer uidet | 


тє Seja A mma ati al que AB = RA para qual matin e 
taco 232 Pee que A dee ит ча mio nad mt 
etude reri ome como sendo mate лента 
p 


“ar C'al que CA сш еш form salda aida pera. 


т. Sejam A uma mai ves аха, B uma maria quer 
eae por JA | Ma marta ce) evenit quads usamos 


(0) Resa odisea pure а) nado a fermento ong 
aora e compan arado o bio pare 5) 


тї, Esgrima com gas al encon uma expreso 
ue ema de wma пи кешеа 


1234 


ооо | 3 


тэ. CSI A таша M, = (A; detenha pn ql 
мио 
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denominada a mawi de He de re ma soe 
a Escape ee as ted ide, H, H: еН, 137 
(9) A curis de Hr averias ea peer mu 

iere osi pnt aiam is tu [ F ] 


de ad Hi de pr o, gs Durum e ERR 
cms pcs air mais dim Ee n ph re Ra 
ld ea e aa 
Tp dilação ти. Se a muro e) = ed 
а A mario d Hb so conhecidas ре абамы que O o va ell 
Ando mas, dd ta idas are Pude cr 
re pa demos 1) = AMA! Ee pr ЗИ + 


SUBESPAÇOS DE R^ 


Figura das 


Seção 3.4 Subespacos e Independência Linear 


No pemeso copa, senses cocos e mt plan do ена sl, cores ars ts de cs 
очу ел e meses ca sema ações ree poder a sado edo dee ciet 


Lembre quen Seção L3 vimos que retas e planos pela origem em são dados por equações do tipo 


ех = vi oa, respectivamente, Agora vamos exmina os objetos geoméxics representados por 
анде, da forma pera! 


ev, são vetores que estão num plano W pela origem em E, 

então , também ен em Weie wéom vetor em We Кё um senlar qualquer nto iv também et 

Gm W (Figura 34.1) Descresemos ees aos dizendo quc o planos реш одет de R são fechados na 

“soma. fechadas па ralio po escalar Mais етіне, esa propiedades de fechamento valem 

para planos em Ё Para ver por que so ocorre, seja W um plano pela origem de K de equação 
Я 


Sex um vetor qualquer em We k € um escalar qualquer, ендо. 
lo Ma ta) = (e + tm a 


Meo mota que kx ё uma combinação linear de v, ev, е porno € um vetor em W Também se 
к=ңе+из e X miim e 


sio vetores em W ento 
хуу = a dt) o) Җи) 


+ ta a 


so mostra que x + К é uma combis linear de v, e v, e portanto é um vetor em W. 

Em peral, se W um conjunto não-acio de vetores em então dizemos que W é fechado na mul: 
ред por escala se qualquer magi escalar de uen vetor de W ainda € um vetor de We demos qoe 
Wé echado na soma se a soma de dis vetores quisque de W € ainda un vetor de W Na próxima defi- 
ção damos um no ao conjuntos que tm ea duas propriedades. 


Definição 3.4.3 Umn conjunto não aro de vetores em 6 io um subespago de К" se é fechado na 
mulipicação por escalar e na soma. 


Aé de retas e planos pel origem de, podemos identificat imediatamente dois us subepaços de 
o subespago nal, que € conjunto 0) consistindo no único vetor aero e o espaço todo. O onjn- 
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EXEMPLO 2 
pe 


do 0] é um пораро porque O + 0 = 0 echado na ma) MO + O рал qualquer escalar k fechado ne 
multiplicação por escalar O espaço K tdo umsobespaço de porque somando dois vetores em оп 
"milipcando um veto em R” por um escalar produz um ошто vetor de O suespaço nilo e o espaço 
todo são denominados os subespaços vit e I. 


mo ese CONCHTOAL Cada mubespago de К deve conter o vetor O, Porque? 


Seja Wo conjunto de nodos os pomos (x. ) em isque + > Dey» 0 (os pontos do primeiro quadrante). 
Es coa é fachado a soma (or qu, ms no fedora malla po ec (ла 
332) Assim, W não é um subespaço de R’. 
onsemvação Se W € um sobespago de ento as duas propriedades de fechamento podem ser usa- 
das combinadas pra montrar que see, е с, о vetores em We y, e Y, slo escalare, ento а combina. 
ão linear 
tama é um vetor em W. Mais geralmente, qualquer combinação linear de vetores de We sempre um ve 
tor de We pomo dizemos que ubespaços de são echados em combinações lineares. 

Pars identificar mai subespaços de К, sj v, ev, vetores quaisquer de e seja Wo conjunto de 
todos os vetores x que satisfazem equação 

d 
para escolhas apropriadas de th. O conjunto W  io-vaio porque contém o vetor zero (ове 
finta = һ = буе соп cada om dos vers Yi, V Ya (nequi). O conjuro We fechado 


Gho linear de v va еј as contas em (уе (2), por exempl] Anim, temos о seguite resultado 
D 


Teorema 342 Sev, Ya 41, vetores em К nto conjunto de todas combinações lineares 
Ж ИКИ, o 


p 


O sespaça W de cujos vetores satisfazem (3) € denominado o espaço gerado por vi, vi. её 


СЕК є 


“Também emos que os vetores vv. Y, gum W. Os escalares em 3) são denominados parámetros 
e podemos pensar em ge, v... V] como bj geoméxico de K que resulta quando permitimos 
“eos pais em) varie de = а + =. Антанте podemos pensar en W omo soma de 
odas as combinações lineares pois dos vetores v v. Y, Mal goal, se dum conjunto ão. 
vaio quier não necesariamente ito, como em 3] de vetores де К, nio definimos ge) como o 
emana de todas м combinações lineares posea que podem ми formadas cm os vere de $ 


Commo cad тїй escalar do vetor nalo em é mulo, segue que ge] = 0); o sei o subespaço mu- 
lo € perado pelo veror O. Também, ada veror 745) em К pode serexpeno como a com- 
imag linear dos vetores unidos canônicos e... escrevendo 


s 20 150.1...) +40) 
e e 
Aim gerlen, es, е] = R", ou seo, € perado pelos vetores unio canônico . 


As vezes € il expresa reas е planos pela orig de como espaços gerado. Assim, uma reta x = iv 
pode ser set como pr[v] um plano = iv, + fi; como er Y2). Por cxempl, arta 


шылый аа 23) 
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EXEMPLO 4 


ESPAÇO-SOLUÇÃO DE 


EXEMPLO S 


gerado por algum сојот finito де vetores e, de ato, é o espaço perado por no máximo n vetores. 
Aceitando ino, segue que cada suespago de € o espaço gerado por no máximo dois vetores que 
cada subespao de R € o espaço perdo poro máximo s vetores. O próximo exemplo di uma ia 
comple de todos subesgaços de I e de R'. 


“Todos subespaços de sem em uma де rs categorias: 
1. Osubespçomio 
2. Reta pela origem 
3. Oepaço R’ todo 
"odos wibespagon de sem em ата de quatro categoria 
1 Osutespajo mo 
2. Reta pela origem 
а. Planos pela origem 
4. Oespaço ado . 


ma maneira natural de be sUbespagos € na resolução de sistemas lineares Боордон. 


| morema 3 Se Ax = 0 um ena linear homogéneo a n innu, ent seu espao-olção 
| ¿are abespago de R- 


“Prova. Comox = O ma solução do sistemna, sabemos queo conjunto solo é no-vazio. Precisamos 
mostras que o ши solução fechado na multiplicação por escala noma. Para provar echamos 
тота multiplicação por escalar, precisamos mostrar que se x, € uma solução qualquer do sistema e e е 
m escalar qualquer, eto E, também € una sabio do шеп. Mas isso vale uis 

A) = LAN) 
Para provar o fechamento та sona, precisamos mostrar que se x е x, ão soluções do sistema, entio x, + 
a também € oma solu d sistema Mas inso кше pois 

ТЕТЕ 


. 
Quando queremos enfatizar que o conjuo-olução de um sistema linear homogtnco é um subes: 
dizemos que ele o espoçosolução do sisterna Po ser um subespaço de R°, os cemento do espaço. 
Solução devem poder er expressos na forma 
nd 


a 
que denominamos uma solução geral до sistema O procedimento sun para obter uma solu geral de 


um sistemna ner homogéneo é resolver o sistema e eio usar o método do Esemplo 7 da Seção 22 pa- 
a escrever x na forma (5) 


Mostramos то Exemplo 7 da Seção 22 que as soluções do sistema linear homogêneo 
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1 3-2 0 2 ofal fo 
1 6-5-1 4-3 »|.|o 
9 0 sm оза 
2 возам lo 


podem ser expressas em forma de coluna commo 


эт {| En fá 
ES | [e 
al, o], 
=r ojeda 
o 


а o 


0 
p el Lo 


Ensa é uma solução goral до sistema linear: Quando for conveniente, podemos escrever sa solução geral 
em forma de ¿pla commo 


(42) = rid 1,0.0,0,0)45(-4,0,-2,1,0.0)+10-2,00,0,1,0) 0) 


em forma рита сово 
—————— 


O espaço solução também pode ser dotado por germ, v vi onde. 
W=(31,0,0,0,0, w=(40-21,0,0), v (220,010) > 


O espaço-solução de um sistema linear homogéneo а duas incógnitas é um sutespao de Ke portan- 
o deve ser ou a origem O, ou uma reta pela origem, o о espaço todo (er, por exemplo, а Figura 
221) O espaço-olação é todo se todos os coeficientes das equações são mulos: por exemplo, osis- 


att por todos valores renis de е y, e modo que seu epic solução é todo Ё. Й 


O espaço-solução de um sistema liner homogêneo a wês incógnitas £ um subespaço de е portanto 
deve ser ou а orig 0 oo uma reta pela riem, ou um plan pela origem. ou o expo todo. Lem- 
brando que o gráfico d uma equação da forma ax + by + e = 0 € um pano pela origem e, e somen 
tese, os coeficientes a, be e não são todos mulos, emos as três primeiras possibilidades ilustrada na 
Figura ЗАЗ para ts equações a tê incógnitas O espaço solução € todo o зе todos os coeficientes 
o siema Мо nulos. Й 


É 4 4 


A as 
Figuras 3443  Oepeue(e] терйс КА 


Nos Exemplos 6 e 7 fomos levados а considerar sistemas Lineares com tdos coeficientes nulon. 
Аай está um teorema scr is sistemas que ser bastate dl mais aiam. 
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(6) Se A uma тил: com n colas, então o epaço-solção do sistema homogêneo Ax = 0 4 t0- 
doo R s somente se, А 
(0) Se A e B so marie com n colunas, eno A = B se, somente, Ax = para cado x em. 


Prave (a) ЗеА = O, então Ax Ox = O para cada vetor x em Fº, de modo que o espaço-solução de 
Ax = O tado К. Reciprocament, vamos supor que esp solo de Ax = 0 seja todo R” є conside 
Temos equação 

nen 
onde é matiz deidad n х n. Dentando as sucessivas colunas de / por s, podemos es- 
eve essa equação como 

деде m oc e 


que implica ed = 0. 


ra Axe зз cadu xem R somente мА = Opa cda е. арин 
Isso vale se, e samene se, A — В = 0 оп, equivletemento se, e somente se, A = В. 


Ae Aes o лы 


окануыддо A importância da pane () desse teorema reside no fato de fomecer uma maneira de mos- 
"arque das matrizes são iguais sem precisar caminar as entradas individuais ds matres. 


"normalmente, consideramos pontos cono sendo de dimens zero, retas como unidimensionais, planon 
“mo bidimensionais e 0 espaço em nosso redor coro tridimensional As vermos pelo Etempla 4 que 
E tem subespaço de dimensão 0, 1 e 2 mas nenhum com dimensão mador do que 2, que tem subes. 


калала, pagos de dimento O 1, 2 е3, mas nenbum com бело maior do que 
nim, parce lógico que, com uma definição zoe de" dimension, 
A Álgebra Linear na História. “espaço terá subespços de dimensão O, 1,2... mas nenhum com 


гелеві depen- dimensão maio do quer Algumas dessas dimensões já conhecemos co- 


Or termas inesmenee pendente 
беле foram inrduds por Mame Be em sewo mo o espaço nio (de dimensão 0), as retas pela origem (dimensão 1) e 


Higher Algebra, publ em 1907 (vr planos pela origem (dimensão 2), mas os espaços de dimensões maiores 
“ota шула 41) О temo comoção near денда o 
inda não oram identificados, Faremos isso mas diat, mas vamos co- 


um artiga Seco sobre movimento planeo puea TESA a desenvolver ese assunto agui 


So em 190. our cami que pora trabalhar. Sabemos que os planos pela origem de К sã representados por equa- 
ua ca em West һун, o estado de Nova York em ções da forma 
Tede ameno acadêmica embera lenhe tentada por xim rm; m 


deter ый. É trar sabar qué semet. pa quad v e v, o vetores nio als que no so málipos escalares 
det je ár de pra cado a t, um do otro Ema condições sobre v c Y; so esencial, pos e qua 
ЖС: Embora tenha a ticas um eat, МИ quer um dos di vetores é lo ou se um dos dois vetores um múltiplo 
otra pouco interene бот mars deemimentos escalar do outro, cho ($) não representa um plano. Por exemplos Y, = 
matemático incas quase ue tomera tes. y, = então (B) reduz a 


= De portano, representa o sesto mulo. 
1. Como outo esempio, se vs ev, ento (8) pode вестта como. 


m 


iv bien) = (t+ cm 


Eon é uma equação da forma x = т, e, porno, representa uma reta pe- 
acrem paralela a v, Aim, vernos que as propriedades gométics de 
um bepaço 


ена 


são sfetudas pelas it reações dos vetores v v... v, A definição se- 


«тен олш so ido 
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EXEMPLO 8 
m 


EXEMPLOS 
mm 
р 


Definição 24.5, Dizemos que um conjunto não чаоб = [iv de vetores omn Ré linear- 
mini independente se os únicos sales Gs, 


sioe m 


Um veto vé linearmente dependet se é nulo e é linearmente independente se não é nulo: o vetor O 
é incarmene dependente porque а equação O = O € satisfeita por qualquer escalar no-nulo с e um 
Netor não-ulov é linearmente independente porque o único escalar e que шг a equação cy = 0 
бз, . 


Um conjunto não ari de veses de que conn o vetor ul é linearmente dependente. Por explo, 
se ео 


СЕЕ 
Js pica que é ештене dependente, pois exitem escalares, ão tdos los, queste (9) 8 


A terminologia vetores linearmente dependemos sugere que o vetores dependem uns dos outros de 
alguma maneira. O primo teorema mostra que so de ato sor. 


EDI 
Para sermos especificos, varmos supor que # O. Бийо (10) робе ser reescrito como 

"(Sue 
oe expressa v, omo combinação inca dos utro vetores do conjunto: Um argumento análogo vale no 
жо em que um oscuros coeficientes não nl, 


Recipeocamente, vamos super que pelo menos um dos vetores de 5 possa ser expreso como com- 
ação near dos ts vetores do сово. Para dera pecias, amos supor que 


маннан ten 


“Agora podemos reescrever so como. 
mtem tait Ce 


que é uma equação da forma (9) n qual os escalares nbo so todos nulos, Assim., os vetores de $ st 1- 
ЕЕЕ 0 
езг dos curs vetores do conato. 
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EXEMPLO 10. 
“ш 


Segue da Definição ЗАЗ que dois vetores v, ev de K Зо linearen dependentes, e somente se exis 
тет escalares e, nd ambos nulos, as que 


antav 


Essa equação pode ser escrita como. 


onde primeira forma é possível se cy O са segunda se с; # O. Assim, vemos que dois vetores em R" 
são linearmente dependentes se, somente se, pelo menos um dos oi vetores € um тй escalar do 
ошо. Geomeiricumet, io implica que dois vetores de E sho linearmente dependentes se sdo cones 
as e linearmente independentes se não são colineares (Figura ЗАА) " 


HiguraidA  Ueemeneiepevns Unemat entes митени ние 


Teorema 34 5 noi diz que wès vetores de A sã Iincamente dependentes se, e somente e, pelo menos 
um deles опа combinação icr dos outros dos. Mass um deles € uma combinação Шеш do outros 
“os, едо os ts vetores devem esta um mesmo plano pela origem (por qu?) Assim, rs vetores de 
JE Човката depende w do ап plan pl rpm о Insane Idependent e não 
estão mum plan pela origem (Figura 345) 


figunsiAS  Uncumeniedegentee Uncut dependera тети аат 

Молете, agora, como usar um sistema homogêneo de equações lineares para determinar se um coo- 

desto S = (ova... de vetores de R E linearmente independente: Para сме Bon, considere a matriz 
Е) 


qe tem os vetores de S como cota, Usando ess matrize a Fòrmula (11) a Seção 3.1, podemos rees- 
ever (9) coma 


КЕЕ 


146 cooludoz + Attic e gabo Maia 


TRANSLADADOS 


Teorema 347. Um sistema linear homogéneo Ax = O em somente а solo rival ee somente e, 
os vetores coluna de À Mo Tarde independent, 


Em ada pat, determine eos veteres são linearmente independente 
@) з= ау 50, 50,38 
тее (6,2, =, 1,9) 
©) т = Q,746. = 07,5. = (65,9, = (50, 


Solução (a). Devemos determinar se о sistema inca bumogineo 


ШЕН 


tem soluções não rivais. Esse sistema fol estudado во Exemplo 6 da Soo 3.3 (com incógnitas diferen- 
tes) onde mostramos que o sistema só tem solução tvi. Assim, os vetores do linearmente indepen- 
бош. 


Solução by. Devemos determinar se o sistema linear homogêneo 


[КЇ 


tem soluções доа. Contudo, no Exemplo  d Seção 3 3 mostramos que а matriz de coeficientes 
desse sistema ão env Iso implica que о sistem tem койда não vias Terms 337)e por. 
ama, os vetores do carente dependentes 


A pante (c) desse exemplo laa um fato importante: um conj ай com mas doque veces 
еп К. sempre 6 linearmente dependente porque о sistema linear homogéneo cua mat de coeficientes 
tem esses vetores como coluna tem mais incita do que equações e, portanto, роны soluções nisi 
vas. Assim, emos o seguinte torera 


Teorema 3.48. Um conjunto com тай do ue n vetores em R € linearmente dependente. 


Sex = т é uma reta pela origem de R ou R’, nto x = x + 1 é uma reta paralela que pasa pelo pon- 
ток, е, analogamente, se x = 1 + Ys € um plano pla orige de ento X = a +, +: бит 
gio pro qo as pelo ponto As pdoe ao = e + eco alo dae 
Dort, eo pano X= x, hv, + t, сото tração de x= rm + wa por за Mais peral- 
атат cla aor de o cat de ed fa 


mt 


an 


pode se vista como uma translação por x, do subespaço 
xim hm ent a» 


Coro (13) é uma equação doespago W = per v... v dizemos que (12) € a ranlação de W por 
x, que denotamos por 
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Аз ишде de subespaçor tm vios nomes dependendo do contexto, os mais communs sendo ma- 
redde lineares c espaços айти. Aqui usaremos o lero espaços an. Segue do Exemplo 4 que os 6. 
paços afins de ão de um de ut tipos (pontos, eas ou tdo R?) que os espaços afins de Rs d um. 
% quatro tipos (pomos, retas, planos ou o espaço R todo) 


UM TEOREMA DE О Teorema 34.7 nos permite acrescentar mais duns afirmações ао Teorema 3.39. 


ano 
EA O ааб AAMS 
э @ (osa 6-2- жалал. өк 
a A EOS 
кс | 


карача 


[we 


Teorema 3.89 SE duma marris mx n, ent ar seguite afirmações ndo equivalentes. 
(a) A forma escalonada reduzida por Unhas de 21, 

(0) A pode ser expresa como un produto de matrizes elementares. 

(9 Adimentel 

(0) Ax = O em somente а solo rial. 

(Ө Ax = consistente pora cada veror b de R°. 

(0 Ax = bem eatament uma solução, рата cada verde. 

(4) Os vetores coluna de A são linearmente ndependents. 

(0) Os vetores linha de A são linearmente independente, 


Aeqiialéciade a) (d) segue d Teorema 347 ea equivalëncia de (ge (A) eco do мо deque uma 
p —i 


1, Em cla pate do Enero, demi е ө vetoes vol 


semen ipa 
Em сий pante do Ec 6 determine se ot veres ao 
pd 
СЕ 
| Non co 9e 10 mont que ot tr о ештене depen- 
атт des prado um doe тапта como combinação nar dos o. 


mn) oO 


Te 


1 n+ Emein- u0 
pou 
porn 
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Monta 
лаза заслано 
аф B-A в 
ТСИ) 


Nos secc 17 e Ii eglique pr que ou cones de elos de- 
os nene depende 


1T. 6) va = (1.2, 8) v 6,10, 20) 
E] 


2020100, 
EET 
Tnn 0.7.2), 
3i = 49 D nm (6 


СЕВЕ 
ГРАНЫ 
(NAAA 


2o» maes (LI 
Ыам зам 
аву 0612) 


(28. (a) Todos da forma (a, 0,0). 
(0) Todos vetores coen compares ima. 
proe 
@ Todos vetos, 0) panos quisa +h t e= 

24. a) Todo vers com tant um componente al 
ГЕНИ 
(6) Tolo veto forma. 

(O Tudon vetores (a, b, e) pu en quisa + b + e= 

ж Encontre conto de war grade do junto We rods 
eee que sda forma (a O), cede Em neo al 
A W um equi de Que io de 
Ка 

ж. Econ оп conjunto deve geradores do jeto Veas 
чш que мю da forma x = (a, 38, а), 00de ае bilo 
ima таз ques pr ae q X 
RÉ Qu ipod objeto pede WT 


2.0 Mate quee at, = (0.3. 1, =). va = (6,0. 5. De 


ж. Encontre өк valores senit de À pura ок qui on vetoret sgte 
Forman um cojo Isa dependente de R 
= (uid; we xe me ad 
ж.б) Me queso 5 = |v, 51) coa name 
ego de ee  —— 
апел demon ied. 
®) моле que 3 = [Yi Y3) Cum conjunto linearmente de- 
pede de vetos de, então o conj [v vo Y) 
também Enero dependen. par qual pode К. 
30 Mon quese 5 = (м... +] conto came 


te independente de ers de cto cda dern não 
od Sd Eno Ebro 


(0) Матео 3 = [vv V) dum cojo name. 
te емеш de vers de К, endo о conjunto 
rn, tassa Yo Y) fe € Eat dependente, pr 
ueram vi 

3 Nos que e, v e w to vt que em eo sos 
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эз. 0 om edi acide pode e endo digno por ao 
agen de oma oada ma a aa de 4A 100 ve pr e 
so, meet e segundos dom pode e ers. 
od por nms vetar emn F7 Um мето de som tm ftl de 
Уа planeja pravae eee senos om dione um tr 
а 
um «чий ve see рит à gua. Em epi tum 
ado or le Taz a age cando a cação Lee 
ad vs sans, qe e lo son dej. So 
Pete que cada cdo és рш odo vim des. 
Freno pa, tbém ge ата карти quide de so 
dot inte de modo que uc vetores grados 
ow = + Obi par o аши =p + Caput 
(a) Que combinação ie deu v педа o vetor do af 
(9) Qui comino car deu ea o vetor dore вт 
E) Qalconbiaçã Ear dev prá мы mi a de 

neon er 

эх, O modelo de quadro, a modelo CMYK de core, ¿vi 
ado pa pe ттш, os coloridos Nene modelo, e 
mes sã idas sand quo ts coloridas: cio (С) па. 
теша (М) ame (enn cia! Y do шры la) pesto cm 
ima шь К о трн Hac) A coe ode sr ida im. 
Periodo эга ir dos qu po et o méd de cor 
Cia ou мо pres pontas ертип rn 
Sra quim ce tado E ob esco de pas 
de cores door rar comisario decor desta (o método 
"cor de proci) O Sta de Egupurção Pantone € 
sem de mineração aa a ts omni. que cada a 
Ane um me de ee cn в рателрс de ci, ma 
eta melo с pro em sua compe Una masi d 1e 
rear ema cr Pe atoa quo ee bic com 


em (1.0.0.0) io para) 
m (0, 1,0, 0) (eta po) 
3700010 mia pun] 
к- 10,00, pro pum) 


de descen uma cor da unta como uma coação Lee 
de унше. do cocos te De 1, ach 


11 [sea Tee 
s| a 
n| ж 
m |. 
т [тп 
CHE 
п [ө 
т [в 


Considere ars cr da lc vet, се, ев. 

cid as linhas o coro da abela como vet г ту v 

тек 

(a cone екшет 0 al qu os compare do vetor 
x= е, + hes + dom ds don tales ee 

(9) Encontre salas E e que componente do vetr 


x = la o do ao mis de todos 


e Dema шетке ботан 


36, A tea зери mon a popalçã cin municipi pt 
1 эё М em quatro anon биши. 


e Ti 
Eon 
sen man 

En 
PET 
seno | пл» 


ER 


E 


мз 


ут cr ша терет co ua cão ен G 


paeet eamt аук lenene) 


dd о єє, 1 O conjunto de todus шш combinações ca é 

dominado opao CMYK. 

(e) боеца CMYK эп ндер de Explique. 

(0) A ce Pantone STECVO £ uma mistora de V de cu 
`+ de magenta 73% de amo 78 de pr a cor Pan- 
ene АМС ё uma mintara de 0% де ciano, 3% de ma. 
ea, М de ama e 4% de шк © а cor Pantone 
SENCVC € uma mira е 1003 de cao, O% de magna, 
7% de amo e 30% de preto Desote ess cori por Pes 
= (0380,58: 07007) pra 2 0,02 T) epa 
(10,047,030. especie e expense se venes 


(ra pe e Et a pm 
E Pd Din US Rana d Coma 


Condo м ийини o coro da bla co eres 6 єз, єє 

e К e cade o мма di cep di tll cono vetos 

pr 

(e) Encontre y s e que o componentes do 
эшк = e, +з, + hs ыс, sã popalaís mê 
de ca mms o longo ds qua aos 

®) Encontre escalares y ou bs que componentes 
door be br + br + kara do, den oo 
no más dos o unico em aa ao do 

fe Ines 
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Discussão e Descoberta 


DI. ш) Qual propriedade розв deve sr sad um ej. 

de doi жите, pq pre 
б) Qui proprio peorien deve exigida de um conjunto 
pr 

[rr ——— P 
opos de para que ger la 

(9) Quis conte devem sr exis de um cjuo de dois 
vc de A” para que ge ta 

(6) Sem до veo o quis ocios € veninde que 
gelu) etel? 

DI a) Event que pu сино des vetores ão ls m- 
uns gan de Lemon spend? Ju 
que apena em pano per 

б) Justo epoca me pari (e) cum rpm 

(Sigo pedo] 
€ 
imas impede e ep ese 


Figura Es 


DE O каше ситен вде нет ms oo e epi seda a 
dado ил load Le Eno Demo 
“qeu в ambos sins de camen não valem Qui 


Trabalhando com Provas 
т. Sejm е y vers ao ua em с Ё e sejam = je 
LE Tl. Prove que а combo linear W = Tu beta 
ago ce ve vic cuc ушты sr pos ia a 
т. Sejam besas de Poe qoe intenção W N W€ 
apaga de. 

Usando Recursos Computacionais. 

ТЬ Oração) Us a ereta copio paralela 
abla ne 


тас Шемс Gen jc) 


E. Deseo эв precinto par derma um conn de 
vete de larmes pee ido Teran 


Figura tes 


DS. Vue amg dada é veia) sas), Io 
pu 

(6) Se os ers não nulos form ue ejut eame de 

pedem. сто cai vete do шшс podes remo em 


To ra combinação leads сит do 
(0) Осо de todas combinações cae de dois vetores ve 
dc on 
(e) Sedo pode er peso cono combiação шеш de v e w. 
lol ver o came depende. 
4 aja de veto de К que cnt 08 ima de- 
más 
(6) Se [vy Yx, Ya) um omajasto Кастене independente et, 
pe cada car lado bo conjunto (bd umn- 
dinamite. 
DI, fou fomi dada ea Y) cul P) atue 
pr 
AA) Se vm vetar om E, na (1,19) Gm conjunto Ear 
po) 


СЕТИО 
эл келшы, cto conto riot us asa de 
6) Se Wé um bajo de o po) = V. 
@ Sepa) = pets emo, =3, 
DO, Eni ção ce ge pp) cando a 


өз. Se, e W, до sabes de E, tão ss soma, etapa 
X + onde x emd ean W e y eem W. Prov que a som + 
Wit oca de R. 


csi eme рик temia se os ep ers io 
puer: 

"6-518, s- 0-213 
prm 


aive nl 
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A RELAÇÃO ENTRE 
Ax=bEAx=0 


Seção 3.5 Geometria de Sistemas Lineares 


3€——— bre mr pra rar pop колтет 
das contos ação de teus eant. 


Коно prio objetivo esa seção é estabelecer uma reação ерис as soluções de sistemas não пові. 
meos consistentes Ах = be as lotes do sistema homogêneo Ax = O que em a mesma mai de cof 
entes Dizemos que Ax = 06 о sistema homogêneo atolado a Ax = b. 

Para motivar os resultados que queremos, consideremos o sitema não homogéneo 


13202 ds [o 
2 6-5-3 4|. [а © 
o o so о.э 
2608 «mnis [é 
seu sistema homogtno associado 
a sa o a ofal [o 
2 6 -s -2 «-3||n|. Jo = 
o o sm o ||" o 
2 6 o s аш lo 


-] [f] үзү гэ] rx 
a| [o | || [o 
al fol, | of, [21,0 
af=loler| ojii] o 
| || [e| [o |1 
al lid Lo) Lol Lo 

С 

э] 3r rm 
x | [e| [o 
ЕК: 
"ае B ioia 
»| [ol [ol |1 
o) Lo) Lo 


Aim, vemos que o conjunto sous до sistema não ooo (1) é uma танас do espaço solução 
o sistema homogéneo associado (2) pelo vet 
v 
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u———————————— 
so usa o priino resultado pera. 


dox, W onde, d uma solução qualquer do sistema não homogêneo Ax = b (Figura 33.1). 


с 
Dmm мынын инин жетин TY murs Che mi 
rre 
m 
"i “Suponha que x seja um vetor em xo + W. Isso implica que x pode ser expresso па forma 
TIME 


Axe Аш v) e Аш FA beh 


que mostra que x é uma solução de Ax = b. 

"Redprocemente suponha que x seja uma solução de Ax = b. Para mostrar que x et no conjunto 
30 W, devemos тойгы que x pode er expresso como, 

route o 
iode w нї em W Cou seja, A = 0). so роде ser eto tomando wr =x — 1. Este vetor obviamente a+ 
"iia está em W, pois 

лт = Ala) = AR xb be . 

Segue do Teorema 3.5.1 queo conjato solução deum sistema linear no homogéneo consistente é 
expresso ma fora 

Mtv etm tn 


“+u o 


Teorema 35.2 Шта solução geral de um toma linear consistente Ax = b pode ser obvia soman- 
do uma solução particular de Ax = b a uma solução geral de Ax = 0, 


OnSEaNAÇÃO Agora segue, deste teorema е do Teorema 22.1, que cada sistemna linear tem nenhuma. 
umna ou байа, soluções, como afirmamos no Teorema 211 


EXEMPLO 1 Como o conjunto solução de um sistema linear año homogéneo consistente é a най do espaço 
A ma de Ste polo до sistema homogéneo amociado, o Exemplo da Seção 3.4 implica que o conjunto- soluc de 


nc Mo Magic uen Мт linear não homogêneo consistente a duat ou ut incógitas , necessariamente, um dos se 
Duere peso 


[Espaços solução em R? | Espaços-olução em К? 


Umpomo Vn pono 
Uma ma шта 
Lo mpi. 

лю 


тошум CONCISTUAL. Explique por que trasladado Е (ou R) por um vetor x, produz (oo). 


А segle consogacia do Teorema 3.5-2 relaciona número de soles de um sita não bo- 
"mogiaeocomo número de ойде; do sistema homogêneo associado, no caso geral em que o mero de 
equações não presisa ser igual o imer de incógnitas 
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exempto 2 
== 


Teorema 353. Se duma matrie т, єн ar seguintes айлтардез nã equivalentes. 
(a) Ax = O tem somente а solução rial. 
(0) Ax = bem no máximo ита solução para ома b em R” (ou seja, ou é inconsistente ou tem 
pu 


Teorema 354 Um nisema linear não honogineo com тай ines doque equações é ou ico. 
see ou tem ата infinidade de soluções 


A consistência оз івы еа de um visem near Ax = b é determinada pelas reações er o vetor 
be os vetre-colua de А. Para ver par que, suponha que os sucessivos vore calna de А scam. 
ca. do se a ema (O) d Seção 31 para escrever o sistema como 

acera na 


Vemos desa expesso que Ax = bé consistente se somente se, b pode ser express como uma co 
вардо linear dos vetores сода de А е, ese caso, as soluções do sistema lo dadas pelos coeficien- 
tesem (5). 

Essa ida pode ser expressa de шта maneira um pouco diferente: Se A € uma matriz m x n, entio 
dizer que b uma cobinação linear dos vetares-ooluna de é meso que dizer gue bet по subespe 
de” grado pelos ион» ойша de A. Eae subsp denominado o espage-eoluna de A e deno- 
Fado por coli) O próximo teorema resume eia discs. 


o 


Teorema 355 Um sitema nar Ax = consiente se, e somente se, sá no apo cona e 


Determine se o vetor w = (9, 1, 0) pode sr expresso como uma combis linear do vetores 
LAD w-046. я=@-%-® 

‘©, se puder, encontre ита tal combinação linear. 

Solução Já resolvemoseste problema no Exemplo 7 da Seção 2, mas usando o Teorema 3.5 comum 
ajuste apeopiad de noo, podemos chegar aquela solução mais dictamen Primeiro reservemos 
энше» em (опта de colunas e consideramos a matriz A де tamanho 33 cujos vetores coluna sucer. 
vos so, v,e ү, Nono problema agora ё determinar ve w est па espuço coluna de A eo Teorema 
3S mos diz que so соте se, somente se, о sitema near 


1 3 Nja 
2 3а o 
з 6-sllol lo 

consistente Ass, alcançamos o ичели (9) do Exempl 2.1 de imediato agora podemos proseder co- 

mo aquele сатира. Mostramos naquele exemplo que o sema é consiste te angie des 


azh e-i as о 
рае 
т=н» . 
Sabemos que uma equação linear na qon a, e, não ão amos nulos, representa uma re- 


na фи а, а, са, não são ado nulos e. 
esta um pan no sitema тус de coordenadas. Mais geralmente, o conjunto de pomos (13,2) 
ФК que asa uma equação ica da forma. 
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p 


аа 


denominado ша hiperplano de R”. Aim, por exemplo, ts são hipepanos em Pe pano são hiper- 
planos em R Seb = Dem (B nto equação simple para 


não todos nos) © 


аш наза 0 (aisan, ve no todos mlos) 9 
dizemos que o hiperplano parna pela origem 

Quando for conveniente, podemos expresar э equações (S) e (9) na notação de produto escalar como 

b (040) 

o яо am 


respectivamente, ande а = (1,0311105) ex = шл... 24): A formada Equação (1) revela que 
para um vetor o nulo fiado, о hiperplano а. = O consiste бе todos vetores x de R” que sã опоро- 
таз о veror a. Por isso, dizemos que (11) € o Mperplno pela origem com vetor normal a оз então o 
complemento ortogonal de n. Descamos es hiperplano pelo snbolo a (ca "a per”). 


Seja a (572.4. Encontre uma equação sas vuele, уе ге um equação рапта бо hiperpla- 


Solução O complemento ortogonal do veo consiste em todos vetoes x = (r, у, as que а-а = 0. 
Escrevendo essa cação em foma de componentes dá 


syto a» 


qoe é шта equação ns varidveis xy e z do Biperplano (esse caso, um plano) Риз encontrar одақ 


Geomeicumente, as equações де um sisterma linear ошоо 
aus tanto ++ aite 
Sa + azt + + aute 


anin жаша us + autom O 


representar hiperplano pela origem de Е e. porno, o espaço solução do sistema pode er visto como 
a intereso destes ipepanos во é uma extensão o J de um fato familiar nos esposos vis а 
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EXEMPLO 4 


Exercicios 3.5 


1, Coesideme ot nitenan шеме 


Б ОШ Es 


Teorema 56 SeA é uma mari тп endo espaço aao do sema Linear homogêneo Ax = 0 
comitem tados vetores de que de ortogonais a cada veto nha de A. 


Par oso Teorema 336, examinemos o sistema Ax = 0 que fol resolvido no Exemplo 7 da Seção 
22. А тибе de coeficientes d ema é 

132020 

ai tes ca 4-3 

o o sw 015 

2 6 0 8 418 


mostramos naquele exemplo que uma solu peral do sistema € 
AR nan Sachs um 


Recserevendo essa йо geral no formanto vetorial 
"— 

стезасзездо o primeiro verona de A em forma de Enupla 
m= 03.72020 


vemos que 
жек = - 20) 30) + (DA) 006) +2 +00) = 0 

snos gent o Tosa 46 Deinarnos cep der conta que poto cl de com 

ada um dos demais vetores nba de А também eo. 

OLA NDO A PTE O leitor jä deve ter observado que utilizamos а frase “uma solução е e não 

“a solução gem”. Fazemos so por que os тейит» que perum o espaço solução de um sistema ear 

bomogênco дә ч único. Contudo. pode sr movtado qu а липа amina com er 

tulo eliminação de Gas Jordan sempre pedem à mema solução peral 

€—— 


PEE 


EEE) 
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(o Ene ema ойдо рм da tema mine. 
(8) Cote que x= 1,2 б.у = 1 € msi dosinte- 


Em 
ERE 


(a Econ uma echo ger dota bang, 

(Ы) Cote que = 1, = Le | Sana lui dos 
a ão fomoçõn 

(6) бе өемдә ds ринен е C) pr encontar una ea 
Күң nte 

(8) Confia remar pare (bento sistema обо. 
one damn 


Nos Bron 3 4, (a encontre uma solução peral do имела dado 
ies eria pra chida ra рм a pr atc ua sl 
ш send dos men aria a sli pac 
sera nomeado 


nar a(o y 
fe E 3] M -E 
9 2з 10) |5 ээ) 


3318-09 


Na Exc $e eo fd do Edo pu ciim que 
pd er ств como racial Шеш dev cv cc 
poni 


ОЕЕО ТЯ 
Мола 
IL ud) 
m=0,53 


IT 


Gsm 
Toi 


алом 


Nos Бика 9 e 1, eco ques paramaricas pars o Niper- 


ES 


э ша 23а 
ao 
аз Der 


m (e 
Mae 
(DAA 


Nos Eee 14 enam uma gd ima, en 


“med pagos me — 


ets dota so oo pes seen fa deves. 


n n+ a+ 9-0 
poreca 
заза зто 


hos dn cin 
зава io 
Dn +s9 tn +2 1-0 
PE] 


м лязо cds e 
poc 


38,0 Acqua é yi c 1 podese vita como um itema l; 

ear de uma cação a vtt cenita. Ese ma seção 

к ема opi ce ша ção pata тал medo 
ad dd rir 

О Dim тиндер do edo part б). 


nm + y = pode sr vt como wm tema inc de 
ra eii Gs ptas Espe uma adii pel 
da equ como uma edo раза mas una ooo 
тн o ema orto ad 
в) Dita interação ота de tdo na par o. 
17. (a) Enc se E boa de duas equis as 
“agia со espaço ção co vtr d 
енотов ат ев СЗО 
в Queipo en pai оерт 
(9 Encore ита ийи pd d sema obio a риле (1) e 
alem que sg Alem pco de o 
aldo genérico бирелеше, 
тї. ш) Economía Ea epa de de M 
“ag си ишо oo cora modo rs e 
R pe dlo oropoma aam t12 IEB, 2-2. 
por 
Esc una solo prd d items chido na pte à) e 
cafe que ves lion pode d og. 
idade pm da paes E 


Бе 
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19. a) Enconse um sema nar homogéneo de duas equações a 
жшт “чо espaço дыы cosi e to os 
{шш de que о oropan a ее 
Po 

б) Que tipo de objeto gem o egg? 

(e) Encore ma alio pera d tora obtido ap (a) e 
ste que spo йо te na propriedades de mg 
tie pm ds pares () 


ш, Se é ia Ha bc, qual é ção sas 
eu conjunção тощо side A = 


DA, SeA duma munie nxn inventel ene v Gem tom КЁ que dor- 
topa cada vote inha dA, eto v = тееп 

э. бела = Dom ra linear de eg 7 жедриш que 
rede o oe lenda d espaço ção? 


DM, obe satio dada eae (V) ola P) uq 
poa 


Trabalhando com Provas 


СЕТЕ 
o pondo que te ão потера bt ul 
Ses ditas, ex, ndo es solis pum encon uma 
Too ii de e = A] 


ть. Prov que) = (a no Teorema 353, 


Usando Recursos Computacionais. 
A) мөшт qe o t v = Са аа 2 108 8) e em 
pa “авыз. 


e 


20. ш) Encore amina er ego des equis a cinoo 
“ago cesa indo cms tb a e e 
ge so coges ЗА -1750.212 -E 
Кее 

(9) Que tipo dejo poco бону 
DI T ção pl da te Жыр apt 0 e 


tem ua dade de ções 

(0) Se Ax = income eto Ax = pos somente avo 
po 

(6 Quero o menne mer de рете e coja interesto 
mico poa 


@ Se We um plano диш em Rn um sistema lineara 
тё cp ср em o solui quie pao. 


PA Poe qe = be = sd cmd ento A = + ct 
Ens Cer paço ds кошш, 


м. Seadun vtr alo de К е1 un ecl oo eo 
d. [Nos e met que eae paras diam 
ea pega ortogonal pla crim | 


A 


Seção 3.6 Matrizes de Formato Especial 


Nesta sei. euros mtrs aue tém vinos formator secas тигу que codes agem ma 
rega de paços tom dentem um preparare somo vo serena 


ао 0 
MIEL 
994 
onde dd; 


Uma mariz diagonal € uma matriz quadrada па qual tdas as entradas fora da dons principal sio no- 
as. Asa, uma тики diagonal п л gel tem a forma. 


о 


de são quaisquer números reais. 


Deixamos como um exereicio confemar que uma mai diagonal inerte e somente to 
в as suas entradas та diagonal são noni, caso em que inversa de (1) 


e 
DE 


о O MA. 


a 
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Também deixamos como exercicio confirmar que se 4 um inteiro positivo, ndo a sima poca de (1) € 


dt 0 0 
оао 

v= ы в) 
оода, 


мешм VOV d 
mm, E ы ] 
ооз 
See da disco sima que 
ШИ; " о о 
0-1 of. 26 n 
оо} D k E 


7а о 07 fon гаар баз баз йа 
оао Jau ош оп au] = [doou беп dion бам 
m ар ар ам] (аан бар dm баз, 


ан ао а day баз фа 
ан аз аз fA 0 o]. den аз бар 
ан an аз |o $ den &ъ фев 
а аа ao) ^ 0 ®] dus баа dav, 

Оз sc para lila uma ari А А queda por uma пае diagonal D, muliplque os sucesivos ve- 


"ere inha de A pelas aces entradas digo de De para поріг та mai A di por uma 
maia diagonal D, mile os sucesivos vers coluna е А pelas sucessivas entradas diagonais de D. 


MATIZES Оты matriz quadrada com todas entradas cima da diagonal principal pui зао € ta triangular infe- 
TRIANGULARES rior uma matriz quadrada com todas entradas abaixo da diagonal principal iguais a rero é dta angu 
lar superior. Uma mati que é angular inferior ou spero € dita triangular. 


EXEMPLO 2. Matrizes angulares 44 gerais têm a forma 


au з am a w 0 00 
теши 
0 аз am au "m 
EE mass 
айе == 


Este exemplo lus os seguis atos ativos a matrizes tanla 
+ Uma mato quadrada А = [au] iangola superior se, e somente se em cada Ha todas s 
'emradas à esquerda da entrada diagonal são nulas, ou seja a -daima linha começa com pelo me 
os 1 zeron, par enda £. 
+ Uma matriz quadrada A = [a] € tanga inferior se, e somente se, em cada colum, todas as 
cntrada acia da entrada diagonal não malat, и у а ima colon começa соп pelo menos 
1 aeron, para cada j. 
+ Uma maiz quadrada À = [a wiangular superior e, somente se, toda as erradas à esquer- 
ada diagonal principal о nulas, ou seja, а, = 0 se i >J (Figura 36.1) 
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foasai 


EXEMPLO 3 
e Qui no 
sun eq 


* Uma matriz quadrado A [a] é triangular inferior se, е somente se, tds a entradas А dii. 
da diagonal principal são nalas ou ej а, = 0 зе! < (Figura 381). 


Omo as provas formais. 
OnsemaçÃo É рович uma mare ser angular ano inferior quanto superior. Você pode encotrar 
exemplos” 


“Todas esas emas são angues superiores. . 


ме эди vimos dois métodos básicos para resolver sistemas lineares, a eliminação de ass Jordan, na 
qual mati aumentada € levada à forma escalonada reduzida por linhas e а eliminação дс Gauss com. 
meos, na qual a matriz surentada е levada à forma escalonada por linha. Em ambos mé- 
todos, a marriz reduzida em pivôs em cada linka nào Contudo, exitem muitos algoritmos cons: 
тилеб para resolver sistemas lineares nos quais a matriz aumentada € reduzida criando piv não. 
Malos no necessariamente iguais a 1. Em tai algoritmos s divisões quc eetuamos para prodi os 
pivôs мю simplesmente incorporadas no processo de resolver para as уште Líderes. 


[Teorema a.s К 

(6) А raposa de uma matr iriangalar inferior triangular superior еа anspost de ита ma- 
ri ramal superior тилби inferir 

(0) O produto de matrices triangulares inferiores é ingular inferir e o produto de mars 
drianguires superiores é rampa superior 

16) Uma matriz triangular é inventel se, somente s as entradas da diagonal ão rodas mão ls 

A) A inversa de ита matriz triangular inferior ner d sriangular inferior e a inversa de un 
тат triangular uperior тетка triangular superior 


“Vos provar spas (a) е Ф), mas as provas das partes (с) (eso adidas so Capitulo , onde te- 
emos mas femmentas disposi 


“ra 8) A wransposigão de uma mai quadrada reflete as entradas pela digna de modo que a trans- 
posa de uma matriz com ers аиле da diagonal principal tem eros acima d diagonal principal, e mei 
came Аз, a зазрона de uma mai angular pero é angu inferior e тарикате. 
Press) Provemos que apodo de duas matizes wiangulares interiores A e B алдаш inferior. A 
prova para пана angulares superiores é análoga 

Commo A é triangular inferior, seu imo vto ё do tipo 

mmi aa ee ay e 0) 


eno Bé tramplar inferior, se éso vetor colum é do tipo 
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EXEMPLO 4 
К 


MATRIZES 


Olhando para eses vetores. deveria ser evidente que 
(AB), = rae) =0 


dede ado qto sto de Ada e oda (36) A AB 
йш ferir. 


Considere as matrizes tiangslares superiores 


5 05 
Da jo o-s 
oos 


Una mais quadrada é dia simárica se A7 = A е antiaimárica ve AT = А. Como a шмирона de 
"ums mai pode ser obtida refletindo sns entradas pea diagonal principal (Figur 3.1.3), as entradas po- 
чапай simericamene em relação à dingonal principal so guai em matrizssnéticas e sã os ne- 
ишн uma das outras em mates ai simétricas, As entradas та diagonal priocipal de uma ташта w- 
ária são quisqu meros, mas numa mata ані sindica devem ser nulas (or qu? Aqui emos 
alguns exemplos. 


= ИГ 
же IEEE 


Emn termos alpbricos, uma matiz A = [a] simétricas, e somente, 


у= (Ay oueqivaleme, ay = ay в 
at simétrica, e somente e 
у =A) ов equivalen, ay = -ay o 


O próximo teorema ista as principais propriedades algbricas de matrizssiméicas As provas são 
todas conseqêcias diretas do Teorema 3.2 10 são deixadas como exercise como шшш discussio 
do torna comspondene para maris américas 


Teorema 3.62. SeA e B sdo matrices simétricas de mesmo талдо; 
(a) A simétrica. 
(0) A+ Вед Водо indic. 
(0 Метан. 


e é qualquer escalar endo: 


Não é vendade, em gral, que o produto de marizssméticas é ums matriz iméric Para ver por 
аш inso € astin, sejam Ac В паа vimética de meo tamanho. Eno 


BA = BA 
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EXEMPLOS 


MATRIZES DA FORMA 
AREA 


Anim, seas que АВ)” = AB se, somente se, АВ = BA ou seja, te, e somente o, A é В comum, 
Resumindo, emos о seguinte resaltado. 


Teorema 3.53. O produto de duas matrizes sindricas d uma mare sérica se, e somente se, аз 


Considere o produto 


3p 3-6 3 9 
:3-[ 


as pode ser feito multiplicando ou anspondo ambos lados em 6 . 


om centra. Ё verdade que o produto de das matos ant simetria € anti нисо se, 
somente se, as duas matrizes comam? Explique se aiii 


Em geral, ша matriz stica não precisa ser ner, Por exemplo, uma ati diagonal com um ze- 
тота diagonal principal € sierica mas ão ё inverte. Contudo, o próximo eon mestra qu no c 
so de uma паша sima ser over, sua inversa amb 6 sida. 


| orema asa Sch uma mari imrica eb, eo mdr. 
Prova, Suponhamos que А seja ама eerie Риз provar que A" é invertvel, devemos montar 
que A é igual sua transposta. Conto, pelo Teorema 1.2.1 e pela simetria de A temos que 
Aa 
que completa a рела, . 
Os puts marcii do po AA е A'A surgem em muitas aplicações, portants, vamos considera algu: 
mas de suas propriedades. Se A é umma matriz mx, епо апы mat п т, е medo que ambos pro- 
га, AA eA A são matrizes quadradas, sendo qe a mui AA” em tamanho m mea matriz A'A em 
tamanho n» n Os pedia AA e A'A são sempre mates simétricas, pois 
AAJ атат = ААТ е (AAY SAMA = A'A m 
A simeia de AA" e A'A também pode ser vista explicitamente, caleulando as entradas dessas та- 
"ires Por exemplo, se os vore cona de são 


pee 
n 
m——— — pl que 
ame | O o fi, o 
+. OTA 


que, pela Fórmula (23) d Seção 3.1, também pode ser expresso por 


EXEMPLO 6 


Vamos deixar prova completa como елего; contudo, observe que se 
A verve. en о Teorema 32.1 implica que A" Simventel, de mo- 
% д» os produtos AA e A'A são mei 

OBSECRO Observe que a Equação (T), junto som os Teoremas 164 
8365 implicam que se À € verve, елдо (AM) е A A)! so matri- 


ue é um sitema inca omogénco cujas soluções são os pontos Плов de A. 


DENEN 
“= 
cd чака ынаа и ашанын 
que pode ser escrito como. 
297-0) 


(Verifique) Deixamos a cargo do leitor confirmar que а ко geral desse sistema é 
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n=0 set 


Assim, os pontos fixos de A sã todos vetores da forma 


Multas identidades polinorniais para meros ess continuam valendo ara polinômios matriciais, jä que 
"algebra marcial de polinômios € mui parecida com а реа ordine Por exemplo, se x € um nd- 
mero real qualquer e k € um inteiro positivo, emo a identidade lgtrica 


а-дан el) 
эзди para a seguinte denidade ee matizes quadradas: 
AAA 


ss pode ser confirmado multiplicando os fatores do ado esquerdo е simplificando 
Se ocorrer que А! = O para algum inteiro positivo ей (11) simple pua 
ULA 

as em que podemos conci que Т-А азе e que o segundo fator esquerda € sua inversa Ress- 

id, temor read sei. 


Teorema 356 Se A € uma marie quadrada e se existe um йш positivo kal que A = O, ero a 
mati] -A dimer 


UA e LEA A e I an 


Uma mariz quadrada A que satisfaz A* = 0 para algum auti positivo é dia nipofente c o me- 
meriti alque A! = 0 € denominado o ndice de potência É importane não esquecer que o Teo- 
Tema 366 somene vale se A nipote. 

Аз vezes, a mula (12) pode ser ada pra dei propiedades da matriz (1 — А) a parir das 
propiedades epocas de A e, em cer crucis, pode volver menos ellos do ue о mio. 
do e red por linhas discutido та Seção 33. 


Considere a matr 


ЕҢ 


Deixamos а cargo do leitor confirmar que 


un m 
то0о e 4'=]000 
ооо ооо 


Asi, A é илеше com indice 3 de правас Aim, segue do Teorema 366 que а неа de 
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INVERTENDO/-A. 
POR SÉRIE DE 
POTÊNCIAS. 

(Usa Cálculo) 


eene ERE 


ORSEMAÇÃO Observe que a matriz А dese exemplo € tampar superiore tm zeros na diagonal prin- 
pul tis matrizes so dits angulares superiores ess Aalogament, uma matriz паве infe- 
or com zeros na diagonal principal é dita triangular inferir et. Uma mate wiangular inferior ou 
superior sra dia rangalar et. Pode ser mostrado que cuda mate Шари! esr бурае 
ritos aprova (mas veja о Exercicio T5). 


Nosso próxmo objetivo 6 investigar a invertibilidade de A nos casos em que não sã atendidas as exi- 
placas de пірогі do Teorema 3.68 Para тойи a 06а, vamos considerar о que acontece com à 
apagão 


Gatto tapa tatoo a» 


secre 1 e k cresce indefinidamente, ou seja, se k — +. 
“Como uma frago рома fca cada vez menor e tende a zero se a lev a potências maiores e 
maiores, segue е 11 => O quando k —» c, de modo que (13) sere que o ато na aproxima 
mn as 
tende aero ed —> + Escrevemo iso sa: 


A 


o simplesmente, 
Гаете 


О амйоро matricial dessa equação para uma marriz quadrada A € 


CAIAM AA rr) a» 
qae sugere que, se 1- A inventel, então 

UA SEA Aeg m 
interpretamos isso como significando que o епо na aproximação 

U- AY EAR A RA ed 


tende a zero sed — + no seguinte sentido: à medida que cese indefinidamente. as entradas d lado 
‘direino de (17) tendem às entradas correspondentes d lado esquerdo. Nene caso, dizemos que a trie in- 
бош do lado direito de (16) converge a 1-4) 


onstavação Os leitores qoe já estar Cálculo vio recombecrque (16) é análogo marcada fór- 
тш 


жек ed een үр a 
aa soma de uma série рота. 

TO teorema regue, que cnuciamos sem prova, fornece uma condição sobre a entradas de A que 
aan imeribildadede1- A ea valide de (16). 


Teorema 3.67. Se A é uma maie п xn para а qual а soma das valores absolutos das entradas de 
enda coluna (ou enda Inha) menor do que 1, enado 1-A # mer а imersa pode ser expresa 
por 


[E a» 


Sedelé + Минаа de formato tape! 165 


жеени А) 


A Fla (18) 6 denominada representação em série de potências de (| — a 


onsEvaçÃo Obere que e А é nipotente com (dice k de роса, nto A' e todas з potências 
sabsegentes de A so em, as em que  Fómula (18) reduz a (12) 


EXEMPLOS Amarz 


"Foruma Sene ttr 
pores ИН 
444 
sta as condições do Teorema 347, portanto - é inventive pode ser aproximada por (17) Coma 
ajuda de um programa de computador ou de uma calculadora ue calcula inversas, podemos mostrar que 
1 4 07 quus ones олю 
uari=|4 ii| edem 14206 озм: 
-j -| i| loam 0262 1205. 
eom quaro casas decimais de precio (verifique). Aqui estão algumas aproximações de (/ — A)! usan- 
атк 
[E m [rm 
лнн 03156 баз] | Газа зә 02308] | Глы озюм 02309 
oaa asas 02498 | | [03047 14154 03162] | [amor 14263 дэмо 
alvo mee 1.163 | | [оззэз озы 12050] | (azsa 02631 12078 


Омеле que, com k 


1 E ] | 


хох * 0x 
АГЕ xx 
xa Ex x 


аз, Econ doe rs de a, b ee paraa quis miz in 

ТЕТО 

a|s з ак 
» q 7 


conte toc valores de, ced es qui ma A asti- 
O 2a-3bec da She sl 

E 0 сюзе 
Las 4 


No Edi 1516 veis o Teorema 364 pra mi ами. 
21 
3 


54 ma 


1I sand ação дий, e sern ir cotas, detemine es us 
“coa Epoque se reino 


oL AG juae 71 
ok Э ЕР] 


Nos Eno 192, eae ола тана ga A qe sta a 
КЧ 


Nos Enero 21 е2, aplique por que A'A e AA slo meti 
pn ves mica (lo peca Ea contas para un) 
"lo cor ue a selado e meras 


sos] 


= 


э. (a) Mono que A duma macia xls, endo A А48: 
аата A mimo 

(0) Моют que quier matri quad peer pesa ma 

A com шша аши mc. 
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(6) Enpense a maría do Exemplo 6 como sema de uma ma 
iiia cm ara шры му шике. 


э ques sn occ do Se ária 


Discussão e Descoberta 


DI, шд) Fura mui 


Je, San Tas 
Ac [es 


do mula de, pam dcm e = [a] mica 
mater СТЕ 
атану [E 

DA Nolo fi osado ue peso de ri iden coma 


raster venado qe rob de ais id 
tr coma rima pique 


DM, O qe pode or uma manri A ul que AA = 7 

DS, ш) Enero tus mars gras A de tamanho 3 is que 
б? 

(0) Quintas nas diagonais А de tamanho n Кат a poprie- 


Di Encontre todas mares diagonais A de amanha 2 ai que 


л, Oque pode er dio tea тзы А que Grs 


п. Prove o Tessa 32 sendo se propiciado ads no Tc 
ЭТ еп de lb co tadas ida 


Pa. Pre quese 


"Ej 


(9 conte uma femala para AM que eja análoga a Fla 0) 
miana AA. 
эм, Escon (A'A) bento que A £ urma matii т x ao str 
hes te copiando | 


DO, Sejam ши mera qu Duma mr a 


(ы зел + Ве анс, cão A Bao айна. 

fo Se trampa imde io que oli pl em 
Ada nete. 

@ бы mania A da dando x X 4 pde src o 
AL $ US Dede iguais errada. 
a ip. pd por сип en pea 
tia Dé upa 

fe Se é uma mai кх кї que o lena Ax = 8 po e 
met a dução iva to Ae = O pes so ae 
Ero 


a Sed Entries eo Atado sina 
б) Ur mai pt lo pui mera 

(6) Se! = A ento no pod sr poe 

@ Sed dimento (a = A'Y- 

lo) Se Lientel ontto 1 A também ven, 


уз. рине que иза mar dg! ie somente e, tos 
sea ado daga чо rio 

т. (Una indução matemática) ao iiio tec, ee 
eese uma тати mica qualquer e é um cio posi 
nz Acto A" imde 


PS. Promo Tama 365. 
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Usando Recursos Computacionais. 


Tb pos serial de mari) Pad ss тийе tono diga e 

us de та mai po a forent opcion 
eee saos раз dip mas idos, лт, digo. 
tas nulo млн © йг mica Dem e a a 
een tem сш faço sor, pardo сив ши 
es de vis os espe 


тї. Confirme usados do Ta ЗАЛ pr alguns matinas 
per 


seno me Fo (12) a cola A) Cons 
esposa ando mena ditam 


та. (a) Vie o Terena 367 pr confiar que se 


Seção 3.7 Fatoracáo de Matrizes; 


ao mena de T-A pier pesa Fa 
p 
ИАН EAR A EA ea 


e compare com a imersa de - A cla diretamente pela 
a Fernand ras esfera кё qua cade 
= 


тє. CS) Fi aferado no livro qoe da ai stent angular 


Decomposição LU 


Met sg actas um mt para trar uma тити quado num pro —— pe 
ame eres. Гал ações mr um мотам рэп пыт ms ns aper de rã 
de ais de reso de items ere Verr que ce méd atração paraa de sims E 
eres cars көт à imnapi de Gus eo конт. 


"m 


Nosso objetivo principal esa seção desenvolver um método para tra uma marriz quadrada A та forma 


m 


omde L é viangular inferior e U é wiangala superior. Para motivar o interesse nesse tipo de погода, 
Suponha que queiramos resolver sistema leur Ax = Ве nações a incógnitas e que а matriz de 
Coeficientes do sistema tenha sido fatorada da forma (1). ode Langa inferior a x n U € tam. 
Bolar superior n A partir dessa ftoração, podemos resolver o sistema Ax b com o seguinte pro- 


алено 


Passo 1. Rescrera sistema Ax = b como 


p 


Pao 2. Defina anova variável y por 


Ux-y 


recrea (2) como Ly = b 


o 


Passo 3 Resolva osistema Zy = b na vel y. 
Passo 4. Subs o agora conhecido vor y em) e resolva 3) ave x 


Esse procedimento é denominado o método da decomposição LU. Embora a decomposição LU conver 


problema de resolver a био sinema Ax = b о problema de resolver os dois sistemas Ly 


Р 


Yeetes ol sistemas são ces de resolver porque suas matrizes de oeiintes ão trangulare Aim, 
come quemo dá аша halo reslve n dois sistemas doque resolver о sistema origina diam 


Ani temor um exemplo. 
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рамот Ae o mão 


244-3483 « 


таз йо se preocupe com isso agora; nomo dnico objetivo aqui é ata 
como essa ога pode ser ийа para resolver o sisterna linear 


ШЕП 


Bi WARG 


Conforme especificado no Рано, vamos definir y, y, y, pea equação 


EHE З 


n 


oque nos permite reescrever (3) como. 


ENEA >- 


L 


ou equivalentemene como, 
m -2 

an = 

Зу 3+7=3 
Esse sistema pode ser resolvido com um procedimento que é semelhante 
атоо, exato que resolvemos as equações de ima рип bi 
ao, em vez de começar da buse е avançar para cn. Esse procedimento, denominado sabed pera 
frente, forme 

m 
(Verifique) Conforme indicamos no Paso 4 substitua esses valores em (6), obtendo o sistema linear 


БШ 


oa 
nO 
p 


Resolvendo ене sistema por rerossubstinição, obtemos 
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2.2 n=- nul 


(verifique) . 


ENCONTRANDO О Esempl 1 deita lr qu, uma vez Шона A еш muss pula eror е superior, sistema 
DECOMPOSIÇÕES LU Ax = pode xer mov сии uma sabio para ft ua rossi Mostemos, go. 
como cer uma tl cação. 
Começamos com alguma terminologia 


Definição 371. Umadecomposição LU ou uma fatoraçã LU de uma maiz quadrada A € uma fa- 
torio A = LU na qui L é rings inferior e é angular superior 


——— Em ge, о é vendade que uma mai quadrada А qualquer emn 
A Álgebra Linear na História A tnet aande 

ec USE Сон sana mostar gr use A pode ser run ore 
o o o aos ia mae. clonado oras com eliminação pesar m perda de nas 


РЕСІ ao 


Se conseguirmos mostrar que Ué wiangular superior e que L é баор inferior então (9) será uma de- 
composição LU de A. Commodo, U € angular uper porque é uma forma escalonada da mariz quadra. 
ФА (ver Exemplo 3 da Seção 38). Para ver que L é оараг inferior, vamos utilizar dis fato: primei- 
to. que paza obiet U a pat de А айо ferm vtlizado permutações de Los segundo, que na elegi 
nas os eos são sernpre introduzidos pela sora епо de uma Шаа a urna Ninha eir. Por 
oo, cada matriz elementa em (1) brida pela multiplicação de uma Шаба da matriz identidade nx» 
por um escalar ov pela soma de т millo de uma inha a та аы inferior. Em ambos casos, a matriz 
elementar resultante é талдай inferior Além disso, pode ser conferido diretamente que cada uma das 
matizes do lado dito de (10) € triangular inferior, de modo que pela parte (0) do Teorema 1.1 seu 
proto também triangular terio. 
Resumindo, саресеп o seguinte estado 


Teorema 3.72. Se uma are quadrada A pode ser reducida à forma escalonado por linhas com eli- 
танда gaussiana sem permuta de nha nt A tem wna composição LU. 


А discusso que nos evo a esse teorema realmente fornece um procedimento para encontrar uma 
decomposição LU da matr A: 
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+ A = LU Ema decomposição LU de A. 
Em termos pico, ão é necessário calcular pel Fórmula (11) uma abordagem melhor é observar que 
sa fala pode e res como 

Denan 


ае. comparada com (8), nos diz que a mesma ана de operações sobre as linhas que reduz A a U 

também reduz La. so supere qoe deve ser рома conseguir constar utilizando um control apura- 

% de operações, n idéia sendo acompanhar s operações que reduzem A a U e, em cada passo, tentar des- 

abri qual a entrada que L deve ter para que ve reduza a coma mesma eqiéac de operações sobre 

as linhas que eduz A 0. Aqui temos um procedimento de quatro passo pam conseguir ss 

Passo L. Reduza A forma escalonada por abs U sem utilizar permuta de linhas e mantendo a conta- 
lidade dos multiplicadores que foram ulizados para introduzir os pivôs е о, malplicadors 
que oram zas para introduzir os zeros abalo dos pot. 

Passo 2. Em cada posição ao longo da diagonal principal de L coloque o recíproco do multiplicador que 
india o раб naquela posição de U 

Passo 3. En cada posição abaito da diagonal principal de coloque o negativo do muliplicador que in- 
rodo o zero naquela posição de U. 

Passo 4. Forme a decomposição A = LU. 


Eaconie uma decomposição LU de 


[Ap ОШ 

O ss з... 

o0: E: 

О Ж во 07 

И 

Е ИЫ 6 0 0] [Ganar] 
De == 

= 
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EXEMPLO 3 


uzida forma escalonada por ibas зет permuta de linhas e que = LU € a decomposição LU comes- 


No método da decomposição LU. resolvemos o sistema Ах = resolvendo primeiro o sisterna 
1g = para оборон rd endo o ca Ur = y para Cont, ls pata do bao de re 
very = é eta durante a conscio da decomposição LU de A. Para ver issa, suponha que 

D 
tied ai donet q cmd a de gina еи 

m 


Assim, maliplicndo ambos ados d equação Ax = b por Ei =- E: E, obtemos 
p 


IEA B 


mai mentada de (12) 


26 
[IEEE 
ШЕ) 
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DECOMPOSIÇÃO LDU 


ШШЕН 
BB 


Esses resultados conferem conos do Exemplo 1, de modo que encontramos uma decomposição LU de 
marie de coeficientes e, simultaneamente completamos а абі до para fente exigida para encotrar 
3 Tudo o que resa fazer para resolver o sistema dado € resolver o sistema Ux = у poe erssustinição 
A cos foram ets o Exemplo 1. . 


Malas dos teores ролин para inverter matrizes авт а decomposișto LU. Para entender como 
ss é eo, seja А uma mara iene mm seja АС! =, э; c д] ма mera deconbecida 
subdividida em veorescolmaeseja / = fes € +-- es] amara identidade п хл subdividida em ve 


lores соза equação matical AA” = pode ser expresa por 
Alm mo od E 

uento por. 
Vx Ax cn Axe ec el 


Axes Anm 


Como vios anteriormente, iio pode ser fi encontrando uma decomposição LU de A endo usando 
ca decomposição para resolver cada um dos niea em (13). 


O modo que descrevemos par callar uma decomposição LU pode resultar numa assimetria saber, 
"ums decomposição em que U tem endi pai a 1 та diagonal principal, mas L pode não tr Conti, 
se for prefertvel er entradas gun a 1 та diagonal principal do ato angular inferior, então podemos 
epa” as entradas na diagonal de L para uma пайда diagonal D e escrever L como 

1-10 
ode Lua ati talar fe eom entradas guisa na diagonal rial. Por semi, uma ma 
кашаа do md pr o 


E: = Hee i =i E: з Al 


Observe que as colunas de Ls obtidas dividindo cada entrada d coluna pela entrada diagonal da 
colana. Assim. por exemplo, podemos reescrever ($) como 


24m [io pes 
СТЕСТ 
e pp 


En peral, podemos provar que se A é uma mairie quadrada que pod cr redi à forma сіта, 
de po lins sem peut de nha, eno A pode e оты de maneta única como 
A-LDU 


олде L é uma aa taula inferior com entradas na diagonal principal iguais a 1 D 6 uma matriz dia- 
goma e U é uma matete angular superior com errada a diagonal principal guasa. Lo 6 denomi- 
nado decomposição LDU, ou fetoração LDU ds À. 


ИЛИИ 


Onseavação О procedimento desci para encontra uma decomposição LU de uma matriz A produz 
pivôs та diagonal principal de Y porque, пене procelimeno, a mar U € uma forma escalonada por 1 
bas de A Muitos programas pra clar decomposiaes LU produzem pivôs que ão somente пел. 
ore näo necessariamente iguais a 1, eo soma mitiloscomenlentes desses pivôs entradas abai- 
o para produzir os requeridos rro. Aim, essen programas ob uma пал: wiangslar superior com 
‘esses pivôs que não so necessariamente iguais а 1 за diagonal principal. Existem ceras ханета nisso 
que seção discutidas mais ant meste vo. 


USANDO MATRIZES Ма maioria das aplicações do mundo real, quando um algoritmo numericamente estável € ulizado para 
DE PERMUTAÇÃO resolver um sistema linear Ax = b quase sempre ocorrem permutas de nba, pois € шад o pivo- 
PARA TRATAR COM memo parcial, ou algum preeimento comparável. para reduzir o erro de arredondamento: Quando eco. 
PERMUTAÇÃO DE теш permuta de linha, não podemos шаг a decomposição LU diretamente: condo é pote ear 


Соло à mui P бау (por ser um produto de matrizes elementares), o sistemas Ax = be РА 
Pb ms camas воде (por qui?) e cs sistema pode er resolvido por decomposição LU. 
ONSEANAÇÃO Se A tem tamanho oc, eto a matriz P discutida acima é o estado da reordenação, de 
alguma fora, ds ibas de, Una matriz деме po é denominada matri de ermuação Alguns ros 
aliam P para a mariz que denotmos po Р, caso em que (14) deve ser scr como 

A=PLU as 


Por isso, dizemos que (15) € uma decomposição PLU de 


FLOPSE O CUSTO DE Existe um velho ditado que diz "empo é dinheiro”. Isso é especialmente йо na indústria, onde o cus- 
RESOLUÇÃO DE UM поб resolver um problema €, muitas vezes, determinado pelo tempo que um computador leva para ene- 
SISTEMA LINEAR cutar eus Сасай Em peral. o tempo de computação depende de dois fores a velocidade do processo 
dor número de operações que são pecessái, А velocidade dos processadores сй aumentando a сз. 
da dia, de modo que os avanços tecnológico naturais ajudam a reduzir o само de resolve problems 
Contudo, o nimero de operações requeridas para resolver um problema não опа questão de tecnologia. 
mas sim dos арония que utilizamos para resolver pobla. Assim, esenta do algoriuno comas 
para resolver um sitema ear grande pode ter implicações financia importantes, No estante desta е 

ão, sueo or ше que etum a escoba do algoritmo та тодо dessas Lacum. 

No jargão computacional, uma operação aritmética (+, = 2, +) entre dois números reais é deno- 
mina um Лер, que é um acrônimo (em ng) para “operação ponto atan”. O número tl de 
орг necesi para resolvet um problema, que € denominado o custo da solução, fornece uma maneira 
caminhe de colher emre virion primos pra resolver o problema Se a velocidade do processador 
do computador e os aspecto financeiro de suas cpeações forem conhecidos podemos conver, quando 
receso, costo em ир par unidades de eo diae Pot templo йн dos computadores 
pessoais de hoje ão capazes de executar cerea de 10 giguflopr por segundo (1 gigaflop = 1 flaps) As- 
Sim, um algoritmo que custa 1.000.000 Лори seria executado em 0,001 segundos. 

Para usar o cll do custo em ops, vamos calcular o nimero de flops que são necessários pa- 
raresolver um sistema linear de equações an incópit por eliminação de Caos onda. Para isso, ut- 
ишел as seguintes fórmulas para a oma dos рем inteiros positivos e da soma dos quadrados 
dos primeiro número tios povos 


142434- ne ein ae 


Orc rs ma cs pc ела den nimm pu tr Noa 1. 
fm in dado La a em a 
Cd Oe H— — é dn aa ee e e 
a po tas aro Rs E ip ps aee de cg. 


Sede3] + Fnoaçã de ative Decepção! 175 


d an 


Seja = bun sistema linear d equações а n incógnitas a ser resolvido por eliminação de Gas 
Jordan eliminação de бина com етан до) Para implicar vamos supor que A seja ver 
vel que шах de has ão sejam посо para reduzir а matriz aumentada [A | b) à forma exealo 
mada por linhas. Os diagrammas que acompanham a diae seu fornecem uma maneira conveniente de 
cena as operações que ão rece para odas um рл na ema ba e ev dio do pr 
Na nossa contagem de operações, vamos agrupa produtos com divides como "muiplicações” e somas 
com subter como “ações” 

Fasso 1. São везано fps (lilas) para introduzir um piv na primeira йи. 


laxe x 


Seo uma quad qe no evo 


dect ua амам que es sende aaa, 
ed 


Fasso 2. São necessárias n mutilações e adições para introduzir um zero ino do рй e existem 
ibas Бо do phó, d modo que io necesirio 2 — 1) ups para introduzir os e 


— 
lee. 
xxx 
xxx 
ox 
xxx 


Coluna 1. Combinando os passos 1e 2 emos que 
D 
o der de flops necesario pra a coluna 1 
Coluna 2. О procedimento para a coluna 2 é o mesmo que para a coluna 1, exceto que ago 
va eramos ишо com шта iba ameno e uma coluns а meno. Aim, número de pr 
ecce para зто o pr na La 2 e os eros aito do pivô pode sr clio ba 
"undo poe 1 na contagem de fos da primeira coluna Asin, 
ПЕТЕ) 
o nimero de flops necessários para a coluna 2. 
Coluna 3. Pelo argumento para a coluna 2, 
20-3 -0-2 
o número de flops nesses par а coluna 3. 
“Total рага todas colunas. O patrio deveria er claro agora. 
E) 


o número ош de flops nessros para criar os n pivôs e os zeros associados, que podemos 


Men NBA Ine n De] 
0u, aplicando as Fórmula (16) (17 como. 
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яая мая 25 b. 1 
ке 2 "y tg 
“Agora passamos а contar о nimero de operações queso necessárias para completar a 

ae par ão (a rerosubção 


Coluna. São necessária л- 1 maliplicaçõs e n— dites pam introduzir os zeros aci- 
nado pv da ensima coluna, de modo о mero total de flops para exta coluna € 20n — 1). 


pee 


Coluna (a2. Peio argumento para a coluna (n— 1), o número de os ecesáis para a 
couma (n 620-3) 


“Tola. О padrão deveria estar claro agora. О número totai de op necessários para comple- 
tara fi pra ts 6 


pe] 
que podemos reescrever, undo n Fórmulas (16 (17, como 

um 
Е) 


Resumindo, motns que ones de Лори neceselos para а limnação de Gaias Jordan nas 
fases para frete pur rise 


Sopa na fase para frente = $n + Jo — 


ops Sas para uis =a? =n 
Assim, o custo toa para resolver um sistema linear pela eliminação de Gauss-Jordan € 
Пери em amibas fises = 3н + $a? — Fn CJ 


Uma propiodade ds ройадийовё que a maior coniugi para o valor do polito é dada pelo termo de 
maior ga, quedo calculado em valores grandes da variável independent Assim, para sistemas lineares 
gds podemos usar (18)e (19) para aproximar oir de pan fases para rt е para tl como 
ops na ae para frente o $n? en 
ops fs prato жа? en 
so mostra que, para sistemas lineares grande, as par frente custa mals do que a fase para 
ив. De ft, pode ser enorme a diferença де custo entre а fase para frente е ara trás, como mostra o 


próximo ceno 
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EXEMPLO 4 


Aprotine o tempo necessi par executar as fises para еше e рал ás da (ащ de Gauss Jondan 
mm sistemna de 10.000 equações а 10000 incógni, usando um computador que conseque executar 10 
йр por segundo. 
Solução. Temos n= 10' pars o sistema dado, de modo que (21) e (22) ão o número de ifl peces- 
rios para as Tawes para frete e pama trás como 

io na fase para rm = 3 x 07% = FOP 10 e dci 

sopa na fase para tis = nè x 10 (1098 107* 107 
Asin, com 1 gps po segundo, o tempo de esecução das fases para frente ão 

tempo paraa fase para freme e (3 x 10) x 10- 50 66675 

tempo para a fase para ds (10-7) x 1071580015 


Deixamos como um exercicio confirmar os resultados da Tabela 37.1. 


Tabela 37.1 [ot aproimado para uma mate coma grande 
Амно 

[Elamumaa de Gaane Jordan (ln para enue | 
[elici gaussiana) 
Eliminação de Cao e pão | age 
[тшшш 
Decomposição LU de A 
Sabio pera ren pura sar Ly = ent 
эйи para ud para mover Ux = | ант 
A by reduzindo TA a LA = 
ET E 


* Para sistemas lineares grades, os quais a memória do computador é muto solicitada, podernos 
dispensar o aemarenamento dos pivôs с veron que aparecem а diagonal principal de [abaixo 
de, já que essas entradas ão conhecidas а рата do fomato de O espaço aberto pode ser wt- 
izado pars arrnazenar sentadas de L e, ot s, edu a quantidade de memora requerida p- 
mirer sistema. 


+ Se A ¿ura mur grande comino quase que sm —— tus de A estio 
 Concenradas папа "ia em toro da diagonal principal, então existem técnicas que podem er 
sds para edi o custo da ecompouição LU, dando à decompotigo LU uma vantagem sobre 
eliminação de Gauss-Jordan. 


vo ho s 
=[o 1 offo 1 зеш 
за ajlo ou 


a Al] - 2 
jS КЎ 


f 
(i 
fi 


d 


m 
10 
01 
00 


oleo sema Ax = bcc сое Р At = P be racl 
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Т}. (Subido ar еме к ретин) A decomposisão LU ep 
т preto de role tema lue em soil ыз 
Pane паттык, Algas Тотал tm comandos 
par sale мелик шешт cm mt econo ts. 
de арабада por soni, lunas е comandos 
le resol stes as com mts e coin tim 
Eds fee por sigo рап net, e lus tm o. 
inb para aero nação ae Et pare 
тешти temas zur cs mis de се еш orem 
edu, сапан em ornato LU 9u PLU. Determine ea 


Eine 
с с 
кы 
Босс 
= 
5 
NT 
xni ME 
Aee mn 
Mn eL. 


DB. Mone que asp mai А invente mas o posi deco 


Sarmenta tem alguma ou tds cs nie experimento as 
ndo aca ls ds Eee 
тъ suma compac LU o PLU aque fr mas comento 
en sn ferae) aa resolver sitos caes A = B 
Ax bed = bp onde 
s a 
a su 
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EXEMPLO 1 
Е 


Seção 3.8 Matrizes ет Blocos e Processamento 
Paralelo 


Em ções atores deste cap, ves que é sub ma matre em vers inha ou vetores ua Neste 
epa cancros ur maia de utr otim. aree o f para bb pure da rt 
Sem иу porre pelas press ou pr quebrar e тат arde e poe rene qe po 
Ar ma aon em lord and co 


Uma marriz pode ser subdividida ou repartida co sumar ou Haeo de muitas maneiras inserindo re- 
tas tracejadas entre linhas e colunas selecionadas: Por exempla uma matriz A 354 qualquer pode ser sub- 
(dividida еш qua blocos, A. é Au como 


БЕЯ 


Com ена subdivisto, vemos A como uma msi 2x 2 cujas entradas йо, elas mesmas, matrizes. Tratan- 
о os locos como se fossem tras pura, podemos efetuar operações com matizes А, 
Poreempio, e 


ES 


eos tamanhos dos blocos conbinum pra as operações etl, então a verso blocos da regra linha- 
ima do Teorema 31.7 fome 


^ 


a + Ala AuB + Ana 
o 


Ax An) AyB + Abas Ay Bi: + Ani 


Dizemos que essa operação é a multiplicação em bloco. Lembre, contudo, que para (1) ser uma fórmula 
válida as sul de A e B dever ser ais que оу tamano ds iocos combinam para o 12 produtos 


A versão blocos da regra liba-columa para о produto АВ des matrizes subdivididas 


“=[ ellos] 


‘Essa é umma fórmula vida porq os tamanho dos blocos ão tais que todas as operações podem ser efe- 
mandas: 
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J-i] 


icm ses Со magine uma outra maneira de subdividir as matrizes A е В deste exemplo, que 
perita calcular AB por muliplicaio em blocos. lee s cotas usando ша blo, 

O seguinte caso especial de multiplicação ern bloco: que denominamos a sera columatnha da 
reli e Moss palm (comp com p aba cla e aupa ma- 


Maon tantotan o 


овалуадо А Fórmula (2) & s vezes, denominada regra do produto exterior porque expressa АВ co- 
то um soma de vetures coluna vezes vetores да (produto externo). Baa (тд é tras пропале 
para а odio toóica do que para a computação numérica а sr izada muitas vezes о longo dese 
i Algumas contas usando essa гда sã dadas como exercia 


EXEMPLO 2 Aqui emo ma prova do Tres 3.2 120) que prometemos ns Seção 32. Sejam A e A matriaes mm 
que estão subdivididas como no Teorema 381 Emi segue da dei de aço que 


e кт otro, gr act e lili ma 
tremer ees ien) Momo 
5] Mora 2134) 


AB) pom . 
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MATRIZES. Uma matriz нна зА é иа diagonal em locos se as matizes na diagonal principal são quadradas e 
DIAGONAIS todas matrizes fora da diagonal principal são mulas, ou seja, a at € subdividida como 
EMBLOCOS. m 


оо 


el o 


(ode as maize Di, D... Dy So quadradas. Pode er mostrado que a matriz A em О) é inveriivel se, 
©зопом se, cada uma ds matrizes na diagonal Ivete caso em que 
pi o о 


“Temos rs tres na diagonal principal: duas matizes 2x 2 e uma maia 61. As mites 2x2 sio 
inves pelo Teorema 327 pis têm determinantes ão los (verifique), ea matriz 1 x 1 € invente 
porque долі, (com vers 1). Deixamos a caro do leitor aplicar o Teorema 327 para inverter as 
mais 2x 2 e mor que 


MATRIZES Uma matriz quadrada seiva А ё dita riangular superior em blocos se ss matrizes na diagonal principal sio 


TRIANGULARES quadradas e todas matrizes abaixo da diagonal principal ão nalas, ou seja, a matr € subdividida como 
SUPERIORES EM An An + An 
mocos 0 An A 
PS o 
$ O A 


onde sais, Ass... AS quadradas. A deiode ma triangular fer em bas é args 

Maio lors de computador para opera com mires grandes exploram за em blocos 
para quebrar ellos em plazo menores. Por exemplo, considere uma mai rampa superior em 
Blocos d forma 


mE 

^s 
O"————— Ai 
ie tac rms diede 


to Гаи An] [Ai -An Anan 
dl iia o 
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A Álgebra Linear na História 
Em 1990, um oa 


Esa баш permite que o ralo de inverter sj realizado por pro- 
сенате paralelo, v seja, utilizando procesadores indevida que 
trabalham simultaneamente para calcula as imer das matizes 
menores A, e Una vez veras паде, menores, os resultados 
são combinados usando a Fórmula (6) ura constru а Imera de A. O 
processamento paralelo não só rápido, ров mus caos são efetua- 
dos simuliancamene, mas às vezes podemos alcançar velocidade ad. 
cional invertendo з matrizes menores ra memória de айа velocidade, 
ue poden ser suficientemente grande para acomodar toda a matriz A- 


EXEMPLO 4 Confirme que 


-[ 5] 
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а= 


SEM 16 Sabendo que € mat identidade RL que A, M, X; Ye Zato 
Aq maia eq 

9041 A Mpx узш цоо 

0074 o ajlo o aj7lo on 


encon (еншш pra X. Pe Ze temos dede 


«е endi DI zn 
Pa ue E 
par СЕБЕ 

ТЕ = 


ш, роман d'= IaB =e 


IB. grene орао 


la PUMP 


asd Ae Aja igual o neo de als de B) 


— 
"opus 


" 
n=[5 7] [> TE == 
О que pode ser dito sobre М? эы ой кы 
pre 
DR Sead om aa qtde qe pod ion 
мү"; 
am [t di 
Trabalhando com Provas 
P. Saja Muma mi nono ГАІ 
м-р a] ронан A pda o рева mia e 
qui dt pd de 
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Usando Recursos Computacionais. 


Tb traido submissa paco 
amem és pat Ves ши ci sbre 
de dada ai: Der se a Para o a ção 
ee ie, cla ereto lh, o tores e à quim 
mai de india dvd 


2213 


TE (Conrado mario com rear Ms eretas com 
escis oe ado para ono vs mas ари. 
dir de uma lea de mai epica Determine е аш 
ema cpu o as aa segue 
(0) Faso eme cnni atit A Go Eno Ta pa 

dr toe de 
®) agas eme con ama do Eno Ta pa 
do vtr de A. 
(e) Façam eme con ama do Enio a pa 
irmao A A As cA, odds pela visão 
pre 


Ene es de  —P weu al 
condor e cocido ни ea diste 


тє sad м mate Eno TS a ma (6) nc 
perire 


Ral 


confia sa cado ens amem 


тт. Se ¿uma mes, e vovo Leg um 
cento amaro ie 


2 


TI En cnin les, iporam conhecer lo que ra de 
mic rd de wma ii e e de 


fem bad e mr 


tô Бао баон АВ над е2. 

(0) Esta nba a coluna ape de A е вечи pr 
eae ela Tir dad si, Coi que seal 
capa (a 

(6) Sapdmos quem eto ax ad idle cet 
o eu om ao reale de nos que Tama uma 
ai load tempo pon quitado 
dem ema edad cada ve stats de emp T 
o deal modo que mais A) A. A. jm 
"etii Campa o ár de pa ova par cs 
li inea de A rd sea de A) ud fe 
тый dad ai com nero de flope ecc pa eal- 
al à vera pr dução de abs (Vet suena qu se 
Кей 


ратове 
a ap ee nee 


DETERMINANTES 
DE MATRIZES 
2x2€343 


E e 


Seção 4.1 Determinantes; Expansão em 
Co-Fatores 


Determinantes 


жа Seção er o concen de determinan como uma maner convenent aser uma emula ge 
apa va de ma avi» 2 er Noti ei, een s cares de tm de medo 
е ш pol tr mun pr тн ton th de rt poe. bem umo Re pr 
Tão de co ter nos 


коол qua бодо 32 derinine o dr de a maris 2х2 
T 
[4 
ooo pró deseado na goal pi al manos o prodo cas cds or digo pc 
Pu) ed e Té pleno emer demite cmo 


o 


Hstoccunente, o determinantes apareceram pero no contexto de resolução de sistemas de 
pags Limas para um comu de vai m tomos de um to cuide vani. Por sem. 
plano Exemplo 7 da Seção 32, moramos que sea ati de cuentes dossier 

m 
=extdy 


“invento, não as equales podem se resolvidas para xy em termos de ae v como 


o 


(verifique). Em tarno do fal do século XVII incio do século ХУШ, essas fórmulas foram estendidas 
para sistemas de ordens superiores através a proa de paes comas mas soluções obs irao 
Sincne pela eslóção dieta де sistemas linearer, Uma vez deseos rss padres, cis foram usados 
par defie т de ordena perire del modo qoe pera expresar st volges de 
emas de olens supere como razões de determinantes, силите саты em (2) Pasaron a discuti 
тшк dem 
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iria O acm 


Tt er a para 13, que a tl 
ө — E 
Embora essa rola possa parece ter sido tiada da carla ela foi projetada de tl 


Pars estender a definição de dt) para matrizes de ordens superiores, € conveniente utilizar eta 
аш com bros pars A, caso em que s mala (1) passa a er 


panon + ananas + auas 
(—— 


в 


fT TE modo que alce item 
eo mari dera de alar em aim tany tane 
er” por иет атана cona ras) аза 


ELEMENTARES. 


ranas: 


para, ye zem termos de s ve w posa ser expressa pela razio de determinantes 353 
apropriados, quando а rati de coeficiente for ivive. Mais adiante montaemos que iuo de fao 
"No há necesidad de meros s Fórmulas C3) e (4), pois amibas padem ser idas usando os dia- 
gramas та Figura 4.11. Cono indicamos no lado esquerdo da figura, а Fórmula (3) pode ser cda sub. 
tido produto das entradas та seta dirigida para а esquerda do produto das enda ra ка dirigida pa 
ra a direita с como indicamos no lado direito da б, a Fórmula (4) pde ser obtida duplicado as duns 
primeiras colunas da mat, como lutado e endo sabido a soma dos puts das entradas as ear 
ша para a esquerda da soma dos produtos das entradas ay scis dirigidas para a diet (verifique 


кщ EISE 


Figura da 


\нз+ з eoe] - [105- 48 — 79] = 240 Е 


Par estender a definição de determinante para matrizes gerais n x n tl examinar a estrutura das Fr- 
mulas) e (4) com mal atenção. O determinan em ambas fórmulas é a somma бе produto, cada um 
Contendo exatamente oma entrada de cada inha е ma errata бе саа column da marriz Metade desses 
proto são precedidos de um sinal de mais (Мо explicitado na primeira parcela) e metade por um si- 
mal de menot Os produtos ão denominados produtos elementares da matr. eo produtos elementarer 
com seu sinal + оп so denominados produtos elementares com sina. Nas as (3) e (4), ор fodi- 
Cen des ina dos produtos cerner co em oder numérica, mas o dices das colunas estão mi 
tarados. Por exemplo, a Fórmula (3), cada produto elementar е da forma. 


"" 
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DETERMINANTES 
ARSITRÁRIOS 


aa 


om as ds poses permataçõs dos ndice de coluna (1, 2). 

Embora posta nã ser vidente, os sinais que precedem os produtos elementares nas Fórmulas () e 
(4) tral com а permuto dos indices de coluna. Mas precisamente o sinal em ada produto eke 
mentar com sinal pde ser determinado contando, na permatação dos ndice d coluna, o número mini- 
“mo de rocas que são necessárias para colocar ess diesem sus ordem tral о sinal € + se ese nt 
mero рате se impar Por xemplo, a Гата 


Фа) = aa — anan 


“do determinante 2x2, o produto elementar anar» Leva o sinal e mas porque a permutação (1,2] dos 
Indices de coluna já está em onem matur (e assim o número mínimo е trocas que sã necessárias pa 
та colocar os indices na ordem atual 0, que é um inteiro par). Analogamente, o produto elementar 
200 ита o sinal de menos porque a permita (2 1) dos indices de colum necessita de 1 rca para 
se colocada em onm тїш. 

Tampouco é dificil encontrar o snis associados com os produtos elementares com sinal de um de- 
етше 3% 3. Uma репти ca dos Índices de coluna tem a forma 


m 
Jo pode er colocado na cre natural com duas trocas, no máximo, omo segue: 


1. Troque o primeiro nc com о segundo ou terco s peces para trazer o 1 para a primeira 
posição. 


2. roque ovo segundo accom ori, necesi, pra tero 2 paraa segunda posição 


Deixamos а cargo do leitor utilizar сне procedimento para obter os resultados da tabela abaixo e depois 
confirmar qoe ese resultados so consiste com Fórmula (4) 


Tum | Nimee miin dees T duto 
| decolama ad _ com sinal 
[e 
nãa 
Ria, 
021 
ira 
Ba 


a 
quss 


ass CONCESTUN. Descubra um procedimento geral pera colocar uma permuto Ui Ja i 
osos 1, 2, 3 e em ordern natural comt om único de ras Este sco procedimento para per- 
mts [ji jos bl de 1,2, s-an 


Para definir o determinante de шга maiz xn qualquer precisamos de alguma terminologia. Matador 
peia discussão de determinantes 2x 2e 3%, definimos um produto elemenda de ита matriz А eta 
ioa co o produto de nadas de А is que to há duas dls da mesa nha ou mese enla- 
a Assim, se A = [0 ендо cada produto бетаг pode ser expresso na forma 

yir a 
onde os indices de coluna constem uma репиде (Л, А... Ja dos inteiros de 1 ame os dies de 
ава so ordenados naturalamente, Dizemos que ма permutar é par ou mpar se número minimo 
sde rocas que são necessárias pura colocar a permutação em ordem natural é par ou impar. О produto ele- 
menta com sinal correspondente а (S) é dedo por 

doaram, 


onde o sinal é + se a permutação Lt. Jo par se é ip. 


[Definição 31 Odeterminante de uma mati quadrada dentado por de) e definido como 
| som de todos os produtos elementares com sinal de A- 
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DIFCULDADES 

NO CÁLCULO DE 
DETERMINANTES DE 
ORDENS SUPERIORES. 


Um determinante n tmb роде ser doado com a nação da bara ota рог 
рн өш > өы 

ame mU 

a аа е 


Dizemos que esse é um determinante m x n ou ur determinante de enésima andem. Quando for conve- 
теме, podemos expressar a Definição 41.1 em notação de somatório por 


PT RA ө 


омео У ео devem sugerir que os produtos elementares com sinal desem ser somados sabre todas as 
possiveis permutações Un js... Jal dos indices de coluna. 


CONSERVAÇÃO Para compieiar os casos, observarmos qoe o determinam de uma matriz A = [a de uama- 
nho 1x1 éan 


O clclo de determinante a partir де ua dino apresenta diicudades computacionais pois a quanti- 
dade de operações necs escapa rapidamente de contri com п erect Is com porgue on 
mero de produtos elementares com sinal mum determinante nx n € 

mnm 
(Exercicio P2), um número que cresce dramaticamente com n Por esempio, um determinante 35x tem 
3! = 6 produtos пыла com sia, um 4 х 4 tm 4| = 24, um $ x Siem 3! = 120 e um 10 10 tem 
10º = 3628 M0, Um determinante 30% 30 tem tamos produtos elementares com sinal qoe um computa 
dor pessoal tipico de hoje em ба levaria mais de 10" anos para calcular um determinante desse tamanho 
é bastante provável que o Sol termine де queimar em menos tempo! Felizmente exitem ouros mécdos 
para calcula determinantes, que exigem bem menos tempo de computação 
AVERTENCIA Os métodos deseritos na Figura 4 1.1 e usados no Enemplo 1 não funcionan pur deter- 
шев х4 ou пша. 


É täci calcular os determinantes de matrizes com uma lina o ита cole de e. ndependetemente 
do umanta. 


Teorema 4.1.3. Se A ona matriz quadrada com uma nha ou ua coluna de zeros, emo дед) = 0. 


ross Supenbumos que A tenha ema linha d zeros: Como cada prodato elementar com sinal tem uma 
ошай decada linha, cada um desses produtos em ums ftr zero proveniente da na de ers Aim. 
todos os produtos elementares com sinal são nulos, bem como sua sorma. О mesmo wpument funciona 
om uma oluna deze a 


Os determinantes de maizes angulares também são кед de calcular como mostra o próximo teorema. 


Teorema 4.1.3 Se A é uma matre triangular então deNA) € o produto das entradas na diagonal 
principal. 


Пыягиттов a idéia da prova para uma mariz rigor inferior 4 4. As provas no caso triangular supe- 
Hore para matrizes angues genis são algas 
Prova (ea triangular inferior 44) Considere uma matriz tanga feror x qualquer 
0 0 0 
mo o 
an ап ар 0 
аа am au 
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EXEMPLO 2 
pr 


MENORES E 
Co-ATORES 


EXEMPLO 3 


Lembrando que um produto elementar deve e exatamente um fator de cada inha e um fator de cada 
coluna, vemos que o Único produto elementar que não tem um dos ei ers como fator é ata 
(ref) Os Indices e oa ge provo ementa es em rem trad mado qu 
ло elementar com sinal associado tem um sinal + Astian, det(A) = sa 


temos 


nexo =-10 е De 


“Agora desenvolveremos um procedimento para calcular determinantes que é baseado na Lia de ex- 
presa um determinate em temen de determinante d ordem menor. Memo que mas adiante dis- 
stamos procedimentos melhores para o clculo de determinantes, at procedimento desempenha 
“um papel importante em veas aplicações de determinantes, Começamos com um poco de termino- 
ogia. 


Definição аЛ 4 Se A £uma mat quadrada, então o menor da estrada а, (amém denominado + 
simo menor de A) € дедо por M, e definido como o determinante da sumi que sobra quan- 
do suprimimos de A a sima аба e а-та coluna, O número Ciy (7 1)"*/ М, é denominado o 
fator da eta в, on o (pésimo соино), 


onsemação Seguimos a adição de denotar menos ccr irs por letras maidscalas, mesmo que se- 
jam números escalares), Para ита mari [de manso 1 x 1, a propria cad а, definida como o 
menor eo o0 fator de ау. 


E 


———— O menor d entrada au é 


ac 
“Agreement, o termo menor é devido so matemático ми S 6 
i 


sa 


la or um. qurándo, com Um termo o me. =? Cfar correspondente é 


(чумо = My = 16 


pm 
creo Mundi 
a pes e mia 
EIC MIS ZEN 
"aerae rc! ou compl” pres 
mmm 
Са = (CD Mn = My = 726 LI 


ObstiACAO Observe que, na Dei 4.14, um menor e seco ft associado o ou iguais ou ne- 
ipsivos um do outro e que o sinal (-1) "que o relaciona € +1 ou -1 de scordo com o pado de tabu 
imde xadrez. 
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EXPANSAO EM 
CO FATORES. 


КЖЕ: 
++ 
ET 
EM 
ЕЕ 


Moin saliente manca é pe cla (-1) “para encorar C; Бана сйсаш o menor М. jo 
o na se een, de acordo como ui de tad Tet bo o Dil 3 


“Agora mostraremos como um determinante 3x3 pode ser expresso em termos de determinantes 2x7. 
Para isso, lembre que о determinante de uma matriz de tamanho 3 х 3 fo definido, na Fórmula 4) 


Contudo, as esprendes еше parese о os co ates C, C, eC, (verifique), de modo que mostra- 
mosque 
eA) aC +азби eC 


Em palavras, essa fórmula afirma quede) pode ser xido multiplicando cada enda та primer co- 
Tuna de A por seu co tore somando o produtos resultantes. No M nada de especial sobr a primera 
cuna: reagrupando apropiadamente as parcelas de (4) podemos mostras que realmente existem sis 
Formas companheiras: 

щл) = аби азса + aC 
аиби +анбы +аиСи 
Cu tania tata 
aC +апСы tanta m 
анон tona +аС» 

= азба tonta +ou 

Dizemos que essas são a rpamsões em cosfatores de A. Observe que as entradas e os co-fitores vêm o- 
dos d mesma ба ou mesma coluna em cada expansão em co fors so most que um determinante 
33 pode sr calculado multiplicado strada de qualquer nh ou colum pelos seus co aces e o- 
mando os produtos relatos. 


“Aquitemoso determinants 33 do Exemplo calculado por expansão em co fatores no Iongo da primei: 
pos 


|i енер 


=з e 602 e MED 2 200 


HE drerit 1 


ID (C12 (908) = 240 Ò 


soa cocer д Виз conferir seu entendimento do método de Esempl 4, aee o determinan- 
te por expansão em co fitores o Bongo d primeira e segunda irhas 
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As expansões em co-fatores para matrizes 3 x 3 sã casos particu- 
Joe d segue teorema geral que eunciamo sem prov 


[ Teorema дз O determinarne de ита marriz A de tamanho хт 
pode ser calculado muliplcando as entradas de una linha (ou calu- 
Та) qualquer pelos seus co tore e somando or produtor assim oi 
dos ou seja pora cada 1 £1 Sme 47 S, temos 


SEA) = С, Gra 
Vesp em tres au ono de ma ou 


de 
Vespa em trs bono da dim hay 


tanta 


D: 


onde o determinante 3x 3 fo calculado pela expansão em co-aoes ao longo d segunda cama. — ® 
OnSERAÇÃO As contas no Exemplo oram paiclarment simples por casa dos srs. Na pior as hips- 
"ess o eh zero, am que serto ect s ota e quo demi ^ 3 Comu za 
ima seção durmo medos para nda лп que posar Hl" 
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п, @) aussi rr 
(Ы a, [em 
(9 arranca (e) maansa 
0 aço (0 apost 
(e) апалазаман (e) avanesao 
animaçao [ pem 


вка шиа 
Si jd lao 
mereri 
5 
E 
perm 
[се 
im 
х=й 
EA нне уези 
зе ыдын 
сс 
[mL 
pen 
"m кей 
те 1200 de) terceira lina 
soli wit pa 
K A 1238) 
uu E 
Mp EEE 
ЫЕ 
“о 
100 Ж 
sahad) miss 
Ca m 0 
mam 3 


з 

m. 
кызыны a a recai Н 
ETT 


Ey 11 
mafe 74)  ma=|33 
ЕЕ" 214 


EI 


E 
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233 Mose que valor do determinam 


=з ә) o 
code) а) 0) 
ч) — cont) sento) + con 1 
independem, 


м. Moe que te 


Eb. э 


Aa! 


Discussão e Descoberta 


DI Esplique or que € mem nim diant de unam 
tra qee o sm ci 


3 O que poder o кт ап dt d ns ae com 
ds ends ii 1 Explique ss ic. 


DI, Qui onde mimo de ени que uma ши 33 pode ter 
tr ane eo En ка ci. 


т. Prove өс (б.у. 6 y) Uy) o pants сово. 


E » à 
Usando Recursos Computacionais. 


E Ceute os determinantes dae marines 62 


ER Ceuk ө ctm da тина do Esemplo e cde o determi- 
É camada mai pr spas em aos o eno de ganda 
be amo logo dsc cola. 


тз, sola mas A e A de tario 3 lee or 
eae nd тате —— 
e) e de еше о rn detA da) Bepa ep 
Joe sc qt fm pra d 
dade de uma ção sr ss pea, Qu esa minio 


та. (SOS) Come a ema 


т, (SC Use a fango de dominan de implicação deem SCS 


=o 


Gama cepa) 
3b re a КЕТУ 


ЖЕ 


эк. Sem farer ct, ecra ила ção ———X 


bd jetà b e 
Mif e 4-4 11] 
вот o 

3M Mare q 

"m 
CEA аца ut) 
qualquer mati de tamanho 202. 


DA. O que pode rd sb gc d equação 
add! 
E 
——— 


DS. O que pode м o эйи es edu ementas de A eu” 
dee ido veo oua de RT 


ED 


YI (Cn indução matemática) rov por ção que cite nt per- 
e eia co be 


тє SCS Use n foo de demi e de iiio eum SCS 


a oe d 
"ЖЕР 1 
Dos dessen 


la Te + а 


тт. (SCS) oc ита aa ils par о determinante 
e e а 
а o a 
BO p eta 


TR A mad ana de bz ordem e om o mate- 
mio flo ук viveu e ИТО a 120, pneimadumen, é a 
at F de ano y Y que em mad ena cca 
таш Va agonal pricipal rd meto ama 
‚тари си cda ула дао теат bso da 
peca Coma soil 


ик), de, dei de) 


Faça uma conjetura sore ção cda mod ego 19, Seja A, ama Cn que o em enda tda nto sds 

a gol priocipal edes ш dagon metas 
Jara purn ar pe sb valo (Р, Con sn palpe 1e acima bo da pcia Paga uma contr sb alg 
Cimini e К 


Seção 4.2 Propriedades de Determinantes 


Ne scia cin a pod ta edunt qi rt ndo um preto nono 
a o cio anten ão мум Mrs cr aoi de na ins el de rr 


DETERMINANTE DE A” Моно primeiro objetivo nes seção € estabelecer uma reação cue determinante de uma matriz e o de- 
terminante de sua transposta: Como cada produto elementar de uma matriz quadrada A tem um sor de 
Ead a e um de cada coluna, este uma simetria eret er linhas e colunas na efnçã de um de 
termina que os leva naturalmente a sospeitar que det(A) = dt De fato, is é vendade para deter- 
minamas 182, pos 


Teorema 2.2 Se A бита meti quadrada, endo de) = det(A’). 


Segue disso que cada teorema sobre linhas de um determinante em uma versio companheira para en 
те vice versa (ver, por exemplo, o Teorema 4.12) 

sois сочсыт д. Encontre a ansponta da matriz А do Exemplo 4 d seo anterior e confirme 
que dA) da usando uma expansão em со stores ao longo de lnb ou colunas de A'- 


Vamos provar as partes (a) e (5) e deixar a parte (c) para о crío. 
Prova (a) Para sermos específicos, vamos supor que sima linha de A seja multiplicada porum esca- 
Jar k para produzir a mariz Be seja 

me 
A expansão em eo utres de dera) a longo da ma Шаба. Como а sima liba € suprimida quando 
são calculados os co fares ao Longo daquela iba os o-aores pesa fórmula ndo mudam quando a È- 
ima ia € multiplicada por Ain, eso em си atre de det(B) o longo dama Lina € 


Фа) = Ch aC + Mass MC +ааба + ee aC) = dA) 
A prova pun colunas pode ser chida de maneira análoga оп enti por aplicação do Teorema 421, 
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EXEMPLO Y 
Doer 


Presb) Agora será mais fii аваг сотта рр definição de determinante considerar uma oca 
e colunas. Permuando duas colunas de A, pode ser morado que, em cad produ element, o minero mi- 
mode rca que sio cesis para colar os dices de coluna em аш eua ou ameta por 1 00 
“mini por LI tm o fe de caro sinad de cada produ elementar com sinal, verenda, aim, o 
‘sinal de sua sama, que é det(A). A prova pera linhas pode, agora, ser obtida aplicando o Teoma 42.1. т 


As seguintes equações unan o Teorema 422 para determinantes 3 x 3- 


в 4 
las das dm] fan as ET] 
PP 
pape rat pe ios Eyre 

в 

в n 

wlan dota on + too] Jau аг an| ama 

n am om man аш o] [dei Td 


Onstavação О Teorema 4.22(0) implica que um биг comum de qualquer linha ( coluna) pode ser 
irado de det do simbolo de determinam para fora (ver primeira pat no Exemplo 1). 


O próximo teorema é uma соп дина do Teorema 422. 


Teorema 423 Seja A uma marlen. 
à) SeA tem duas Linhas ов сома май, mão det (A) =. 
Ы) Зе tem daas inks ou colunas proporciona, endo det (A) = 0. 
[room 


‘Prova (a) Se A tem duas linhas ou clama iguais, ento uma roca dessas ão ft А, тиз inverte o si- 
al de seu determina. Assim, det(A) = A), © que pode siga que det «0. 

Pros) Se A tem duas ibas ои colunas proporcionais então uma dessas linhas ou colunas € um ma. 
“plo escalar da outra, digamos k vezes a outra Tirando о escalar de deno do simbolo де determinante 
para fora, паша resultante te duas Linhas ou colunas guis. Asin, aplicando a parte (a) matriz В. 
Fornece de) = à de) = 0: 


Prova te) Multiplicar A or k € o mesmo que multiplicar cada veto inha (ou cada vtr cola) por A 
Par cada шта das n linhas (ou colunas) podemos, agora, mover o for ar fora do sinal de determinam 
te com io muloplicando det(A) por n fatores de Es ou seja, det) = det(A) Й 
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EXEMPLO 3 
“шш 


simpuFICANDO 
EXPANSÕES EM 
CO-FATORES. 


EXEMPLO 4 
ped 
rl 

==] 


POR ELIMINAÇÃO 
GAUSSIANA 


EXEMPLO S 


Qual é a relação ешге dr) edet)? 
Solução. Como -A = СПА, segue do Teorema 240 qoe se A tem tamanho nr então 

dea) = (AY det) 
Avim det (-4) = det (A) se m ure det (=A) == det(A) se n inpar . 


mos concimi. Veja se € pose obter o resultado do Exemplo 3 diretamente da definição de 
‘determinante como soma de produtos elementares com sinal- 


Na Ша seção, observamos que o tablho envolvido ama expansão em co fores pode ser minimiza 
do expandindo ao longo de uma Баба ow coluna com um número máximo de zeros (e houver): Como os 
vos podem ser introduzidos numa пй pela uma de millo apropriados de uma Ша (o сола) 
uma out, como ea operação ndo alera determinante da matr, ранца combinar operações 
dese tipo com expenses em co flores para бивесег uma tica computacional que €, muitas ve, 
melhor que a simples expansão em co-ators, so € ilustrado no próximo exemplo 
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TESTEDO 
DETERMINANTE PARA 
A INVERTIBILIDADE 


015 
a-|s-s s 
a s ч 


reduzindo A à forma escalonada por nha. О procedimento que usamos difere ligeiramente do método 
“sal de redução por iba cm que ок pv so итоб tando um fator comum pra fora do sim. 
oi de determinam: 


jo 
СЕЕ 


ZI 
pen 


s 
9 
1 


Кое 


dme 


Ee 


II = 165 я 


Sob malos aspecto, próximo teorema £o mais importante desa seção 


Teorema 424 Uma matriz quadrada A é imertive se, e somente e, det (A) 20, ] 


Pros Como vm paso preliminar, vamos mostrar que o determinante de А o determinante de sus for- 
ma escalonada reduzida por linhas К sã ambos nulos ou ambos não-ulos. Pra so, considere o efeito 
que uma operação elementar sobe as abastem sobre o determinante de uma mai: e a operação é uma 
roca de ibas o efeito € multiplicar o determinante por Ls шп málipio de uma na é somado а uma 
outra, садо o valor do determinante репглеге nado, е эе uma nha de uma matiz € multiplicada 
por uma conste долай, então o efeito € multiplicar о determinante por. Em todos wès casos, os 
determinantes da matrizes antes e depois das operações sã bos nulos ou ambos ndo-nlos Como R € 
obtida de por шта seqiécia de operações elementares sobre as linhas, segue que dr) e dei) slo 
ambos nulon ou ambos o nulon, Agora раат A parie principal da prova. 

“Supondo que A sej menie sabemos d Teorema 3.3.3 que a forma escalonada reduzida por 
inha de A £1 Como de) 2 0, segue que det(A) + 0. Reciprocamente, supondo que det(A) + O te- 
mos det) +0, onde R é a forma escalonada reduzida por linhas де A. Isso implica que R nio tem 
aha de zeros alguma e, portano, R = | pelo Teorema 324, Amim, A 6 inver, novamente pelo 
Teorema 333, n 


CONSERVAÇÃO Esse teorema ora vidente, agora, que uma matriz com duns Linhas ou colunas propor: 
onis nio pode ser inventel 


Comos definição de multiplicação палеа! e a definição de determinante Чо razoavelmente complicadas 
deveria ser improvável que podesse eir qualquer relação simples en ambos conceitos, Assim, о pró. 
Amo belo teorema, cuja prova dada final da seção, deveria vir como uma impressionante surpresa. 
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vemos 
iE 


Teorema 425. SeA edo matrizes quadradas de mesno tamanho, então 
мав) = de de o 


O resaltado dese teorema pode ser estendido a té ou mais tore e, em particular, se ailcarmos 
ecra estendido a A” = AA РА (ftre) obterem a relação 


OS а 


Verifique o resultado до Teorema 425 para эв matrizes 
ASP E 
hs s a] 
Solução. Deixamos a cargo do leitor confirmar que 


5 
6 


mi - 


«ше de) = 7, de) = -11 е deu) =—77. Aim, dA) = det) de . 
No Exemplo, vimos como calcular um determinante рог eliminação gansiana. Na раа, о progra- 
mas de computador para calcular determinantes usam a decomponção LU, que, essencialmente, é 38 
uma maneira eficaz de efetua а eliminação gaussiana. No caso em que А tem uma decomposição LU, 
digamos A = LU, o determinante de A pode ser expresso como det(A) de(L) dei), que é ай de 

какаш, pois L e U são matrizes triangulares, Ass, quse odo otra 
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composição LU. Agora lembre que na Tabela 37. já vimos que o n6- 


Em 185 matis fact Augustin Coy ar no mede pr neceser para obier a decomposição LU deum mari 
e à bra 4) piu um aio de pes funda: é da ordem de a? para n rode Emo é um avanço enorme sobe 
o Ser asma à definição de eterno, que envolve o cli de! estos ele 
“e ora aa P rancia e provado pol pi meme cm il, Por exemplo, um ico computada eon de o. 
oa a em da sua gerando Casos espai do. je consegue сс ur eterna 30 30 em meno deum mis. 
Tora am do enunciados e pornos amos. mo dea PS 
A a ndn ped ls M робин metae. 


pen 


Na Seção 37, vimos ques utilizamos pivotameto prio se forem cese trocas de ias 
‘para reduzir A oa escalonada por inas, ro А tema aos da forma A = PLU, onde "E ama. 
e de peragi correspondente à trocas de linhas eos sobre A. Nes as, det) = deti) dt) 
Файл. Nos seco, pers o Ir mostrar que de?) 41 onde o sinal de más ocorre se o mero 
de trocas de ias é pco чаш de menos e o impar Para feito práticos о шок dex ão сары e 
та cpllcaio mo celo де dex), pois os programmas de computador pera calcular dccmposiçes PLU. 
podem e lamen adaptados pra mantra cortada da nino de ras de as que são usas 
уном conexa. Calcule o determinante da matriz do Exemplo 2 da Seção 37 simplesmente 
dando para sua decomposição LU e eno confira sta resposta clelando dera) damen 


O próximo teorema fornece uma reação fundamental nte o determinante де uma matiz ivete е o 
deemminot desu inver. 


Teorema 4.26. SeA d imerttvel, ento 


1 


SAD = a o 


Prosa. Como AA «Lemos (AA) = de) =. Ena equação pode ser est como dt) de) = 
1,90 que o resultado sepe . 
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EXEMPLO 7 


DETERMINANTE 
оед +в 


EXEMPLO 8 
po 


UM TEOREMA DE 


Sabendo que ВАВ) = det) det (В) poderfamos pensar que de + B) = det(A) + dett): Contudo, o 
primo exemplo moara que isso é fal. 


Considere as matrizes 
12 зт a y 
“= + TEL 


“Temos ед) = 1,деВ) = 8 e det (A + B) = 23, de modo que detA + В) + det(A) + dx), Para um me- 
“sultado il sobre expressões da forma de) + de veja o Execcio PI Й 


O Teorema 3:49 јин mum só enunciado a maioria dos concetsdesemvovidos t aquele ponto do li 
Nro Aera o Teorema 42.4 no permite acrescentar uma propriedade de determinantes àquela Ista. 


Teorema 4217 Se ma mari e, ndo as seguintes rações ão cual 

(9) A forma escalada reduzida por has de 1, 

(D. A pode ser express como um produto de marie elementares 

(9 летети 

(0 эк Oem somente soli ri 

@ Ак bdconisune para cadaver hd 

@ к = bem camente uma lação por cada velor b de К. 

(a) Orvetrercolra de A Ho linearmente independe 

(8) Orveores ада de A xo camente independe, 
онин. Prado Teorema 421 
A prado Tessa 421 a el dna ers com alguma familiaridade com о pci dei 
dução temática 
Deos a pra dico duas pres ri devemos pos qe echo verdadero pra a 
tes deta 1х1 o o - De dp domos pove que o ea é veado pura maus e 
tamano X ondo que sea eder para mas ano (1 Dat de nro, 

Apa Ei pr ила mua A - [o de aman 1, oi, ese, A = A E sega, 
amos apor que o mrema vala pra nt de tamano (к 1) 0n- 1) tomemos uma maiz A Sè 
tamano ях n. Podemos ocular det(A) e det) pa expanso em cotos ao longo de unes a 
on coluna Em particular, e calamos de) or uma expuso em coto longo da primei li 
Sha edet") por uma paso em co urso Jogo d pres cla, bes 

бщ) = пса ава tu 

LAT) eau жабу + 


onde os С, о corso; conti correspondentes ds cores ds 
раба So os mesmos pois s nadas o ego da primera colun de A sio strade ао ono da 
ima ada dA Agora vc provar que 

СЕ 


rena Em а 
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Exercícios 4.2 


Nos Exc 1 2, vei queda) = de) 


doque podemos concluir que дА) de ara provar (4), observe que as matizes usadas par cal- 
a o8 co tores ness equações tm odas о mesmo tamanho (n — 1) x (n — 1). de modo que a poe 
Je de ção os gu pende la lr es o ee cm por 
са os dies de Шаба com os de colum, que estabelece (4) е comple a prova 


OPCIONAL. Prove do Teorema 425 
Pra provar o Teorema 42.5, precisaremos de бов resultados реак que denominamos emas. O primei- 
ro lema regue батали do Teorema 22 conhecimento que aplicação eques deu mati 
A por uma mar elementar cea a operaio see bas de A que coesponde à mat elementar. 


Lema 428 Sejam E una matriz elementar xn e, тш identidade n n. 
(a) Se E o resultado da mubiplicação de uma Unha de, por & endo de) =. 
(Ы Se E o resultado da toca de duas linhas de, então de) = 
(9 Se E é o resultado da ado de um тир de uma Unha de, а uma oua nha nido 
pu 


próximo lema é um caso especial do Teorema 425, tomando para А uma matriz elementar. 


poi ] 


(Рета A prova iminente consi em ala o рс come com cada em das rës posi pos depen 
ss element sch as бш. Poenos E eua d mutilação de uma Шш de per I onto EB 
ami que sua quando a mesma iae В rica por e, опат, (E) = de plo Teo- 
ema 424) Mas o Lema 42 No) implica que dE de) = 1 бед), de modo que dE) = dei de) 
O rgmento análogo para ss дв pos de operações elements sobe as Ins (ейде. m 

O Lema 429 pode sr aplicado repetidamente para provar o caso mais er е E, Ey E, uma 
рна de тато elementares, então 


LE, Es Е,В) = dett Ei) dex) (E) deti) a 
No cao especial em que a matriz identidade, segue deua equação que 
аз E) = bett E1) de) der) o 


“Agora passemos à prov de (AB) = det(A) de) 
Prova do Teorema 125 Пака consideramos o caso em que a marit A € singular e depois o caso 
em qoe é imertvl. Segue da parte (P) do Teorema 138 que xe A € nga, ento AB amém é чариш. 
Asi, o caso em que А € singular, tmo dr) = 0 e de(AB) = 0. doque segue det(A) det) = АЦА 

Sopondo que A es mee, podemos fatorar A num presto de mars elementares, amos 


лв o 
Axim por), 
GALA) = deE s EB) = det E dE) det) (В) 
Por (б) e podemos reescrever isso como 
ЗАВ) = Get E Ex- + E.) det) = det(A) аав) 
oque completa a prova. . 
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pes 
ЕТЕ 
bel 
leta beh esil 
e[4 e f 
yos 


"TE 
Sales 
B 


rá bee ce] f 
eU em x on 
$3 | Pete ntm ise 
Ne? e ee na 
пел aa 
TE 
wafi a а-а 
E 


toa ie 


“| = 


+. Seal йонын anat муд 92 
27 2 utduen equação 


Nos seios 11 a 1, cae dina d mat ande 
do foca tdo pera 


зв °з 
n| o o-a np: 
2 1 32 
T m 
OERE PES 
за 1 D 
iasi 21 
„|+ 63) „по 
EET o2 
21561 oi 
orar П 
Plug a 2 
m 1134 mo 1 
tido o i 
1300 D р 


ji bi arbre] ju b e 
LI в al 
le аиа las b e 

ith ab e| fas b e 

M fat ать = 6 

lth m-h а һе 


эш) reb олт өүө) ны 


ямы акы аы TET 
=(1-8) 
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las beta азиз 
(s bitas cy rbs rua; 
las bitia азгы 


be 
M 


210 Lap 
m4=[340).8=|1 12 
002) [5 от 


Nos seis e 32, cule eine da mat Formando 
adoção Le ando Tema 425 


э. Amar do neo 
22. Amate do aniio 
3, Une ven determinante pr most que a ma 
era sen A sen] 
ожа ойр co) 
cic 
siglas para quaisquer vss dc ey. 


Eon hover todo valores reais de А ри qu o siste- 
matem ma ação boi 


TER тж = 
PES E p 
Times Gom nun 
4.43 E 
NET ж (a) Mente quese é uma тиле tda to 
T3 T4 de ATA = de (AAY, 
здра 304 О Mosque Ave, one e A'A im 
E ж jon A e В тшше. Монте que se А é inventel ешю 
¡MT РОТ) 


Mega qe (6,86) ч, ээй даре es 


" seo a of f 
is ad q ni qo EE 
шг 

10 Марр 
14 гв] le 
zi la cp af a 


selado pr claro emite ds mute dos Ec 
7 Em ada parte, coca odeia деме que A umama 9938659. 


rr Le 
(eh заал [P 


Iran 
m ® а» И 
© sen) (day A Е 
аа sais o 
000/2140 
оо ols в-а 


100] pss 
maefa s ona-Jooros 
ЖЕ 902 


sm 


Discussão e Descoberta 


DL O qe pode tos os ares ds 


EDI 


DI Sejm A e mais ca, Sabemos e seções tires que A 
e ão pesam see ig. oo vale també pra A e 
pd 


DI, Sam еВ marines nX n- Sabemos que AB mente æ A I. 
Sven. O que pode мт o bee vetado de Aie 
Au Bed een Explique wo racioni. 


Di Seja A uma matte me ne seja a mat que est qndo i- 
ia de Ano esca ee mene Ence um tee e 
deserve uma relação ce "PRX 


эт. Inss аайлиңдо dada é vertadeira (V) sal ai 
pr 


P Sejam, Be Coat nda forma 
Antero Bleed 
E] 


onde. y ex- y ão 00) mos eee cla. Шерине 
mus ppa que) e) + a, 


Usando Recursos Computacionais. 


ГГТ 
®) аай) = аду 
(o даб) мад) 
(8) Seda) = O oo sema pompa A Dem um 
Tide ig 
DO. Indique ne a fiação ada vendra Y) ala) aque 
pre 
la) ел акаба e detA) = toda) = 0. 
б) вел =A" emo) = =. 
fe Se forma cla redusida por ahas de A emn a inha 
derem eoo de) = 0. 
(a) Nocte uma marie quadrada A ui que deu) = 1 
6) зей), ceo pode ser caprona como um produto de ma- 
ino me 


DO, pde o eo demi desc = AO que 
К 


DIO. Seja A uma mate dama 


Quais lors diferentes de dA pre cds sb 
ua pr bm pé, o pre ao 
DIL. Qui é oo ийе o valor de um determinante d orem еа 
ei ts mc mn 


т. Pano Txema 4220) [agro O Teorema 23 somente ut- 
a pres) 9d Teema 42 2 peracto poderes 
se тийди ta proa pena qué ves la mao A 
ba e nando o oo ds La] 


Confia ns read clado дай) ita 


т, Confie ae mala do Teorema 422 pura a таша 55 de 
кч 
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LI 
EEE 
па т 
4=|-2 озот 
оз та 
ез та 


(a) Procure ecos um pegue ao ão alo para é ul que 
eco cato dd que A) De qus Ain 
кош 


б) scada o Tere 4241 Epia 


TA. Saber do Enio 35 quos A na тири qd, eid 
dA) = A) Enermentandocom mai que de 
Sds fada ae итүе pu tias A que so qu 
prs 


т. (SCS Ube um temi p most qpe te a, сеи ão 
Ann ln vr 

be 

чаа 


Seção 4.3 Regra de Cramer; Fórmula para A”; 
Aplicações de Determinantes 


Met ção Lemos os determinantes pr deu als para a mea де ита matre pra o reação de 
sona esee cats equi э bandos apa lc ipae d 


anti +ааСа +азбь 


о 


Para ver que сна soma é zero, considere a matriz A' que resulta quando a terceira Linha de А d sin 


da por uma duplicata da pis nha 


m 


—Ó 


que é que queriamos mastrar. Esse argomento робе ser adaptado para produzir uma prova do segue 


teorema er. 


Teorema 433 Se a entrada de qualquer linha (ou coluna de una mari quadrada ão mail 
adas pelos o fatores das entradas correspondentes de uma Linha (0u coluna) diferente, endo 50 


ma das produtos é cem, 


vacas coceira. Confirme resaltado desse terea para а matriz do Exemplo 3да Seção 4.1 
sado um par de Linhas e um par de colas de ша escolha. 


Para obter uma da para a inversa de шта marie vete, vamos sa o Teorema 43.1 e o con- 


esto segui 
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Definçsoa32 SeA € uma matiz nxen e C, 60 co for de, então amaia 


Casi G=6 Cy 
Cies Cne? 9-16 
Cimi Се=-0 02-16 


(verifique) де modo que a marriz de cites aaja são 


26 6 
esla 2 16] e аст) 


а 


No caso em que i= as entradas co fts vëm da ema linha de A, de rodo que (3) é s expanso em 
tores de aa) o longo daquela Le e mo caso сш que 4, з ctrudas со Fatores уйт de linhas 
еген, dë modo que su soma é zero pelo Teorema 43.1 Anim, 


жщ) n 
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EXEMPLO 2 
D 


Como A invente, segue que det) * O, de modo que esa equação pode ser esc como 


A] 


m . 


Use a Fórmula (2) para contara inversa da maiz A do Exemplo 1 


Solução. Deixamos a carpo do leitor confirmar que dA) = 64. Usando esse determina e a adjunta 
calculada no Exemplo 1. obtemos 


НИН 
an w= 
daa n 


eren 
EET 
ps ls ei, 


eost CONCEITUAL Mostre que a mala da inversa de uma mare 2x2 dada no Teorema 327 € 
"am caso especial da Fórmula) 


A mula fornece uma maneira razodvel de ver mais 3 3 Ando, mas para matrizes 4x 4 au 
тюз, о algoritmo de vedação por linhas discutido та Seção 3.3 6 geralmente melbor. O programas de 
computador geralmente usam decomposição LU (como discutimos m Seção 37) ão a Fórmula (2) pa- 
та inverter matizes Азып. valor d Fórmula) no é para fins de computação mm, mas mas a 
fermen de andiise eia 

, Ai temos um exemplo simples de como podemos usar esa (nda para deduzir propriedades de 
A que о são imediatamente videntes a parir dos algoritmos ar calcula а mena. 


Sema mar insere A em entrada inteiras, cão sun inversa pode ou não ter entradas ers ve 
ifie iso para matrizes 2 x 2) Contudo, se uma matiz А de tamanho п х tem entradas inteiras 
EA) = 1, então A sempre tem entradas inteiras. Para ver por que so cone, aplicamos a Fórmula 
par escrever 


SM s 
A = ggg SH = dio 
Mas os o atos que aparecem em A) derivam dos menores or ajuste de sinale: portano, envolvem 
somente adição, subtração е пирса (nenuma ivi), Assim, ot co fores devem er tiros W 
үнонима CONCEITUAL Se A é uma mat invertivel com entrada inteiras e det(A) + 1, é pov que 
A tenha entradas imr! Explique 
Nas partes (e) e (d) d Teorema 3,1 amamos sem provar que uma mariz парас A é invent 
vee, somente se, suas entradas па diagonal são todas no- mulas e que, nesse caso, a inversa também é 
triangular (mais precisamente, ingilar superior se À € angular superior triangular inferior se A é 
triangular inferior). А prova da primeira afirmação segue do ato de que de) € o produto das eras 
diagonais, de modo que eA) 0 s, somete se, s enda та diagonal ão todas nl mias, Provar 
ue” € triangular pode ser fito usando а Fórmula (2) (ver Exercicios 55 e 5) 


cs sd A e di 
EEE TT ET 
SO E 
E card tpm er 
= 
MEI e 0-0] 

je dis into o ção ms ço im 
ça eo o 


зеде4з + пера de Cramer, Fórmula Para A Apiaçõs de Determinantes 209 


ES 
bs ml 
oa eo] = 
ba 


He P 


e d 


EXEMPLO 5 Uie Rega de Cramer pra eslora equações 


Poo рс онд + ysn 
por 


pare yemiermosde ey. 


maur 
B E ST аа 


onde батат que rea quando | dina coluna de A d abri port. 


Pros. Já sabemos pelo Teorema 427 que sede) v O então Ax = b term solo дака. Reciprocamen- 
te se Ax = Биа oma única solução, eno Ax = em somente solução trivial pois, aso contrário, po. 
ramos somar uma solução não trivial de Ax « à solução de Ax = b comeguindo uma our solução 
deste sistema e cotradiendo а unicidade: Como Ax = O tem somente а solução tva, о Teorema 42.7 
implica que det(A) * 0. No caso em que de) 0, podemos usar a Опт (3) para reescrever a dica 
selução de Ax =b como, 


VES 


¿o calculamos os co fatores) Como eta subitugiofomece а matr A, 
numerador em (5) pode ser interpretado como сро eme srs 
20 longo da sima coluna de A, Assim, 


“n+ +m=6 
-3m + 4n +65 =30 
ndo 438-8 


EI . 


INTERPRETAÇÃO О próximo teorema fornece uma interpretação geométrica de determinantes 2 х2 3 x3 (Figur 4.3.1). 


DETERMINANTES [morma 35 


(6) Se A € uma matriz 232, endo | de representa a та do paralelogramo determinado pe 
oy dois vetoercotna de A quando este sã posicionados com seus pontos iniciais coinci- 
те. 

(0) Se A é uma тин: 3 x 3, então | det) representa o volare do paralelepipedo determinado 
pelos tis vloreefuma de A quando ене são posicionados com seus poros iniciais conci 
чө. 


оюкзусдө Ease котета está formulado para incluir os casos degenerados de arlogramo е para- 
leídos (Um paralelogramo degenerado oce se um ds vers que o determina er compren. 
10 ero ou se о, dois vor são colares; um paralelepipedo degenerado ocorre se um dos veros que 
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5 determina tiver comprimento zero ou se dois dos vetores sd colieaes оп se os rt vetores so copa 
es) Definimos a dra de um paralelogramo degenerado e o volume е um paralelepípedo degenerado 
шо sendo ито. е com ss, Teorema 4.5 permanece valida nesses casos degenerados 


Vamos provar a pre (a) ese torera e om proa da pre). 
ova). Suponhamos que a mata A esteja subdividida em colunas como 
E- 
‘€ vamos supor que o paralelogramo com lados adjacentes u e v йо seja degenerado. Sabemos da Geom- 
tria clementer que a área de un paralelogramo igual ao produto da base pela altura. Ass, vernos da Fi 
ur 4.32 que ен drea pode ser expressa por 
ата = base x alua = ulvi send. 
Asin, quadrado d drea pode ser expresso por 
(lia = Парри sen? = aP PO — co 
Assim, segue da Fórmula (15) do Teorema 1.28 que 
y шш = FIN — tus 
ad esed ex) - (e ns 
ARAN O 
OS 
Asin tomando are quadradas, segue que ade да paralelogramo еа = | de], que € o que que 


“iamos mostrar. Nos casos deenerdos em que uma ou ambas colunas de sio O em que шта das co. 
umas de A é um múliplo escalar da ut, temos de) =D, o teorema tamém vale nemes cos. 8. 


EI 


эм - аъмо ө 


EXEMPLO 7 Encore rad palmo de елке PLD, ЛП, Т, BOLD e PAS, 3). 
Ar dês кз Pola Pgura433 vemos qoe os eres PIÉ = (2,5) e PF = (6, 1) formem nos aco 

tes do parllgram, Assim, ed Tema 3 ш) que «de, onde o sinal esco de 
modo quad nega. Am, 


T 
nm"— raca 
Sessa Gs det nap a Ad, 
immi messer imer T Rr E ri ipd m 
T o ed es orem CE 
AAA A 


hen 


Teorema 434 Sejam Pi (a, y), Pla: Ya) € Ps 7) os vértices de um лапша no plano xy mo- 
lados de al modo que o ióngulo d percorrido no sensido ani hriro de P, para P, para Py En 
to a drea do rünpilo é dada por 


Onstinação Se otingulo dese teorema é percorrido mo sentido horário de P, para P para Р, en: 
"aoo lado direino da Fórmula (7) representa о negao da drea em vez da própria dc. Assim, para apl- 
‘car esse teorema. no € preciso cuidar da ordem em que os vices são percorridos: basta rol los de 
"er maneira e ajustar o маш no final para dar um ита pei. 


тиизма CONCESTLAL. Моше que se (5, y) é a origem, estão a drea do аро do Teorema 43.6 
pode ser expresa como um determinante 2 x 2° 
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ив э 


ЕНЧА 


© 


Encontre n ea do trigo йе мб AC-5,4) BG, 3) e C(-2,-3) 


Solução Em vez де cuidar da ordem dos vértices, simplesmente inserimos um = em (7) para ajuste de 
Еч 


€ 


No Tearcma 231, afirmamos sem prova que se п ponto do plano xy têm coordenadas x distintas, endo 
‘existe um nico polinômio de grau n 1 menor cujo gráfico pasta por estes pontot. Agora estarmos em 
condições de dar uma prova duele teorema Sos patos ão 


RE 
seo polinômio interpolador tem equação 
a teta! 


então, como indicamos em (18) da Seção 23, os coeficientes деме poll- 
omo are 


atte 
att 


D EET 


=» 

Esse é ип та linea де п equações а п incógnitas, de modo que о 

Teorema 42.7 implica queo sema tem solacio niea ie somente se, 
TEMPI 


pedem 
“ 


hax e ar 


O determinate n xn ado esquerdo dessa equação € denominado ode- 
terminante de Vandermonde, c bomenagem 2o matemático francês 


Alexandre Théophile Vandermonde (1735-1796) Assim a prova do Teo- 
tea 131 se reduz а mostrar que o determinante de Vandermonde rác 


malo exa 5. Чо distintos Para simplificar, varmos mostrar so 
ocaso = 3 descer o procedimento o cas peral. 


O determinante de Vandermonde paran = 36 


п а si 


ji a a 
ls a 


Poderamos calcular esse determinan duplicando as duas primeras co- 
umas c aplicando o "método das setas”, mas o resultado que procuramos 
ia mas puente so amos uma combinação de operações ob 1 
aas c expanso em cotes Reescrevemos 
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ha x TEE 
be Aa (000 1 а 
ma da lo 1 + 


ía жу 


|= -samaina 


Como екин supondo que x, x, е x, sejam distintos, a lima expressão torna evidente que о determi: 
tane é não malo, que € o que queriamos provar. 

As contas precedentes mosram que о determinante de Vandermonde 3 x 3 pode ser espesso como 
оргдло de todos poses aces da fama (rj — 1), ende 1 < / < 3. Em peral pode ser pro- 
“ado que o determinante de Vandermonde nx п pode ser expresso como o produto de todos poas veis Pa- 
ота da forma (1j — д, onde + < j п. Muitas vezes, vemos ino escrito como 


T 
bad 


o 
E 
“onde o simbolo П бета prega pi masc indica que devem ser efetuados os produtos de oo ares 


(5-2) cujon indice state a desigualdades especificadas. Como ro caso 33, ee produto ão. 
milo se xx, о distintos, provando o Teorema 231. 


PRODUTOS Um problema básico o estado do movimento rotacional o spo tridimensional € o de encontra o cio 
VETORIAIS. de ração de um objeto que sá girando e ета ке а ração é oran a oca a parir de um 
pomo de visa especificado mo cito de tação Para formular еме problema em emos vetoriais, amos su 
Por que alguma ração em tme de um eno pela origem бе R' Па com que um vetor não mul п gire até 
um vetor o lo y Como o cixo de maçã deve ser perpendicular ao plano de ue v, qualquer vetor nio- 
melo w que donogonal ao piano de ue v pode vi para identificar a orientação do eixo de racio Fio. 
12432) Aem diso, seo sentido de w for escollido de al Пота que a rotação de u para Y pres ao 
rica se olharmos до ponto final de w em lição à origem, андо o vetor сипор toda informação ne- 
da pra identificar tamno a одавао do ixo quanto o semido da ração Dese modo, noso objet- 
“Vo mesta ийне é definir um novo ipo de multiplicação vetorial де produza w quando são dados ev. 
ONSERNAÇÃO Note que o produto vetorial de stores é um vetor, enquanto o prodto escalar de vetores 
текм. 


o vetor de R definido pr. 
ma es 30) am 


У 5) © 


"ma os maneira de lembrar da еты (10) é expresar u» v em 
=0,00,1=0,1.)ek=(0, 
0,1) escrever (10) a foma de um determinate 33 como 


ra sé de ts den para ses ue a venid АИ 
A ауроре 
win Wilson (1879-1964), que foi um dos alunos de Gibbs. Ee 
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О йо deveria confirmar que a fórmula do produto vetorial do ado dito resulta da expansão do deter- 
тиште? 33 emo бота o logo da primera lina 


EXEMPLO O Selma = (1,2,2) e v = (0,1). Encontre 


СИСТЕ 
sent) 
TE 
БЕ ЕЕС 


Solução (9) Poderiamos proceder como na parte (a), mas uma abordagem mai simples é onerar que 
trocando w com y nun produto vetorial oca з linhas dos determinantes 2 x 2 do lado io de (12) e 
portanto, inverte o sinal de cada component, Assim, segue da parte (a) que 
ухае скн A) = (C27. 
Solsgio c). Se w = v ento cada um dox determinanter 2 2 do ndo direito de (11) € nao porque sans 
linhas чю абса, Assim, 
-0+0 = 0.0.0 =0 . 
O próximo teorema resume algumas propriedades básicas dos produtos vetoriais que podem ser de- 
drkes de propriedades de determinantes. Algumas das provas são pedidas como exercicios, 


Teorema 434 Se mv e w ado vetores de R'e a é um escalar eno: 
PS 
p 
(e) exe e) eon 
(atu x v) = (am) x v (am) 
@ ux0=0xu=0 
аха 


Lembre que um ds nossos objetivos a definir o produto veo de u ро ode criar um vetor 
que € ortogonal o plano de we v. O próximo teorema mostra que и X v tem essa propriedade- 


Teorema 43.9 Se we v sdo vetores de Rent: 
(o ustaxy=  Oluxvéorogomala 
O) v:ax 0 Oluxvéoogonalas) 


Vamos provaz a parie (a): a prova da parte (h) é atia. 
Prova (a) Se w= (ds) e v = (o o) entio segue da Fla (10) que 


ua) = иши — уе) + tals — жиз) + биз — изи) = 0 А 


En poral, e w e v slo vetores do sulose nlo colineares, endo o sentido de u x vem relação a we 
р v pode ser determinado pela seguite regada mão di se ов dedos da mão direita ão fechados de 
Я tal modo que curam vo sentido de ong de par v om menos de I ento o plegar anta aro. 
guias madurar) o sentido de u x v (Figura 43.5) Deveria se evidente a pastir denta regra que o sei de 


Tn qe dans en de o ita dd mo E Le ins nes de 
sd de cp teu al na ep o eo pata 
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roto de u para v vai pacer ahorro para um observador undo em direção da origem a partir do 
ponto final de m» v, Não povaemos so aqui, mas sonent Hstraremos ese futo com os seis poses 
rotos vetoriais dos vetores unitarios canc Je e 


ixj=k jxk=i kxi=] 


a» 


RE 
no o| 
lo 1 dl 


TNT 
TIT 
(—————— 
Herne reme траене 
Fontis IT 
А ea CET стас pe os po pr ic 19 aço 
o 
mão Un ae nde pr cd) li gm 
a eei retired 
dm CE a 
; Wo areia rom deste prie tutem emnes p peii ies 
Serapio cie aa) VI EIC) UI prem qum. 
ronis aie dt a a E деш. 
Si ap d pe mag. 
тен ataron Йери 


“de modo que x xD (ix) . Por isso expressões do ро u x v» w Jamais deveriam ser asa- 


ixj= 0,0,0) x 0,1,0 = 


v vetores alos de R e seja бо dngulo сит estes vore, 
СТРО 

(0) A drea å do paralelogramo de lados adjacentes w e v é 

Asian оа 


Prowis) ComoO 54 Sm, segue que sen # = O e portanto que 


E 
Avin, 


dede) + +) m tiras 
ч = бө usi ан o т зый? 


ЕТСЕ 


М Prova (b) Usando a Figura 437, vernos que o paralelogramo de lados adjacentes w e pode ser visto 
como tendo bas de comprimento lul е айша de compeimento[v] sen? asim, ta dra A 6 
Fgusaa? A = (soltura = ju 
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EXEMPLO 10 Encontre a área do wiängulo em R” de vénices 22,0) Pi(—1, 0.2) 6P(0.4,3, 


АДИЙ Slução A dea dota é med da drea do paralelogramo que tem lados adjacentes ЙГ КЕЎ, 


(Figura 43). Aim, 


rezo 


[n 


Exercicios 4.3 


Nos Esc, encontre a adjunta de А є então ade A 
prada 


| Nis Esso $ t 10. ela as equações usando a Regra de Cr 
mes sele 


damas 6 ass 
БИРУ + у= 

T z-4+:= 6 E ncntn= 4 
w- yinni аса =? 
o ан б-со 


d 
ла mt 18 
асаасан 4 

СТСТ 
mo" 
poo 
затла сабзае 6 


и. conte ren mer penses 
uy! 
3-9- 4-1 
d+ ya rad 


а-а ве 


(52,2. 3e também que 


105.10) 


аз. Баит y sem roher pars see 
renew 
ao уже 
син 


12 Mou que amar 


a 2 p 3 


o 01 


meta ar quie vaar de De o Tere 43 parn en- 
ped 


14. Most que ame 


с 


амина иаа» F+ ndo mn ão se o Teo- 


А 


ЕТЕТ 
are ya? 
aye 
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3.0) ese cdo gio devices A01. 0.3, 


[o serio 19 20, encontrada бо pario determina- Eu 
(Е | on 7 mt cpa 
menm 
TE 
maz 
Ea Ea] € 
| $0. Cicer vasaras indicados. 
e dee 
EA Pr pou 
eue 
PTT 
a : proves 


НЫ EE MIU EE, 


ac mido patin] |8 

РТИ 
"mr DEIER Go» 
"— m 


[Mcr 


[on зенде 25 е 36, encontre а irea do wriângula com os vénies | 
p Ne eniin 39 4, me qe a мены dd valer pu 


з ARO, 80,9. C12) 


rZ 
36 A0 1,802,605) 


No Ennis e 28 eco ola do prepa eo | xim 


—— 
[Xen ticis mm dpi dai | 
macies waaa Ка 
Nos Excrícios 29 30, determine se єз vetures u. vem ед so mes- | 48 (a) u= (1, —1, 2). V = (0,3, 1). 
pp aee e | T roe 
= 
me 
БЕА 


4 PALGI) A1 D (4,6) 
n——— = 0,0, 1) укола анва 


Те ao go ют e 24). ж PO, -1,2), 00.3.4), A168) 
э Uso peso vt para ec send nl osve- 47, Maste que se bc d são vetores quaisquer do espaço times 
mesa бз бет” 13.0. vil, no 


m 
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ая Simple (een) 


ө. Encore кин que spare plano demo poc 
pes A 21,80. Театар 


ө. Condes vtm w = (uy s Y (vote n) = (eo 
me RA epi) end prato mia i 
E) Moare que 


" 


le os o 


Dt inepto gmc de u» (vx wil nds bar- 
ue dea aa oval. 


n 


ER 


б leal 4º ado Teen 433. 


Discussão e Descoberta, 


DL Se iecit ps a a 
em do espaço ideia 
Façam deco parn ur como w 
ado cm ça 


tm náo 


DÊ, Se pm cancelar u dedo ads dução 
awe coli gue y Epi ri 


DB, Ашта сора nera сот uma as pete seguis. Qual 
enredo co que es cd? 
veem, unirem), d 


DA, O qe pode rer to obee os tree sen = 0? 


DE De algu олатро eos regras vias que vem parn s 
ai pla de ls пал, m q valo pr pt, 
Cad veta 


Trabalhando com Provas 


P. Pro qse tes mem P'e 


m 

e» 

т. Prove quese do veto iam se tonto 
ds sa gu dla сшде 

iei 


чө 


(0) Col ndo o do do Exeo 3 ra Seo 
(6) Qui moto oie men ct 


и. Seja uma mt pote, ou вн, A' = O pas algm Le 
opc de erri pur mon qe A no venho 


X Moe qpe e ve w avatars em que, dra lola 
lino no» ye) perenes ales dido parve w. 


SM Mo ques va et q, ra — 
lines no (xy) perene pen dida or e Y 


45, Use al 3) pura mostrar que nena de a mi vi 
Plat pair mer é cima spei [ai ami 
uis em д mari ejna de ana rata ma ser 
Tuin) 


A sli é via para ques de? Explique. 


т. Seja o item do Ene 12. 
(6) Resta sado pa de Ce 
(0) Rea ado сызды de Qm ocn 
(e) Qu modo ele men cont? 


DO. oiee fiação dada € veda (Ууу flea Т Jaque 

КЕЗ 

(2) Sema mae otr emo a na mig 

A Regra de Cmos pode sr usada para she фии #3- 
ema de enis ынаа м neo de equações € рой ш 
Керч 

(6) SeA level eio A) tmb ion 

6) Se tema lisha de e, co A) am tm 


ura era 
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PO, Pr cada identidade par оона м. Pe qe o, b e e so vetores e qe etio rum memo 
Ги 


pies асаана) 0" 
PS Pure o Tema 36. 


т Сеше on prats str do Esp. т. GCS) Confie als das afirmações don Tee 438 é 
тї. Cadela do Ene e cones ss neo 2 


59 


т. (509) Conte a ema 9) pr os determinantes de Vander: 
dad qu quis ea” 


Seção 4.4 Introdução aos Autovalores e 
Autovetores 


ista эндо, acre ções көт ala An = а лып grat ações da уты к-к 00 
med os pm ma rado e li inputs e on ova et 


ишме que um pono flo de uma mati А de tamanho n n dum vetor x de R tal que Ax «x (ver a dis- 
cisão que precede o Exemplo 6d Seo 3.6). Cada талп: quadrda А tem elo menos um poto fix, a 
“aber x= O Est é denominado o pont fo vil, 

O procedimento geral para encontrar os pomos fixos de uma matriz A é reescrever a equação Ax ex 
como Ax йо, então como 

[n % 
Como so pode ser visto como um sistema linear homogênea den equações а scógnits com mat de 
coeficientes - А, vemos que о conjono de pontos д de uma mai xn é um subespago de К que 
pode ser obtido pein resolução de (1). 

O próximo teorema seră dtl para decidir se uma matriz em ou nã em ponts ics o vis. 


Teorema Se A duma mairie nX n, nio ar seguis afirmações são equivalentes. 
a A tem pontos ica noria. 
(0) 1-A é singular. 
ө de-4)-0 


A prova segue da aplicação das partes (4) (c) (0 do Teorema 42.7 à matriz A. Omitimos os detalhes. 


Hoc po dia is sã ils 
Lotta 

T 

bi 


ma ms 


Figura 41 


AUTOVALORES E 
AUTOVETORES 


Os pontos fixos x= C, y) so аз soles do sistema linear 1 Ae = 0, que pode ser expresso em forma 
de compemeno cmo 


b 10-0 


Uma solução geral desse sistema é 


MX а 


‘verifique, que são equações purmérien ds reta двора Y = Lx (Figura 44-1). Segue do correspon: 
dente formato vetorial dessa eta que o poros Dos so, 


ЕЕ o 


= p IE HEP 


de modo que cada vetor da forma (3) é um ponto fro de A. . 


Num problema de pontos ius, procuramos veces a nulos que satisfaçam equação 
podemos considera спа de vetores do ls que satisfaçam quide do tipo 


т=з, Ato, Ato t 


=x Também 


ou, mais goalmene, equações da forma Ax = 3л, nas quais A € um escala Assim, colocamos o proble- 
margine. 


Problema 442 Se A é vma mat xn par quis valores do escalar , e houver, existem vetores 
ado als em a que Ax a? 


“Ames de discuta solução dese problema indicado intra alguma termos adicional. 


Definição 443. Se A € uma matriz n xn, então um escalar À é denominado um aulovalor de A se 
este um vetor não lo x tal que Ax = Ax. Se A é um suovalorde А, emde cada vetor o lo x tal 
que Ax = Ax é denominado um autonear de 4 asociado a À. 


А maneira mai direta de encontrar stovadores de uma matriz А de tamanho n xn é reeserever a 
equação Ax = ух como Ax = Ax ou, então como 


AmO 
eo testar determina, se ber, aqueles valores de A para os quais exte sistemna tem soluções não 
vias. Como (4) em soluções mo iii se, somente, a matriz de coeficientes AA € Singular, ve- 
mos que os шох» de A são s soluções da equação 


LUI o 
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a ronda ou rare d A. Tumit, se umas de ed mum 
mudos 


Tees Se A duma matri mx m € À um escalar, então a seguintes afemaçõe são equiva- 
p 


(0) um autovaor de, 
(0) Aé uma solução da equação de А) = 0. 
(9 0 sistema ear (AA) x = O tem soluções do rivis 


EXEMPLO 2 
(9) Encontros atoadores e autovetores asociados da maiz 


Е 
acii] 
0) Бан os auto-espagos de A nom sistema de condenadas 


Solução (8) Para encontrar os autovalares, precisamos resolver a equa- 
ão canetriic de A. Como 


1 EN SEES 
nib [р is 


qua caracterís диб! - A) = 0 é 


FEspondindo e simplificando o determino temos 
-3.-00-0 aqiwenemenm (620-5) = 0 (6) 
(te) de meo ode нө) = deni, 
encontrar o auto espaços asociados а estes autovalores, de- 
расы 


RA б 
а aa RENE 
A ен 

E НЫ 
Goi sda А 

к=з, y=t LJ 
PE A AS Е 


-D-EN o 
a-t AD-E- 


Para conferir, 


EXEMPLO 2 


Caso à = S Neste caso, (6 


3B] 
isa dm ig 
EE o 


0-16] Е 


Para conferir, 


“ETETE 


poro 
A x -1 | вота an 
"EN 


a» 


Pare ação, аперим prado ões M fo sado de que 
cm quero polinomial tem cent ie eno заз soles ti cien, deem e 
ice do temo constar, Asin dd soluções tics psss de (15) м on divisores de 4 abs 
“a, 220 з. Subindo сне alos ясат ате em (13) олон е à = 4 dum lo mir ir 
шука à — € um orde (12, portao iio (12) po à отео (1) como 

TO 
———— P 

vem 
estos ear com fra conhecida e mim cela qu ot tende io 

Amd, Amati 4m2-W5 . 


pom] 


AUTOVALORES DE 
UMA MATRIZ 


Se A é шшш mui viangular п п com entrados diagonais à... вао —A € uma matriz 
triangular com entradas ago А — ап, = asss.» À — ам (VR, Anim, o polinômio are 
terio de é 


СЕГЕСТА 


[e] 


Teorema 44.5. Se dama matriz triangular (renpular inferior triangular perio ои diagonal). 
então ог autvalre de loas entradas та diagonal principal de A. 


Basta olhar ara a matriz para conchir que o polinômio caracrísico da mariz 
b 


o 
D 
D 


ra=- Dé ias 


‘e, portano, os autovalores ditas de A sh. 


ma vez encontrados os autovalores e autovetores de uma matriz A, uma questão simples encontrar os 
игй e atovetares de qualquer potència ain postiva de A. Por cxempl, эе À € um autovalor de 
A ex um sutver associado, então 


x= Маз) = Ада) = MA) = 00а) = ix 
quemosta que эп ovalo de A” ex um autovetor saindo, Em pera, emo o resultado epi 


Teorema 44.6. Se A é um ашонш de uma matriz A com autero associado x e e | ёт tiro 
реше qualquer então é um autoalo de А com noto asociado а. 


Alguns problems que utilizam esse teorema eso dados os exercicios, 


Cono À é um astolor de uma mat quadrada А зе, е soment se, existe um vetor дото x tl que 
Ак = а segu que 2 = 0 ё um sutovalor de A se, € somente se, existe um vetor não lo х tal que 
Ак = 0, Contudo isso vale se, e somente е, dt) = б, de moda que podemos crescetar mais ma afir 
mação à st o Teorema 427. 


Teorema 1.47 Se A duma тине nx n, então ar seguintes afirmações йо egulvalets. 
(a) A forma escalonada mid por Unhas de A #1, 
(0) A pode ser expresa como un prodi de matre етемш. 
(© А timer. 


O делу». 
Ф = Ondo €umantralor de A. 
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ALGÉBRICA 


Onseavação Nos exerícios, pedimos o leitor prova que se 4 é uma matriz imerte com utovao- 
Fes han Aan «da em Lu, Ls. fa Sã ORE A". As partes (c) e (P) do Teorema 447 
ришет que ess recíprocos esti definidos 


É possi que a equação caracteristica de uma matriz А com entradas reais tenha soluções imaginas 
Por exemplo, equação cari da maz 


as 


as 


Assim, as тше, da equação canes são os números imaginários à = Гед = 

Ino levanta algumas quests importantes que devemos considera A aqui, exigimos que os esca- 
lares sejam námeros reis e portanta, os netos imaginis que surgem de (15) ao podem ser consi 
ездок лонот, a menos que desees estender о conceito de escalar para permitir números com. 
plexo, Condo, e decidimos fer io nto o sistema Lea (31 — A) = O teri uma пані: d coe- 
cientes com entradas complexas e a5 soluções dese sisterna também podem envolver números compie- 
“os Аз. abra porta рап tvalores completos nos força a considerar matizes com entradas com. 
pexas e vetores com componentes complexos, Oco que autovalores complex tm aplicações impor. 
"ants de modo que para uma suas compl de пятое autovtoes  ecessári permitir esea- 
lares complenos e vetores de entradas completa. Como esses assuntos serão estudados com mais eta 
es mai tarde, vamos continuar орао por quanto, que todas aite m шта ai todos ve 
tores componentes reais: No entanto, vamos pos referir à soluções complexas d equação caracteris- 
tica como autores complexos. 


Se A € uma matriz nxn, ão a forma expandida do determinante (ÀT — A) um polinômio de pras nem 


que o coeficienne de A" ё 1 (por ut; sim, (1 — A) € da forma 
A tate ae 
O polinômio 
pO ni eet ence. an 


que aparece d lado direto de (16) denominado polinômio салво de A. Por exemplo, o plz. 
"io carncerisio da mai А de tamanho 2x2 no Exemplo 2 € polinômio de segundo grau 


pope 310 
ver] e o polinômio característico da matriz А de tamanho 333 no Exemplo 3 £o polinômio de tee 
og 

PO) Im 
«азу. 

Quando testamos orar optei arcaico 

As 
опе um dos ts casos seguis: 


1. Pode ser que seja pone furar o polinômio completamente em fatores lineares distintos usan- 
do somete números els; por exemplo, 


PARADA ARO 


2. Pode er que и} posa! na о polinómio completamente em aos ee usando some 
"e números resis, mas alguns dos fatores podem ear repetidos; por exempl, 


RDA 
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3, Pode ser que seju ponis (ноги о polinômio completamente em fatores iure e quaddücor 
“usando somente números es, mas € impossível decompor os fumes quads em fitores i 
caes sem ши número ian (ss ttes quico são йол realis os ni 
"mero тай); por exemplo, 


M0 nen 


раъша пао 
Agi é o fator 2 1 que ёйтейиһе sobre os números rei. 


Pode ser provado que se permitimos autoalore compleos, ent o polinômio сатане de 
duma шшш À de tambo а п pode soe atado como 


dall - 4) 3 kel ee m M Ad СА) 


ое st A до о eae de А. o 6 denominado аео near complet do polio 
саада? Se alguns dos ars em (18) ão repetidos, ашдо eles podem ser combinados: por exempl, 
ses eme tres são distintos eo resto repetidos primeiros k, podemos тектен (18) na foma 


CAIA) = RE жад! кз + ANT AA 


onde Weeds йо os autovalores distintas дА. O expoente m denominado а тири. 
de algébrica do ovo ns dia qantas vezes aquel atar está repetido na fração compita 
do polinômio carateristico. 

A sora das mulilicinds algas dos ovas em (19) deve ser п, pos o polinômio carac- 
terio te ra Por exemplo se À € uma matriz 6» 6 cujo polinômio cantero é 


worn 


então os autvalors distintos de A so = Oà = 1е à =—2, As mulipliciónden іса енедо. 
Forales ч 3,21 respectivamente, cuja soma é 6, conformo requerido 
O próximo teorema resume ева discussão. 


деси PAD ea. 


Teorema ААВ Se é uma mare n xn, então o polinômio caracteróstico de A pode ser expresso 


dni о мучо A GA 
өче... 4800 atar los de Ae т ema «em 


ORAÇÃO Esse rea implica que uma matiz n x r tem азоті se concordamos em contar as me- 
pgs ретт лайша colens mas ane de atoa tis pode мт mor d qe 


OMA сотди, Tomando A = 0 em (18), deduza que o termo consume d polio carac- 
terio de uma mais de tamano nen é 


m CD e) em 


Em seguida, edison fórmulas para os atas de manias 2x 2 e discos algumas рае. 
des gorátics de seus ato-espaços О polinômio característico de numa matriz 2x 2 qualquer 


Ed 


dr P y 


Э]-о-өо-о-к=у-изи+ы-ю 


ыу qe psp outs e gru n e ratos 


nd ço ap) em pl теки ин ти ты onte Se, sata inc ra Ж ação 
Ad ia pe e o p cep uei pe rn. Ac n 
o dla се pd poro ds pe a se ep ção 00) 
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Podemos expressar o em emos do таро do determinante de A como 


ded =A) = A + ид), ы 
do que segu que a equi crceicade é 
p em 


“Agora lembramos que se ax? + be + с = 0 uma equação quadritica com coeficientes as, eo o dis- 
inima 1? — с etnia a natureza da ras 


n 


[e Uma ira peida 
E40 ¡Da a iii coa 
Aplicando so a (2) com a = 1, = EA). = det(A), obtemos o teorema seguinte. 


Teorema 4.49 Se A duma matr 1х2 com entradas тай, enti а equação coracirtica de A 4 
RE AA + det) = 0 


a) A tem dois autovalorer recados e WA — dA) > 0; 
(0) A tem um ausovaor reat repetido se (A — et 
(9 A tem dois autovalores imagindrias conjugados se (A? — а det) < 0. 


OBSERVAÇÃO Mesmo que agora estejamos tratando unicamente com mates de entradas resis, eniti- 
tamo o enunciado ess orca que as entradas de A devem ser reais porque resultado o é vido 
se tem entradas complexas Adiante, consideraremos matrizes cm entradas complexas quando, então, 
se teorema nio ай aplicável. 


Ep a ação pc ado 

ea] e] e. 
Soo TA ed = 12, edo roo 2 é 
Pad 09 = 0 pr dp e 
sa “Eme dono de 
кош a par = o nd de ними. 
Sagem dad ato cmd 
т fo eun 


JR аус 
B 1 


Anim, oradores de A io A = 24% ез 2 N: . 


m 
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ANÁLISE 05 Adiante neste vo, mostrarnos que dar matrizes src com entradas reais t шохае renit- 
AUTOVALORES ОЕ Contudo, ngora já temos as ferramentas matemáticas para provar esse resultado no caso 2x2. 
MATRIZES 2x2 
SIMÉTRICAS 


Teorema 440 Uma matriz simétrica 2x2 com entradas reais em аштайт reais Айч ашы, 
ne Ea forma 


= E 


então em um score reperido, a saber —Ó dns 
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"AY — ded) = (a + 4Ё— ad -D = (aa +АЎ >0 


de modo que o Teorema 449 implica que A tem autovalores rei. Тав segne daquele teorema que A 
em um ааш repetido ve, e omnt e, 


"WAY аца) = (ааа =0 


Como isso vale se, e somente se, а= de 


же que os nicas mues 22 simétricas com um av- 


tovaloe repetido so aquelas da forma (23). * 
Nas exercicios indicaremos os passos par provar seguinte estao geral sere ast espagos de 

тшш emas 2x2. 

Teorema d 


(a) Se soma тал: simétrica 22 com extras rec em лп tolo repetida, eo ашо 
“paço associado ese амтай odo E. 

(0) Se uma marriz simétrica 1x 2 com eras reals tem dols aos dios, ens os aw- 
espaces asociados а esses атат são retas prpendcalars pela origem de R. 


cmo “amem masa 
E 


пип sistema de coordenadas». 
Solução. Como u(4)=6 e det(A) = 5 segue de (21) que polinômio arcteísico de 4 é 
PASA 


portanto, os мио» de A = te 2 
Solver o sistem 


Ре 2-0 o 
"ШЫ 


Para eneonrar o aovetoes amido devemos re 
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que so equações paraméxicas da reta у = x. Esse é auto espaço associado aÀ = 1 (Figura 443). 
Caso à е5 Neste caso (24) € dada por 


E A-E 


Resolvendo esse sistema, obtermos (verifique) 
а= y 


Г] 


queso equações paramétics da ea у = х Бе é o sto espaço asociado a à = (Figura 443). 
Observe que as теш» y» re y = são perpendiculares, conforme garante o Teorema 44.11. Do 
pomo de vista vetorial, podemos escrever (23) e (26) da forma. 


D-FE] + +Й-Ш=Ш 


DEAUTOVALORES [Teorema 4412. Se A duma matriz Кя com autovalores As Aa, da (peidos de acond com 
amalipleidate) ento: 
(a) det(A) = Mad, 


Prova 8) Escreva polinomio característico em forma fabri 


PO) = del — A) = (ADA dee) es 
a) 
(Ay da), de modo que obtemos 
сә 
podemos стер) como 

pan -an 

i-a 
oo 


Calculando pià) a per deste determinante fondo asoma do produtos elementares com sinal, vernos 
“que qualquer poto elementar que contém como fator uma eta que sá fra da diagonal principal 
de 0), cont no máxime n 2 fitores que опет 1 (por qu As, coeficiente de 1 em p) 


Fo mesmo que o coeficiente de 1 no produto 


nm 
Expand esse produto, vemos que em a forma 

A mca aue 
expandindo a expressão pra pa) dada em (28) vemos que em a forma 
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EXEMPLO 7 
С 


дажа. 


Assim, necesariamente, temos. 
UA) = а Жаз rte mA Re . 


Encontre о determinante е о изо де uma matriz 3 3 cujo polinêmiocaterísico 6 
=P en 


Solução Ease polinômio pode ser fuego como 
КЕ УУС 


“e modo que os autovaloe repetidos де cord com sua multiplicidade о à; = 1. 
Asin, 


ded) =з 


ee, 


2 e wa) As 


Solução Alternativa. Segue de (31) que se p) о plitmio crcterísico де uma matriz А de tuma- 
mho nn endo t) £o negativo d coeficiente de A'e segue de (28) (29) que dA) € o termo cons- 
ame de pU se n é pare o negativo do termo const e inpar (por qè”). Assien, vemos dictamen. 
tede (32) que tA) = Oe detA) = 2. . 


Nas aplicações do mundo real, raramente os autovalores so obtidos resolvendo a equação carceres. 
Por duas rates 


1. Para consi equação cratera de uma mariz A de tamanho n x n, € necessário expandir o 
determinante de — A) Embora sistemas de computação simbólica como Mathema, Ма: 
ple Шенне saibam fazer iso para matrizes de pequeno tamanho, os cálculos sto pitis pa- 
amais do tamanho que ocorre em aplicações tipicas, 

2. Não existe uma (ma ali оп um algoritmo finito que posa ser usado para obier as sola- 
= exatas d equação caracterisica de uma matriz n л qualquer quando 2 5. 


Dados сез impedimentos, forn desenvolvidos vás algoritmos para produzir apeonimações numri- 
a dos атаи c utvetores Algun desses algoritmos serão discutido mais adiante nee liro. 


1. Encontre as ess oo polinòmi саваа 
Pa 


Nos Enrico 15 e 6 me sabido inpr e Меке pura en- 


Pepper cl ab maia o Va 
“uso que pede on Ei 383 da Seção 2.2 


2300 d 
1600 1 
"o oa s| lo 

91 o 


No Enio 171 een ou atole tvs soci 


sde lo us para ca atas era 
seas carica ind de A 


Ч 


ce equipar o atas е Eu hover que o in 
Sms e maca 
өр 


=] [id 


Nos Enero 225, encontre a é ша que А temos nodos 


ж aqua o) ds, se home, tem amar 


pe 


o menos um ate peido? 


т, Mon que we A dum ma 242 aque = Ie ms e 
pd R setto y ces Au cre Ах ме toe de A. 
Eden o nadas acido 


оу Eis 3 30 tn de rm рил а ente eat 
ers deua cutie pr qu 


ж. ш Use ma Q2) para mos que exatos de Ado 
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(9) Mosque A tem os malos rel dit е o mex 
SS BE 

(e) Моше qu tem mate aeee 
(a-a зако. эх (0) Moe que polio nct da ain 

(8) Mosque a ет ator ae IBI СЫ, э 
[wore 


1 
30 Monte quese (a df + dbe > Deh eos mo CD 
son outras À eds vo er tear lo 


a THEM 
re lee 
ES 
e 
a o ota pre op 


e 


эм. Sport que at A ha um pl cce p= ma] 
АЛА А Use o Teste 14 бе a afirmações nos Erros 0) A mad parte (é denominada maire companheira do 
PRP, OPS ao aa ec o atleta mao leis 
"mo a? a-u ea 
LE өмү Aim vemos que sp) um polio quique сир mir po- 
ea eum net a 1. a us dpi mar c 
э Mos quese À é ado d mara xa. jota cantei E à ab, ericeira do 
oco ento folia Us ea observação pura cocos ита пато o o 


Ennio cantei 6p 72 Mer 2 = SA+ A 


эт. Ines diro dila venir Y) ос da D Juge 
заа spot Em caen penha que À eja umma rasis quad. 


16) Qusl £o tamano de 47 % Se Ja pun alga cal ão enlo eto x Eu o 
©) A ive Explique e coi. p Я 
O) Se å um mada dA not lar 1-40 
DA, Um ei qua detamabo 29200 maior e cj S 
SNS OA) BRAA uas A 
б Агы ei dn teom = da a y ind 
pono 0 Una meri 2 2com tolos тл клана, 
i epe Qc Oed) o plo sudden diese. Rg a fi dada aa (V) a ды 7. 
pri dile que Se poss En ción er, sport que А ja oma mai 
DS, Eno, s eo, —À a Os states de осо que s atras de 
арчы a onda ide лыма de A. 
De o cin do б) Setra acido mtooo do são rado, 


alo vn mat мо € ue витне, 
(6) Uma mi em pelo meno um ата. 


@ Seo plsónio atico de АЕРА lento é 
ente 


Брала анасон довтала. ПЕ а Eça dim idu Rec 
Er erum wlan mrt det 
EE. pn T AET 
EU e e E ME eme rcc 
puer ere eorr 
vm m 

EJ 
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PA, Prove ques um atoa de ma mati inventel Ae xum 
iret acao айо VA é um lr de “e mato: 
ei acido. [Sues ce som nação de= jx] 


м. Prove quee Д6 om atar de A e x é um nove assado, 
ent durar рис ah sema 
ea cao 


Usando Recursos Computacionais. 


E, E os telas ө ana acido d mi do 
Eno 2 Se коттан or еш toon ja dee dot 
no еши aa epa 


TA. Боом artes asociados ns atol de marie do 
кошы 
тї. Det uma тан de шїн» de mia er С, ce жан 
most cr ат ada o co quero муе que dena 
рыны ini туне 
p 
To Entre йон de C, C. C, C ça a conje- 
aa ийт o уота de C, Cora su estu eco 
б) Em gd que pode srt bes stos de 


PS, Prove que e À é um tao de A e é um tor cad, 
atos dom asa de 4 para cda ea тех ma 
Кеч 


кє Pe Тонева 4411 sand os ovalado do ——9 


т. Sejm ей mio quedas d mes mando Amt 
lr de A cm ar mado que ма роо ande В B 
ve que um tado ato de A quo de AA equ vé um ш. 
== 


а, Confirme s asco do Tema 46 ps a marte elo 
фея. 


лє всу 

9) ыо comanda de encontar pois cris pera 

encare o polinômio creio da ar do Elo Ve 

efa ul sano a opção de emite 

б) Enem doe eo vendo a раціо cm 
Ew 


тє GCS бше атны do Enc 
тт. зе pao came da mur 


Seen gu par de es A е Ade tmi 2 te 


o aloe de A ДА Faga uma ja se a iie 
rv close Alado en ol 


CAPÍTULO 


SISTEMAS 
DINÁMICOS. 


EXEMPLO Y 
[еМ 


Dora 1 parte 20% e 
Biia pato 
faasa 


Modelos Matriciais 


Seção 5.1 Sistemas Dinâmicos e Cadeias de Markov 


ен ção. tamo como mts matr pedem rs para anattar o comaortamerto de temas 
co que eem coy o риш d eg Ds meto! que estaremos эы er sanas prole de 
ieri (Шоу Dema Зара mad cnc aca 


Ur sistema dinámico € um conjunto finito de variáveis cujos valors muda com o passar do tempo. O 
чай de uma авіа tam dado instante de temgo domina o estado da пага murio ist de 
tempo e over formado pelos estados denominado o std do sistema dinâmico naquele inata de 
tempo. Nosso principal objetivo nesta seo € мыйы como o estado де ша sistema dinâmico evolui com. 
tempo. Comecemos com um exemplo. 


Soponkamos qe cada um de dois canais de lei, os canais 1 е 2, eh 50% da акаа пып dado 
instante de tempo inicial. Suponha que ao Iongo de cada período de um ano, cana 1 nia 10% daa 
nca do canal 2 e o canal capa 20% da audiência do canal 1 (er Figura 51.1). Qual £s audiência 
“cada canal so final deum no? 
Solução. Comecemos itroduind as variáveis 

2 0= tação de audacia do canal 1 no instante de tempo r 

(= ração de audiência do canal 2 no instante de temgo r 
que dependem do empo e o veto colma 

Ed Ss 

0] rg inca do canai 20 itte d tempos 


EI 


As visis x, ex, (O) formam um sistema dinámico cojo estado no same de tempo o vetor 
Tomando = 0 como o ponto inicial no qual ambos canais ёт SOS da audiència, temos que o eta do 
sema tage instante de tempo € 


[EMON] _ [OS] + race nacido camat 1 no instante T 
whol- [s] mota toiros 


Толепов encontrar o estado do sistema no stated empo r 1 (um ano depois) Ao longo do ano, o 
‘camal 1 таёт 80% де seus SOY inicinis (pois pende 20% para o canal 2 e panhia 10% dos 509 iniciais do 
perve 


EI 


Analogamente o canal 2 ib 20% dos SO iniciais do canal e to 90% de seus S0 iniciais (pois 
perde 10 para o cana 1) Assim, 


40 = 005) +0903) = 035 a 


a 


805) +0105 = 045 a 


Pora, o estado do sistema no instante de tempo r= 1 6 


234 cupidos Modes Matin 


exempio2 
ação dolo de 
a 


°-[ 


[Sepe] in 


|035] =- Ромд енені doca! 2 me sat de tos 


“Acompanhe os indices de sditci dos canais 1 e2 do Exemplo 1 ao longo de cinco nos. 


Solução Para resolver ene problema, vamos supor que calculamos fics de ийлей de cad са 
п no мане de tempo = É e que caros interesados em шг o valores comido de т, () 1, 4) 
и calcula os ndice, Q+ 1) x, (Le) um ano depois. análise € exatamente a mesma que foi usa- 
“a para obter as equações (2 e О). Ао longo do ano, o canal 1 res BOT de sua fração inca) pa 
ты 10% да fração inicial x, () do canal 2- Assim 


Ee = Q5) 1 0.80) o 
Analogamente, o canal 2 gba 20% da fração inicial + do canal 1 ret 90% de sua própria fração 
mia) Assim, 

E+N = л) ODA o 
As equações (3) e (6) podem ser expressas em formato matricial como 


pe-p ox 
a+) = [n2 аз], o 
que fornece uma maneira de usar a multiplicação manicis para calcula o estado do sistema no instante £ 
=k + Va panir do estado no itane r É. Por exemplo, usando (1) e (7) emos 


a 01) fas] Г 
ha 09) bs] -o5s 
ейи еш tg 
an pes pas 
o2 09) [oss] ^ Jo.sas, 
doa cuta so ps ça iesu анода 
Ea pr eo 
aos s - 
[SA], o [9] " 
m———————— 
ias, o e ld ao o o ão dp da 
eo tue reti 
psp r E enr decina T 


rem m == 
moon [азон sc [S am [rsen] А 


Todos os vetores de estado sbsequenes, quando aredondado ай а sexta caa decimal, ão iguais а 
M0) pono, vemos que os indices de audiènci acabam se залаа, com o canal 1 mantendo cer 
a de am tergo da inca e o cana 2 саа de dois terços Adiante, inda pet seo, explicaremos por 
p 


O estados das varidveis emos les dios no so conhecidos com absoluta certeza, mas podem 
sr dados como probabilidades: ese sistemas inmicos são denominados processos eode, Um esu 
detalhado de process сарса quer dino pec d tr probidad que calera 
dos props deste Io Conto, para О mosso estudo, sucinta seguinte interpretação dese temo 
Em temos informais, a probabilidade de um experimento o de uma observação produzir um cer- 
o resultado aproximadamente a ração de tempo dore a qual esse resultado cori se o ex- 
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EXEMPLO 3 
ev bs 


pimento fosse repetido muitas vezes sob condições constamtes; quanto maior número de repe- 
Ações, ma precinto a probidade desee а fração ds ocorrências 

Por exemplo, quando dizemos que | a probabilidade de obier can jogando uma тооба honest quere- 

mos dizer que se a moda fosse lançada multas vezes sob condições constantes então esperariamos que 

em cerea de metade das ocotacas oberias cara As probabilidades sho mulas vezes expressas como. 

decimais ou como percentagens: Assim, a probabilidade de ома сал jogando uma moeda honesta tam- 

bm роде ser ерт como 03 o 50% 


10-01 
ps = рейв) = 3/10 = 03 
pi = probarlo) = 6/10 = 06 
Cada pobaiidado é uma ração não negativa: 
m+m+m=01+03+06 
Хип processo este co a posts estados, o vetor de estados ст ca instante tm formato 


O] A pets cnm que sena está neto 1 
1560) | A pt кик que sema et tdo 


xo 


mO———— 


As entradas desse vetor devem somar 1, pois do conta de nodas as п posibilidades, Em peral dizemos 
uum vetor € um ear probabildad se sos entradas são não negativas e têm soma 1 


Observe que os vetores de estado pos Exemplos 1 e 2 sã todos vetores de probabilidade. Isto ea de se 
espera, Jå que as entradas de cada vetor de estado são os índices de audiência dos canas que, juntos, 
Sorprscden od а ашса Айда disso, é реге terra as tadas de vetores de estado co 
mo probabilidades em vez de Índices exatos de audiência, que а informação obre a audiência costs 
ma se obtida por meio de procedimentos estatísticos com incerleras intrínsecas. Aum, por exemplo, 
o vetor de estado 


se]. [048 
A Álgebra Linear na História ao- ol- os) 

di бе ei daromat on OTTE qu, no Eo 1 Ын romo gia que o camal 1 de- 
CER o m ola e annen dungen mS ds audiencia со caml 2 detém 558 da audiência, amém pode 


cant ro pre Eugene Onegin de Pi Mar. ser interpretado como significando que um individuo ecoldo aleatoria 
doses que a ca aplicação de suas caes эта meto € um telespectador do cara | com uma probabilidade de 0,45 € € 


aan dera най, de modo quelo aa ите um elespeetador do anal 2 com шта probabilidade de 05 . 
So e obesa que hoje em ca А 
as Cinco Soa, көнө Quântica eden Ua пш quadrada é denominada uma matr estático se cada 


um deus vetore-olua dum ve probidad. Em peral, is mar 


es ocorrem en fórmulas que do os estados sucessivos de procesos esto 
laicos Por xemplo, os vetores de estado ме + 1)е ий) em D eo 
Inionados por uma equação da Torna x + 1) = Pe, ma qual 


[мы] on 


{ала mata estocisica. Não deveria ser surpreendente que os vetores- 


Andrei Andreyevich Sohana de P são vetores de probabilidade, ja que as entradas em cada co- 
Tama dizem o que ore com aci de cada canal о longo de cada 
sana ano: as entradas na coluna 1 indicam que а cada ano о canal 1 mantém 


MOX desu oficia e perde 20% en сатана na coluna 2 diem que a 
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ada ano o con 2 mantém 90% de эш adita e perde 10% As entradas em (10) também podem ser 
vias como probabilidades 


O Exemplo 1 é um caso especial de uma clane malor de procesos esociticon denominador ca- 
deiade Mark. 


Definição si Um adela de Markov ur scm енг js vetoret de estado ama rendo de inter- 
vals de emp so vce de pode pur qa os ver de estado em ines demo cens 
racismo dama 

КИ 
тааш P = [p,] é uma matri esocsica , é a probabilidade com ue о sistema енш eoeado no instan- 
тет=1 +1 эе ise no estado 0 instant = A mariz Ре denominada a mer de temido do sema 


'ONSEMACIO Observe que, nessa definição o nice dela cormesponde an estado seguinte e o ind 
sede coluna ao estado aero (Figura 51.2). 


EXEMPLO 4 Sopenta que um leão marcado posa migrar entre wès reservas em busca de comida As reservas são deno- 


Mirages эш tadas por 1,2 e 3e, baseados em dados sore os euros de alimento, pesquisadores concluem que o pa- 
as de so» do mensal de migração do leño pode ser modelado por urna cadeia de Markov com matriz de transição. 
Rear nano 
оз 04 06 
sado so mame LE 
| оз 04 ол) з 
ef "ume (ver Figara 513) Aim, 


05 probabilidade de que o leo permaneça na reserva 1 quando es na reserva 1 
= ОА = probabilidade de qu o leo migre da ecra 2 para a reserva 1 
08 = probabilidade de que o leo migre d reserva 3 para arena 1 
Pa = 02 = probabilidade de que o leão migre da reserva 1 para a reserva 2 


Pim 03 = probabilidade de que leo migre da reserva pura a reserva 3 
p= Q4 = probabilidade de que oleo migre da reserva 2 para a reserva 3 


[EE 


Seres em meses v sabendo que o leo é largado a reserva 2 no insane 
lo provável ao longo de um periodo de seis meses. 
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Solução. Sejam Ше () as probabilidades do eo estar na reserva 1, 2e 3, respectivamente, no 
pom 


may 
xp = [eo 


Deixamos cargo do Jer mostrar que os vetores de estado a longo do período de sis mess são 


па asa oso 
эй) = Рх) = | 0200 |. эу = Ри = 020 |. х0) = Px) = [02% 


био, az ол 
asos sos asas 
жё) = Px) = [0226 |, жу = Ри) [0227], xt = Px05) = |0227 
0267 D 026 


Cono no Exemplo 2, aqui os vetores de estado parecem estabilizar ao longo do tempo eom uma pro- 
babilidade де aproximadamente 0.04 de o leão estar па reserva 1, uma probabilidade de aproxima- 
damente 0227 de estar na reserva 2 e urma probabilidade de aproximadamente 0,269 de estar na e 
pe Й 


Numa cadeia de Markov com estado inicial 0) s sucessivos vetores de estado são 
РМО, Ф) РМ), ХӘ) Р, é) = Р 


Риз simplificar, costume denotar x) por x, o que nos permite escrever o sucesivos vetores de esta- 
do mais cinameni como 


мел ma PM =P Xm PR an 


Alessivamete, esses vetores de cstado poder er expressos cn temo do vetor de estado inicial x, como: 
nepo xm PUR) = Ры ne РОР) = РЗ, Xm РРА) = Ps 

do que sep que 
CIS an 


OS 
de maizes que toram essa famula inda mais ti. 


Use a aa (12) para encontrar o vetor de estado x3) do Exemplo 2. 
Solução Por C1) e (T), vetor de estado inicial e matis de tação são 


a] epa] 


Deixamos a cargo dolor calcular Р e mostrar que 


enne [s am) [s] = [ess] 


qe confere com resaltado em (5) . 


EXEMPLO 6 


“estática , portanto, pode ser considerada como a mai de tação de uma cadeia de Markow: Um. 
cálculo simples тоша que P 7| doque segue que 
=P e PPEP 


Assim, os sucessivos estados na cadeia de Markov com vetor inicial x, ão 
ж. Pro, o, Pro, Re 

e me ePi Anim, a cades de Marko lo esa a menos qu arbos componentes de 

x ejam } (verifique). 


Una defi precisa do que ignita uma seqüència de números de vetores estabilizar aproxi- 
mandos de um valor limite € dada no Cálculo; contudo, aquele nivel de precisão não será necessário 
qu. Dao informalmente, uma sequência de vetores 

— 


tende a um mie q ou que converge a q se tods as etradas de , poden ser tomadas апааа реб. 
imas das entradas correspondentes de q tomando suerte grande asas denotar so escrevem. 
dox, = qquandok = =. 

Vimos o Exemplo 6 que os vetores de estado de uma cadeia де Markov não precium se aproximar 
de uen imie emt todos caso. Contido, impondo mais uma condi na matriz de ração de uma cadeia 
de Mark, podemos garantir que os vetores de estado tendem a um limi 


Definição 51.2. Uma matriz estática P é ta rrgular sc P оз alguna potência positiv de P tem todas 
mudas poa uma cadeia de Marko com mate de ração par ta uma cadeia de Малын ve. 
mier. 


As тилге de aniio dos Exemplos 2-4 do regulares pois suas entradas sã positivas. А matriz 


= d 


рачы psi As PoE Gato tar pre ca pt postado Pm 
algumas entradas alas (еба), 


js a q EE 
longo prazo de cadeias de Markov. 


Teorema 5:13. Se P é a marriz de aniio de uma cadeia de Marko regular, então: 
(a) Esiste um inico vetor probabilidade q ш que Pq = ч. 
10) Para qualquer vetor probabilidade inicial ха зерна de etor de estado 


РИЧ 
tende aq como vn lnie, ou seja, Pi quando — *, 
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EXEMPLO 8 


EXEMPLO 9 
pd 


O vetor q. que denominado o vetar de estado estaciondrio da cadeia de Markov, um ponto бо d ma- 
riz de so Pe, portano, pude er encontrado molvndo o ustera inea homogêneo 
U- Paso 


Condicionado à exigência de que a solução deve ver um vetor: probabilidade. 
A marriz de tas da cadeia de Markov do Exemplo 2 € 


pos ог 
оз os] 


Como as entradas de P são positivas, а cadeia de Markov é regulare, orant, tem um único vetor de es- 
ado esacionáro q Par encontrar q resolvemos o sistema 7 — PN = 0, que pode ser srt como 


[ш a] [e= R] 
Aço te ad 

чш mur 
ql mi o 


1-01-[7] e» 


Para qe um voe probabilidade, precisamos e 
ate 


p= 


ue implc y = $ Substituindo esse valor em (13), obtemos o vetar de estado stacicnário 


as | 
o na cm os ads eno em . 


A maria de tração da cadi de Markov do Exemplo à é 
los 04 06 
P= |02 02 оз 
0з 04 01 


Como as entradas de Р são positivas, а cadeia de Markov é regulare, poro, tem um neo vetor de es- 
ado ciiacionkáo q Риа encontrar q, resolvemos o sistema (7 — P) — 0. que pode ser esco usando 
ages) como 


8-0 к 


о 1-3 
o 


eque a solução geral de (107€ 
LEO 


e» 
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Para q ser um vetor robuilidado, precisamos ter y + qs + gy = 1, do que segue que s = ] 
ue) Зазйшадо esse valorem (15), obtemos o vetor de sado estacionário 


%| foso 

a=| g |> [02% 
02559, 

(yesifique, qoe ё consistente com os resultados obtidos no Exemplo 4 . 
озасдо Os lies interessados em explorar mas a teoria das cadeias de Markov podem consul- 


tar об textos especializados sabre о assumo, como o clássico Finite Martov Chains de J, Kemeny and J. 
Sue, Springer-Verlag, New York, 1976. 


ETE 
e еШ 


13, Num dado di qualidade oa um cera idade é o bon ou 
ты O gls metan que quando qualidade do a £ ba 
em dao dia, endo est шка chance de 9% de que senha 
tado sino di qua à quida do t Emi nm d 
o di, ndo xi ma sce de 49% de que veda er má 


No Eee 7 нё 10, confirme que P € ra mai de tamil 
кише cese e eo sein 


| 08) Sei sido dor bra, com qul poblado um. 
| Ane du ds аат 
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(6) Sebo a qualidade do ar € má, com qual petite am 
маза dapi tda? 


(8) Se quad do a em ита ке de 2% de e bb, 
cm qual равай hd et amanha” 


м. Ut tm esposo de labora ode tl am et 
бов pos de comida a có di. po o o ijo I. Os registos 
oa ques ele 0 po am eo ido cam. 
cede ser po т ба eire e 9%. e отш cs 
io mu certs entia a decor o tipo radi 
epi ds 
(a) Encontre uma mt dei pars st en 
®) Sete ram elo. com qul praia ele es- 
clio ql ol ш? 

(e) Sebje ota ec tipo com им probabilidade cle es- 
ходе өрә di at dias? 

8) Se oipo Dm ита сше d 10% deser cio beje com 
ql probidade de ta sr slo am? 


S, нап ct stat de eo ci ave 0000 as a 
‘cent cidade e 2500 has eds da cidade A Comi 


б) A longo pas, qusl ser iio de poção entea ci- 
dade vot arrais? 


136 Nom ceo istante de eno il, ca um de dois cami de te- 
leido, e oi e im OR da ada A cda periodo de 
tn no ocu ит 38 da cid cual oca cp. 
tara 103 da ncia do canal 1, 

(a) Eça uma ш montando acção ка айнда dot 
cmi hong de um eco de ie em. 
®) Along pao qual йа parco saia dos da 


т Ur locadora de teme pos bates, merdas 
Пе 3 Um cliente pode luas um cr de qualquer a 

das ob pênis tr loque a ds io 
“O eis da locadora monta que o cars ot 
ee da de cm o pi 


ш. Se Pé um mute cia ic ese Ma uma mai Djs 
du so quia 1 co NP 


Ads da na 


1 
FARDE 


pere 
rre ara 
„Гр 

ТЯ 

жэн ERR 
ajoi] 


p 
“ni o fo e vos en que pde ser dio vor 
pet a e 
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тї. йе pad paa cda nt apa de te poa des 
tele iio po com, omo mota Sr da O 
aa pa visus s al são sep para um ilo 
“aceso raca dp 

a Encontre mt de mio 77 a dado рин. 
(9) Seo prada es o) epi o pão de na o 
ателе qual apro demo que past em 


(0) O questo ia sb comprame do ret ode P 
pov 


6) Oque pd er io be o vetor de aos de uma 
тага cine qu pu mea? Pee ma aa 
= 

PS. Prove que e Р uma тшда elo cujas nadas so todas 

rabo de e spas ets eds de sã oa do 


TA Leda Sus dap сти pr de sons йай em São 
Palo se Ride cime rl Heine cars чо de 
vio adia eso lada de acri com bel duda De- 
Femina de cams arg rs 


gado da gta de 

sts Pain | Rn [po rion 
МИИ БНБ | omm [oos] oan 
perm sum [os ams 
de eloa 0157 [oos] сөм 
Tabela tia 


Seção 5.2 Modelos de Insumo-Produto de Leontief 

oa nan e Ve de co a No a TD rn reee 

peer referretur mc em а, 
ILN 

МОЕ PRODUTO. Um mea ec cia dd a em sda co ctra ct. 

NUMA ECONOMIA. Por exemplo uma copia spi por iam tr mesa cv 


у= picco, tm setot produt conto produtos mas requer amas don ошту lees © de meo 
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dart 


/ 


2 


Por exemplo, o seror арн pode produ rigo сото produto, паз терет insumo de máquinas agricnlas 
er mature, energia cca do seter de serviços elemento de vea prono wor par alimentar 


li | seus trabalhadores. Азып. podemos imaginar uma economia como uma rede та qua iem os insumos e 


os produtos entes stos; o estudo desses nos é denominado análise de nsumo-prduto Os insumos 
“os prados em деги ão medos em unidades monetárias que denctamos simplemente poco) 
então em centenas o mires сы miles esas mas também poi outra meditat 

Ok los ee os setores de uma economia real não são sempre óbvios Por cxempl, a Segunda 
Gera Mundial, os EUA tiveram uma demanda por 50000 novos aids, que exigiu а construção de 
шша novas fabricas дс alumínio. Iso produziu ua demanda inesperadamente grande por certos com. 
"ponentes бст à base de cobre, que por sua vez produziu uma escassez de cobre. O problema acao 
Sendo resolvido utilizando prata omo bs de eobre, sendo a prt tomada emprestada das reservas 
government depositadas em Fort Know. É bastante peor que urma ende de insumo produto mo 
ema tivesse antecipado a escasser de cobe. 

A maioria dos ste de uma economia produzirá produtos, mas podem existir setores que conso- 
mem prados em produzir nehum produto (por exemplo, o seror do consumidores), Exe serores qoe 
não prodezm produtos são denominados егу abertos. Economia sem stores aberto» são denomina: 
“ls economia fechadas e economias com um cu mas stores aero são denominadas economias aber. 
das (Figura 52.1). Мема seio, vamos nos ocupar com economias com m setar aero omo objetivo 
ini sr determinar оу ус de produção qu são pecssários рап o setor produtivo se sustentar a 
Nie e miser a demanda dover aberto 


Consideremos uma economia aberta simples eom um setor abeto е s setores podios: пати, 
apicultura е serviços. Suponhamos que insumos e produtos wjam medidos em unidades monetárias (5) e 
que os insumos requeridos pelos eos produtivos para produzir uma unidade monetária de valor de pro- 
“ut são de cord com a seguine tabe. 


po Produto 
p EP 

E sos sum | som 

Insumo | Agricultura зоду sos | soso 

Serviços som sum | sos 


E 


mo dos stores. Por exemplo, e, nos diz аре pam produzir uma unidad monctra de valor de produto, o 
Set anular requer non o valor de S030 d str палыше, no valor de 0.20 dover 
agrícola e no valor de SD 10 do sto de serviços. 

Comando com о exemplo acima, amo supor que o tetor aberto pen que a economia (oe 
bens manafatarados, produtos agricolas e serviço com o seguis valores em unidades monetárias: 

unidades monetárias de bens manufaturados 

A; unidades monetárias de podotx arcas 

Ad, unidades monetárias de serios 


О veto colma que tem esses nûmeros como componentes sucessivos € 


A Álgebra Linear na História denominado o vetor demanda eterna. Como os stores produtivos conso- 


"om agan de sus próprios produtos, o valor em unidades monetária де 
a RD PD. e procla precia cobrir was próprio necesidades mais demanda 


tra 
Bode Econ de 1973 por жш babala que шты ах tema Suponhamos que os valores ness para conseguir st sejam 


e ME PA бнт узай momeáis de bens mamuftrados. 
Universidade de Leningrado ao 15 anos de ide. Ico. md толеш de prats ps 
ойдо pelas eigo lectas de regime sto, unidades monetis de serviços 

Mabou na cada pr adas anticomunista e depots 


"рои na ade pot aids anemia a dei O ver coluna x que tem ens números como componente sucessivos € 
do pa or Eid da dem o vetar de pedaço da ca Ps na ira 
Жа em 1991 Ш ocupou uma ct na Univer de ts de consumo (1), a poção do vetor que verá comido 
Ната e depois na Universidade de Nova lares elo stores produtivos é 


Да anie de ins reduto da seguinte manera. ws] [ы] [ми] fos ол олура 
Quando e fas pão, precsamas demos asit — 7, [02] xs [os | + 4/93] = [02 05 03] [x = 


ot tatem estar ali para todas aids ot) [юз] [o4] Jos 03 ол, 
pros 
free] [ag] e 
— Ше in СШ. 


Wit Leoni 
Lir ee [кй | [Ema 


que é mais convenientemente escrita como 
ГЕСЕ 
A matriz 1- C é denominada a matriz de Leontief (2) é denominada a equação de Leontief. 


а 


EXEMPLO Y Considere economia descri na Tabela 521, Suporbaos que o setor aberto tenha uma demanda no va- 
анны. Lar de 900 de produtos manus, 53950 de pros gols e $1975 de serviços. 


(4). A economia cosegic atender essa demanda? 
(0) Se conseguir, encontre um vetar de produção x que tenda exatamente сна demanda. 


Solução A mariz de consumo, o vetor de produção е o vetor- demanda extera são 


as л 01 P тэ] 
c=[02 05 03), х= |5), a= [0| o 
ол оз ба. " 195, 


Риз atende essa demanda, o vetor x deve sadsfze a equação de Leontief (2), porto o problema se me- 
duz a resolver o sistema аса 


оз -м -oy 
оз os -03 
«rc ok D o 
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e for consistente) Deixamos а cargo do io verificar que a forma escalonada reduzida por linhas da 
mat aumentada deve sema é 


so os diz que (4) consistente e que a economia conse alender exatamente a demanda do setor aber. 
"o produzindo um valor total de $27.300 de produson manufaturados, 513780 de produtos agrcoas e 
S750 de serviço. . 


Ка Посао procede, consideramos шта economia aberta com ts setores produtivos; as mesmas 


ise aplicam a economias com n setores produtivos Nesse caso, a matriz de consumo, o vetor de po 
dução c vtr demanda сеты tèm a forma 


ШШЕ 


onde odas entradas são não nepaivase 
эо valor попео do produto do imo setor que é necessário puro simo setor produzir 


Se mai 1-6 leni, eto ена equação tem solução nica 
КЕС 5 


мез cada vetor-demanda dl Contudo, para x sr um veter de producto vid, ele deve ter entradas são. 
negativas, de modo que o problema de importância га Economia € determinar condições sob as quais a 
pacto de Leone tm шта solio com entradas o negativas 

No caso em que - C inventel, vidente d formato de (S) qu se (I — C) tem entradas não e- 
шө, não, para cada veror- demanda d. o vetor x correspondente em estradas nds epatis e, portan- 
do, um vetor de produção válido para a econoenia. Uma economia para a qua (em entradas nã 
negativas é dia produtiva. Tast economias são particularmente especias, pots cada demanda pode er 
“senda por algm nel de produção apropriado. 

Сола Clem ends io optas, segu do Terna 367 qo se a soma das estradas de colunas 
“de Celo todas menores doque Letão 7- Сё menle sua inversa tem entradas no negativas Asi, 
emos o segui resultado sobre conem ateriat 


[ES эниш и sanar ds ейи dad rade o de a e 
a ama med ue do na ir 


cuero A soma asentadas da sima colum de C representa o valor tal em unidades me. 
is que ecessário para simo setor produzir 51 е produto Assim, se soma das ead d ima 
usa 6 menos do que Leda a ia setor preci de menos doque 31 е nemo para produzir $1 de 
Produto; nesse as dizemos que dio setor тети. Азы, o Teorema 521 ama que se todos os 
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‘setores produtivos são rentável, ento economia é produtiva. Nos execícios, pedimos ao let mostrar 
“que uma economia € produtiva se todas as somas das entradas de ins de C so menores do que 1 Aim. 
"ama cconomia é aberta ке ои a soma das entradas de todas colas é menor do que 1, и a soma dera. 
as de todas linhas € menor doque | 


maes CONCEITUAL. Qual é o significado есовдайсо das sommas das entradas de ibas da matriz 
de consumo? 


EXEMPLO 2. A somadas entradas de colunas da matriz de consumo Cem (1) são menors do que 1, de modo que exis- 
Uai I C) 6 tm tada o egativa. Use ma ferramenta computacional para confirmar o e use es- 
Ts. sa vera para resolver a Equação) no Exemplo 1 
амой Deixamos a carpo do leitor mostrar que 

ASSES nea 101266 
а-су = | rats seno 215190 
139341 200392 29113, 
Essa тиги tem entradas não segeivase 
зз ыза 101266 27.306] 
аниса [raros 307060 219190 | [so = | 33:750] 
oma 202532 291130 [iors] [24750 
que é consistente com a solução do Exemplo 1 . 
Exercicios 5.2 


Dean de comer de неш, umna ue nad pate meet 
вка 0D std aa) ie a ss de ot 
без cada Déda ond de ee que Mf Au 
a 30.30 de seus pros segon $023 ds esos de Le, para 
ad 51.20 idade moneda eei que La Lt 010 
dee pio ago e 0.3 до sio de M. 

6) Сола эти шн de consumo рип из ceso. 

(9) Qua ушш, de ML der реда prs сна econo 
та рим necios de УМ de serviços necios e 
San de aos de 

2 Uma soon simples pes ameno (A e moi 0N. A pro- 
dead SI mia meme de int eu S es 
пел 0 de mr, a produção © 0 umidade mr 
“ade mori seque 503) de leen 500 de moi 
(a) Coma uma mati de no pars a comia 
Ф Quis alo da lt nda dn do poda jo 

ea ec ри диин de 1300100 de lime 
Stoa o denota? 

3, Comer ra coros bra dsc pela ubela dada ce 
eo em шише ee (S) cd рез 1 dedo 

tabela Exa 


Produto 


os Une reco por linhas pura contas um voo de prodo- 
oque ndo demanda coment 


Uma compania psd pj de Wo, deve sar e 


ш) Encore re de con para a mia. 
(0) Sepa que o миш aberta tna ита demand o valar de 
SID de maia $ NGADO de ente 5879010 dese 


АЕТ 
кее 04-10 
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Sabemos eo Txema 521 que е Се mama x cn | 
irs rptu som deseada d lamas ers dome 1. 
cdo тапа: wem enaar е зората, crio | 
Ano, destas a ago d lo proa que a mei rasto | 
чады, stem tada ndo guias ss somar ды етти. | 
Jade nas io menores d не 1 Uae eue renda ese | 
Satan er e | 


® кшмш pu, mos que grt comi arde mati 


peer 
as 04 07 оз ол 07 
ө с=|оз os 01] ус [оз оз оз 
б оз 04 ps оя 04 
[aso о 025 
ою ою oi 
1 ою о 


Moste que a ecoonia é pena. mbr aguas ds sos das 
da de code da roma ds ds de E jm do 
та do que o cdi o Tea 217 


os ett tadas бав Prove que ve de preci y, 


——————— 1-0) 


Usando Recursos Computacionais. 


CTL Sponka que mi de cm de ита xa ea sj 
'oz ous м oor 

lom оз opi oos 

ом om ом ooi 

от 003 00 032 


с- 


б) Em palavras, que ёо pido садой do io еше. 
cola YC) 7 Sat Obere o welor x X] 

В Prove quee Cura ua js edo o rg 
js a би car de es mor do que | iio]. C. 
Eme tem onradas мо seul Sue ЗИ Y pe- 
ua mato mer] 


Yi rover macs ahera om usa тиги de onu po 
ve pro [get Ver Teorema 3581 


(a) Cine que mia é rd nã mote 
‘do distamente que 1-С) tem enis poti. 

б) Usei maca o dedo pr as para notar o 
aee күнд po чч don 
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pidum $12; тилимиз S9 omni S17, senior 
Secas, 

(6) Sant po sr dora em ri ld pare 
quiri lar тав fdo? Elis loc 


abel e73 
wien | зол | so» | som | som | 502 
Mantra | sois | sois | suu | sao | 502 
Insumo "Comércio so | sum | зов | sus | soss 
Sere зол | sum | зот | sau | sum 
га sum | sem | зов | зом | saio 


Seção 5.3 Iteração de Gauss-Seidel e de Jacobi 
istemas Lineares Esparsos 


мыкы mes пита бәт stem Ines grandes pos qui a matie cofres tm ura эт pr 
Berto de eo. se сана, o зет e a rara de coeur so do аршин. Ember 1 бтн de 
ces © a синего LU puc e las sta pus, e ár em s deu Se e 
OS cama dor eretas tien contre de riri Meta seção, cremos dos в 
ed que шо emas tema nes om tes e cont ema 


MÉTODOS Se Ак = bum sistema linear de n equações an incógnitas com una matriz de coeficientes Aimee. 
ITERATIVOS (de modo que sistema tem ura única solução). Um método era para resolver um al sistemna é um 
algoritmo que gera ата sequência de vetores 
penen 
саш и dos quais é denominado uma erago, ou erada) qae converge solo ашаа no seguinte 
Sentido. tomando кайсктпе тете grande, entradas de, padem sr omade o próxima stas eta 
das de quanto quisermos. Бодома que a иад de Gauss Jordan e a decomponção LU podem eo 
шиг uma ctio eat se no osver ero de arredondamento, s modos iteuivos ão especicamen- 
te projetados par produzir um aproxima da solução аша. 
O proceimeno bisieo para projetar um método iterativo 6 encontrar matrizes В е с que permitam 
teesceer о sistema Ax bra forma 


ховс о 

Essa euago modificada agora é resolvida formando a relação оа fórmula de recorrência 
мави о 

e procedendo como segue: 

Paso Escola uma aproximação inca x, arbitrária. 

Passo, Suba, 0 lado direi de (2) e calcule a primeira trad 
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мевае 
Passo 3. Зайна no lado direito de (2) calle a segunda rada 
хевин 


uso. Comte repetido procedimento dos Paso 2 3 sitio cada nova rad nado 
et de О), produzindo, ass, uma tercera rd, ua quara era, c sim por dao 
Prod шлш» rada quantas forem mecesáis pum alcança а precisão desejada. 


Seaside heras rad ри C) men cn pr slo на ч depender 


tre Рё шепн рой кыз entradas diagonais são no: mula [Fórmula (2) da Seção 3] e portanto po. 
demos reescrever sistema Ax = b como 


СЕС 
Dx-(D- Ab 
xDD Ax D^ a 


A Equação О) € da forma (1) com B — D"HD — Ауее = D-'b, e a fórmula de ecoméncia comes. 


aun aere au m. a 
então as equações individuais em (3) não 


h-ann -ann = 


1 
aim ¿an casn - 


© 
1 
= oo EI 


Essas equações podem er obtidas resolvendo primer equação em (5) pera x, em temo das demais in- 
bg, segunda equação para z, em termos das demais incógnitas, e mim por dino. 

A erario de Jacobi pode ser programada para implementação em computadores usando a Fm 
a) ma par culos do, om inca de calculadoras ou compradores, podemos lir o se- 
gui procedimento: 


eração de Jacobi 


Passo L. Reescrea o sitema Ax = b na forma (6) e escolha valores iniciais rro para as ini 
ta. O vetor coluna, formado com esses valores é sprorímaco inicial. Se não houver so 

a melhor, podemos tomar, = O, ou sj, 
neo meo 
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Passo 2. Substitua as entradas да aproximação inicial no ad direito de (6) para produzir os novos va- 
Jores бет, к, n0 ado esquerdo. О vetor-coluna x, com essas movas entradas € a pri- 
meira trade 


Passo 3. Зазайша as entradas d mei rada no Lado dirt de (6) para produzir os novos valores de 
хул. «к, o ado esquerdo. О vene colina x, com esas movas cias € n segunda enda. 
Pass dba as enradas da segunda erada no lado direto de (6) para produ a terceira lirada 


= ф-ра  n=085- 0051 коз 
—ü*jn de o 134010 ода (0) 


de 21840 Ol 


mr 


que podemos escrever em formato matricial como 


a 


El 


Par obier a segunda cado, subsidio as estradas de x, o Lao dito de () obtendo 


E 


корсо coe processo até ober duas ieradas sucesivas einidido até а quarta casa decimal, 
obtemos os resultados da Tabela 5.1. Ino confere com solução eta s = 1, э; = —1, э) = 24 
uar cas decimal t 


E 


bolas 
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оман\чгїо Como uma rer pec, se quisermosnrecondar uma cada na ésma asa decimal, 
“deveriamos ишш pelo menon m + 1 саша decimi em todos ou йс» (quanto ms cua, melho. 
im, no exemplo acima. обон culo deveriam ser executados usando pelo menos cinco casas deci- 
mais mesmo sendo as heads arredondadas mé aqua casa decimal та bela. Calculadoras diferentes 
pode fornecer valores giramene dires dos valores da tabela, dependendo das començes de a 
Tedoxdumento que uiam. 


FTERAÇÃO ОЕ A tração de Jacobi é razodel para sistemas lineares pequenos mas a convergência tede a far muito 
GAUSSSEIDEL leva par sistemas grandes. Consideremos, agora, um procedimento que pod ser empregado para acele- 
“On mavon valo de em oada passo do mindo de cá lic pala senão ds valo 
anteriores de o lado direino de (б). Estes ovos valores de não ão todos callados simultaneamente: 
“primeiro x, é oo da equação do topo, depois x obtido da segunda equação, nl x, da terceira eur 
Sio asi por dam, Como os movos valores de x deverian ser mab precisos do qo seus podeceno- 
s paree razodel esperar qu uma nua precio seja obtida se os novos valores de x forem utilizados 
sim que se tornarem роті, Fazendo so, obtemos o algoritmo denominado iteração de Gauss- 
Зайн оп o método dos deslocamenios тиген. Aqui eos um expl: 


EXEMPLO 2 Use a iteração de Gauss-Seidel para aproximar а solução do sisterna linear do Esempio 1 atë aqua ca- 
ЕН 


se sa decimal 
Solução. Como ише tomamos aproximação Ше, =, = л, = O. Primeiro subimos x, - Dex, 
Oro lado direito да prime equação de (8) para obter o novo 5. depois кизи, = е о nono x, no 
lado шей» da segunda aco para obter o novo е, acne, sitios os oves 1, x, o lado de 
кав tre equação ara obier o оло x, Os cet são os tegit: 


AS — 005)0) + OSNO) = 045 


as 


== -1з + ODIOSO + 00) = 
A Álgebra Linear na História. m=18+0N089 — OCA 
Ladwig Philipp von Seite 1821:1896) o um co u ma- 


Assim a primeira iterada de Gauss-Seidel € 
m 

к= |- 

2065 


Analogamente, os cálculos para a segunda eda são 
a, = 085 — (105-1215) + (005/2065) = 1011075 
я = -13 + (0,1001105) + (04902006) = -0,9982425 
ж = 18 + Фу дит) — (0.)(-09982425) = 200093175 


Assim, segunda iterada de Gauss-Seidel com quatro casas decimais € 
зош 

x | -09982 
2009 


A Tabela 532 mostra as quao primeira iteradas de Gauss Sede com quatro casas decimais. Compa- 
rado as Tablas 33.1 е 33.2, vemos que o método de Gas Sei produ а solução com quatro сама 


decimais em quatro iterações, enquanto o metodo de Jacobi precisa de seis. . 
nbdasa2 
a Te Js Ju 
E| o | оя» | tom | 10000 | 19000 


° 
o | uno | -09s | -0999 | -1900 


EE 
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CONSERVAÇÃO Para programar iteração де Gauss-Seidel! para implementação em computador, é de 
severum fórmula де recorrência comparável com (4). Uma tal fórmula pode ser brida esere- 
vendo A como 

A-D-L-U 
onde D. Le - U sã as matrizes барова, angu inferior e wiangular superior sugeridas na Figura 
S31, (As matrizes Le Un ão a da decomposição LU de А.) Pode ser mostrado que se D~ L ê inver- 
"fel ento uma Fala de reconência para ração de Gauss-Seidel pode ser expressa em termos des- 
Ga masies como 

nr am 


Omitimos aprova 


weee] [20000 9) о 
+++. [00000 ol |o o 
f cel-[00.00|- о-о o 
ee sea) jooo. ol oj |o o 
+...) [90004 ol lo o 
А” “жж RS - 

-+ denota o negativo d entrada e da A 

ransas 


CONVERGÉNCIA Existem дезен que as iterações produzidas pelos métodos de Jacobi e Gau Seidel deitam de con- 
venir para а olção do sistema. Nosso próximo objetivo é discutir condições ob as quais é garantida a 
convergència. Para ewe fim, definimos uma mari quadrada 


aus 


como sendo estritamente disgonalmente dominante se o vir about de cada entrada diagonal € masor 
doque soma dos valores absolutos des demais тай na mesma nha оа seja se 


lon» lan] + lasl ++ Мы 


әш >ш! + еы +++ юм! Ea 


mI 


EXEMPLOS Amu 


pur NE 
perd 41-6 
ES ERA 


ão é estritamente diagonalment dominante porque а condição exigida falha na segunda também 
ma terceira linha. Na segunda nha |11 no é maior do que | + 1-61 e na terceira linha, |- 4| nio é 
malo do que 15) 2) Contudo, trocando a segunda com a terceira linha, а matriz resultante 


ДЕЕ, 
Far 
ie 


¿estamento ingonlmente dominante pois 
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mae 
[E . 
ES en 
Matrizes estritmentedisgonameste dominantes lo importante por causa do teorema seguinte, 
cu prova pode sr encontrada em livros que tratam de métodos numérico da Álgebra Linear (ver, wm- 
Bm, © Exercicio P2) 


«para qualquer escolha da aproxima inicial, as ieradas dos métodos de Jacobi e de Gan e 


Teorema 52 SeAenriamenie diagonalmente dominante, ro Ax = b tem ита única solução 
| del comerem pana aquela solução. 


EXEMPLO 4 Os cálculos nos Exemplos 1 e 2 sugtem fortemente que ambas ¡eds de Jacobi e de Gauss-Seidel con- 
enn. paeem para a ндо ли do sama Q) Tem 531 prov е sso men ocne, ана. 
“cd piz de coeficientes do sistema € csrtament diagonalment dominante (eife) 


ACELERANDO A Хаз aplicações, ão nos peocopumos apenas com convergência de métodos estro, mas também com 

CONVERGENCIA a velocidade da convergência. Pode-se mostar que no caso em que 8 estritamente disgonalment domi- 
mant, а taxa de convergência é determinada par quanto o ado esquerdo de (11) domina o lado direito: 
quanto mais dominantes os lados esquerdos mais rápida a convergència. Assim, mesmo quando almas 
desigualdades de (11), os dois lados das desigualdades podem estar ão próximos que a convergência das 
“das de Jacobi e de Gans- Seidel to enta que torna о algoritmo impraic vel. Риз aa dese pro- 
Nena, os analistas numéricos criaram vários metodos para melhora ata de convergència. Um dos mats 
importantes desses métodos  conbecão como era de Ga Seide etapa оз como o método 
de sobre elxaces sucesivas (abreviado pelas ics em ру SOR) Os leres чена nesse 
tópico podem coma seguine refencia básica d assunte: С.Н. боі and C.F. Van Loan, Mair 
Computations, Johns Hopkins University Press, timore, 1996 


Exercicios 5.3 


Nos Eno «2. onim lodo sit ndo ação 
de ua e de Gm Sed, comando em x = 1, = 0,e ado 
dr eat Compare ld coma sais cut 
ҮТЕ 
-- 


2d-a-c 
porem 


Nos Eni 34, ринде seção do tm ndo ação 
de Jue e de Gast Se, coçando em 0 1,2 0,82, € 
do ações. Comp ss dec à ação а 


Aint n+ ае з 
atin- n= É 
+ ol 

tmn- st n= 2 
2 +10- 
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Trabalhando com Provas 


Def ктүн nf doma A de aah т л cmo o 
ao das emas а or анда ds nc de E o мд 


(0) һө qu ABI, <A 
т.) Soja nn cris a ia did 
gerissen pars М + y, de v om ve quee 
Ma que 
xo HEC +.. My 
(0) бе a pato (junto com spere (4) do Enero PI pem a 
sme EO о Тин SAT Ма per qa a 
Ta. < Lembo, — (/ - M) yan =. 
A mada) айла ques A é uma тиг п metal com 
nda dagas las e An = bé um la deque. 


Th Orid ar 
p 
p 

(a) A ашта de cositas do ema nio eme digo 
Tales dis, de modo que Tema 53] lo po. 


e a comerpecia sem ds rss de Jacobi nem ds de 
en Sl. Cae a ples cino nadas de Gomt- 
ола pura rr a de comer. 

®) Redee sui pur мет ыт миски com una mai 
de cisne examen dormente dominante © см. 
ш de primeiras cine era de Gans бода pr daniar 
Тотон: 


та. оош ue energin que fai de um ponto de temperatur mor 
pars u oc pera menot Ee und ser co 
оша ича та temperatura rm poro de tempera аш а. 
tada cum ameno tempere rm poro depen mc 
oia que a meta т э pent os ara e 
ode crei pira: en, eo, que e lepra ça 
am mad анамла Consideremos o ria de pet 
e lapa de tado ein os pe ts de 


——— 
Siana orman, «Mi ey эме M= D (D. eye D (DE 
ai go jut carin pr o gula de) 
6) Mon que e cio барыы» demi а. 
tão IM = 1D (D — Ай. < 1. (Sugestão: sera ы. 
tadas aki iba de DD 4) emos] 


таз eta rem cl e ão йа) Moe que o méd 
e Tc e rod algo de Ae ur еше [Se 
peão Det ano de or таи Ad Lao s ect 
isis da emas dvds aci das es ds cbr. 


am bica meca retangular сј astas do mundos a em 

tis comu бады. O ms para otra Mi. 

aa estado etainái es s poe de a mia em 

gel open o Clio ass o os o problema de 
ores э epa de edo насили ru nire Fo 

deposto, poderan la apent Abr Lear Ai o 

pr 

de sado estuco os oro tror d lla Por xem 

Di lua pane da Ega dd cs мта lini spia 

reum in en CO CRONO Crime 

Temperaa de sado scan адейи, 

ee por iere dema No teen оао. 

тда diet da emana, que ia qu mp. 

aa de esada cascos an posto nerd malos é a 

madame, seid do quiro pets de кыба ac a 

im, par cx, torta de nado ccoo e ão 

орти 

(6) Ent e nore ações de ma ia pra em 
pecus de ado ear o eo 

(0) Messe as ute da parie (a) no orto matricial = 
Birecedeéo ver cols os чоп de edo esti 
Tuna conato, 

(6) Osmar cação + e oe da Egg (1, de 
mad que a sio (2) ge que сна ação pode e 
oba pu rg cm lação de caca, = + 
emo na ração de Jc Us eme tdo pu etim 
tempera de cdo ишш. compo com + 

= upando O fate [Comentário ne 
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eru ada desconocidos, de тодо que a mari ve duas ends soca seja menar qe AI em v 
стт pro 

(a) Amine perire de estado cone ndo tan- 
pr 


Tempere с. РЕЛ 


EXEMPLO Y 


Seção 5.4 Método das Potências; Aplicação a 
Programas de Busca na Internet 


Definição 54. Se os utolores dier de uma таш А são À As... A е е Al € maior do 
que... al, ento À, € denominado um аше dominante де À Qualquer moveor associa- 
oa um arado dominante € denominado um amero dominante de A. 


Algunas mais dem autovaloren doeninantes e algumas não tm. Por exemplo, se os utovlore distin- 
dos de uma mui são 


Ac huh hel дез 


sto À = = € dominante, pois 3 = 4 E maior do que os valores absolutos de todos os outros ata: 
esmas se os atovaloes distintos de uma mt so 


Ac, he, bed, Aos 


então Pk), de modo que nã existe some de valor absoluto maior do que o valor abroluto de 
ador os demais моон. М 
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Teorema 54. Seju A uma matriz siménican com vuelo dominante positivo". Sex, €um 
ver unio de К que não € ortogonal ao st espaço associado a A, entio a еңйёлс de potèncias 
normalizada 


E E am, r 
1 — o 
Tawi’ = блы [x 
converge a um ator dominante unido ea адка 
pr o 


converge so шоу domine X- 


xx ч 


oca»; | Асеев, Os teoremas mas importantes sobre a comergncia de зедёас de poténcias são aplicáveis a ma- 
E ишга п> m qoe têm n ате camen independentes. Mostraemos mais айе neste texto que 
am eéra lê са propriedade como mates as acções mans importas eme mat. 
E Hes simáicas, nesta seção imitaemos рома discussão a ess caso 
Onsemvação Nos exercicios, pedimos ao leitor mostra que (1) pode ser expresso como 
m "S 0 
T ont uap ее рыр T pep o 
Essa forma da seqci de potëncias express cada rada em eos do vetor inicial x, em vez de ut- 
Mode Tre termos de seu predecessor. 
И Nio vamos provar o Teorema $4.2, mas podemos осмо geometricameme plasvel no caso 2x2 
e Ao de A umma mal sii соп autovalores positivos ditos À un dos quais € dominante. Pa- 
M a vermos mais espectficos, suponha que A, seja domnane e que 


12420 
Como estamos supondo que A seja айса tenha nuovo dit, o Teorema 44.11 non diz que 
ES vs espaços ssclados A, c A, ão eas perpendiculares pela rigen Asin, a Bipótese que x, um 


Ni unitário queno perpendicular ao auto spa associado a A implica que x, no est no avo spo 
go associado ak, Pan ajudar a entender o et poomática de multiplicar, por А, convém decompor 


Manga ao por, na 
туз, m в 
onde v, e w, ма projeções ortogonal de x, nos topos de e поре (gua 


ЗАЛА) lo nos per escrever Ax, como 
parv © 
ш nos die que a multiplicação de x, por A em o fit de uma mudança de eseala de do v,e w, 5o- 
bre, e em (4), respectivamente. Contudo, Ay € maior do que A с, portanto, а mudança é malor a. 
su dicho dê y do que ta dew, Ass, a multiplicação de x por A pour" x em direção somo espa: 
Figura gude A, е a normalização produz um vetor, = Ax que está о circulo unitário ees mai pr- 
Timo do ao espaço de Ay d que do dex (Figura 415) Analogamente, multiplicando» pr с 
ond, Um ver do qu sg mi poo гало paço e, oe do de 
x, Assim. parece razoável que multiplicando repetidamente por А e normalizado obtemos uma se 
“ncia de vetores x, que esto no cta uitio е que convergem а um velo unir х que esi o 
dt epago de A, (Figura 44.1). Alm disso, e , converge а x, ento também parece razodvel que 
pec 


ах ёо atoalr dominante de A. 


O MÉTODO DAS. O Teorema SA 2 fornece um algoritmo para aproximar o autovalor dominante um ауса unitário as- 
POTÊNCIAS COM. solado de uma matriz simétrica А, desde que o autovalor dominante sea positivo: Ease algoritmo, que de- 
"MUDANCADE  nomimamos método das potências com mudança de escala euclidiana, € o "eguinie: 


ысы с зш 
eg anne doa pato pa Cade liado Bon) Mes pr bro me 
go ee es ed aa ps de dp e in 
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O MÉTODO DAS POTÊNCIAS COM MUDANÇA DE ESCALA EUCLIDIANA 


камаа Pr etg MEME 
ud ani т 
us В 


“ШШ ө 
Assim, tomando t = 1/24 = —1/ 2 obtemos dois autovetores unitários dominantes: 

л 
MINNS 
fem ш Bs] e o hos] 
IN En 
[loma] [эе] * is = ams [sora [om] 
de= o] sto] n = asia Do] [лн] 
aa =P MÀ ams 
EE ea 

ne (a HH ao 


aa e ust isa] A] xa 


2 agem = (a at as [I2] ss 
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Aim, aroma o uovaor dominante com cnc сама decima de precisão (os dis digitos cinco 
do acidentais) ex, proxima о atoveir dominante 


2], [oso 10681187. 
„Вон 


corretamente шё a terceira casa decimal Й 


O MÉTODO DAS Em seguida vamos considerar uma variação do método das potências em que cada era em ve de nor 

POTÊNCIAS. alzada na norma eaclidiana, 6 "normalizada" та norma do máximo, tornando a rior entrada do vetor 

“COM MUDANÇA ОЕ iguala 1. Para descrever esse método, uslizarernos а notação mano) para denotar о máximo dos valores 
ESCALA DE ENTRADA. Моб da enrads dex. Por exemplo, se 
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O MÉTODO DAS POTÊNCIAS COM MUDANÇA DE ESCALA DE ENTRADA MÁXIMA. 
Passo 1. Escolha um vetor nio niox, qualquer 
Paso, Cale A e тре plo ar l/min (x) pa e pa eos, de um 
o quociente de Raylelgh de x, para obter a primeira rosado 
Taie da 
Pao. Calc Awe mpi pl a/a) pa ca eco 
e sura Cio quina de Rg dep dra gura simio 
do aero dominan 
Pao Calle A є liie plo a Ax) pa hr a aii x, deum 
voor domina. Calcule o изет de Rayleigh е x, para be tc proximo 
сак" 
Continuando assim, em geral btemos шта ерда де aronimagtes cada vez melbores do autovalor 
oername cde um autores asociado. 
Onsemação Uma diferença entre os métodos das orcas com mudança de escala euclidiana e de en- 
deum 


NIME 


tt poe em x, e compare a aproximação resultante com os valores exatos e com as aproximações obtidas no 
Esemplo 2. 


^E JEI-GI ЕА ls 
E * at [джо] [os] 
sul; = 


sE so 


a = дау" ams [zo] рав) 
se mms age [ши] [oe] 


ao "xn уюш] " [oom] 


мм „ый „эзюю 


= 


x» "iem 
БЕДЕН МОРА ЕРЕКЕ ЕУ 
атан domo 


-E 
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EXEMPLO 4 


ereta tomando —] . 


Se Cum mai інс cujos tror distinto podem cr ordenados del modo que 
РТР") 


em а taxa de convergència dos quocietes de Rayleigh o atvalor dominante A, depende da подо 
Ja. ош sejas a convergência é lema se ема raro sá репо de 1 e rápida se a гадо é grande: qoan- 
to maior arado, тад гара a comergéncia Por exemplo, se А d uma mata 2x2 mé, então quan. 
to maior or razo maior a disparidade ene o efeito da mudan de sala dear , e da 
de vurio a Figura ЗА €, portanto, maior é o fio que а multiplicação por А temem puxar sea. 
das em direção do suto-esago de A, De fato, а convergência rápida no Exemplo 3 € devida 3 razão 
ТАЛАШ = 5/1 = 5, que é uma razio bem grande Nos casos em que a rado e peo de 1, a comer. 
ia do mod da porcis pode er to rta que devem er ado us mto 


Se o valar еш do astovalor dera sum método das pocas produz aproximado A na i 
"algo eo dizemos que 
"m 


an 


——— NRE 

Ep rege 

e 
RA 


em reativa de 2° 


NE 


a» 


onde 122) A quiae do ado squrd de (13) denominada ато relativo mado de e ча oma 
pesca oo percentual estimado de 


рил cotas ea o Emo, encore o enc valor de É pra o qual спо percentual estimado em A 
menor еол. 


|> 0012s = 01239 


|> nomas = oss 


Anim 1 = 4.99999 £a primeira aproximação com епо percent estimado menor doque 0.1%, m 
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Onsemvação Um critério de parda é uma regra para decidir quando parar um processo пеп, Nos 
secos, scuizemos crio de parada para о método das potências que são baseados no mtr 
dominante em vez do лох dominan 


UMA APLICAÇÃO О méndo das potências foi sado recentemente parn desenvolver um nevo po de primo para esc 

DO MÉTODO DAS в serviços de Бака a Internet: Ese alguno, denominado algorimo PageRank implementado pe 

POTÊNCIAS À lo programa de busca Google,” desenvolvido por Larry Page e Sergey Brin, bos pá graduandos da 

PROGRAMAS ОС Unvenidade de Santo sos EUA, Enquanto s oca dos serviços de busca verifica Шо coto 

BUSCA NA INTERNET. di páginas para determinar uma lta de sis lovato loro PageRank determina quo pis 

do een por outras gis па uma pen de efa a 

adere ester ds referencias. cmo ла toi do 

Álgebra Linear na História minante de uma matriz associada para criar uma lista ordenada dos 
des qae aparentemente о o mas eevates para ыа, 

а “gr sa би мага nte o pera d buc 

PG 559 он 

[1 + Quando um инш pede para o Google procura ата palavra ou 

frase, o primeiro passo do Google zar um serio de beca. 
peão, cado em procura de et, para eras шта ce 
чо S, de из relevantes, em peral algo em ота de algumas 
poucas cena, 

+ Como palavras costumam ter múltiplos sentidos, picanent o 
conjunto S, coném apum ites талата с, como palavras 
podem te чада provmeiment conjunto S ori saes 
importantes que usam terminologia diferente para s palavras 
procuradas. Reconhecendo o, One prcua se que e 
reee quede S, ciim expande S aom coto S maiar 
que Inca евна or. premia nbpce рео conju 5, 
que desoniamos conjunto de иса, coner o is aim 
pais que o meiacioondos As palavras соида. 

+ Como a busca pode cunter lares de stes, арйвари ше do 
programa de sc £ ordenar enes sr de acord com aee 
алса provável quia a palavras procuradas, É ea parie da 
ado Google que ram em cena o metodo da pois € 0 
pomo Pageant 

rtc cnn air ens der mada 
aro re a ж: ia a 
Ea der lototo mc de S como amar A [a] de tamanho x maqual a, = 1 
Tie Megane seo sio eu ume ee imo st (que Ee e 
ferido) ea, = 0 se omo xe nio faz uma tal referência Sup 
amos que senbum sev refira a mesmo, de modo que o 
mento a diagonal de A sã eros 


EXEMPLOS Aqui ermos uma matt de сва pica para um conjunto de boca S de quatro sites ds temet 
Stereo 


: 
o 
i — 
i 


Aim, site faz referència эв ites 3 e 4, о йе 2 fue referência ao e assim por diame- E 


Opa da к quide a 
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EXEMPLO 6 
pel 


Um st род: desempenhar um de dois papás scs no processo de busca: pode ser um ceno oque 
spc quelo fe eferóncia ae ut киз. os pd е ua doida que fica que é 
ferido or mato rs ste, Um dado site picante pode e propriedade tanto de сого quarto de au 
"ortae por fre referia e por ser ferio 

E geral se É uma matriz де adlactacia de п sires da Пиете, então as somas das entradas 
de colunas medem o specto sutocidade бо siter ea somas das entradas де linhas medem o aspec- 
to centro dos str. Por exemplo, as somas das entradas de colunas de (14) so 3, 1. 22,0 que sig- 
ea que о site 1 € referido por tt outros sites, o site 2 referido por um ostro site, asi por 
diame. Analogamente, as somas das entradas де linhas де (14) do 2, 1, 2 е 3, de modo que o site 1 
faz referència a дой otros sises, o site 2 uz referência а um омхо site, e assim por diante- 

Em visa disso, se À é uma matriz de adjacência, dizemos que o vetor , das somas das entra- 
аш de has de A ё о vetor.cenro inicial e A e o vetor a, das oras das entradas de colunas de A € 
o veto-autaridade inicial de A. Alterativamene, podemos pensarem а, como о vetor das somas 
das entradas e linhas de A” o que acaba sendo mais conveniente para o cálculos. Аа entradas do ve. 
toe centro rio denominadas ox peso de centro е кс do vetor autoridade, os peros de autoridade 


Encontre o vetor centro e o vetor-autoridade iniciais da паша de adjacincia А do Exemplo 5. 


Solução. As somas das entradas de linhas de A fornecem o vetor-centro inicial 
T] ser 

1) sea 

2| sus 

3] ses 


e a» 


sas somas das entradas де linhas de A” (que ão as somas das entradas de colunas de А) fomecem o 
veto centro inicial 


ER 
Pl w 
dz : 


А contagem de referências no Exemplo 6 supere que o ie 4 £o principal cetro e que o se 1 
€n maior autoridade. Conrado, о nimem de referências ndo conta toda a história; por exempl, é 
solve que se o site 1 or considerado a maior autoridade, nido о centros que fazem referti 

Se site deveriam ter maior peo e, е о site 4 for considerado o principal centro, ендо os sites aos 
"sls esse cento faz refsênia deveriam ter mador pes. Asso, o proceso de busca precisa ser 
vada em сома а interação que existe entre centros e autoridades Em vista disso, uma vez que o Goo. 
le calculou o vetor autoridad inicial а, cle ешдо usa informação ness veo para cir um novo 
etor centro h, um novo veto-utoidde a, usando sa fórmula 


un 


Ол numerados nessas fórmulas fazem as ponderações e as normalizações servem para controlar о 
tamanho das entradas. Para entender como os numerador еге шит as ponderações, encare o produ- 
to Aa, como uma combinação linear dos vetrescoluna de A com coeficiente de а, Por exempl, 
com mati de ajactncia do Exemplo 5e о vetor autoridade calculado no Exemplo 6 temos 


pem 
1234 
voli v pp pp pese 
1000 ol, „ој, alol (зз 
e rig ойт +++ sus 
1110 Job lol de 
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Asi vemos qe as etnias cada ше referido são ponderadas pelos valores de ode ema, Pira con- 

тог шталһо фи o, Google normaliza Aa, para produzir vtec aliado 
*] [oss] sor 
|з. [032550] шз 
= vãs |s |™ | osme | sws 
6) Losso] sws 


Sie Retido 
1234 
оаа т fosas 1 Y T] [1300667 ser 
A 9 9 1| [032380] „о Loss |? | casos 1) [овоо зае 
ama)? o o 1| Lossio | = 043138 00 022250 [o | tons [o | «aen | i| | DO | ы 
лот o) lose. |. o |. 0] [oso] sws 


3o e " 


ES peo 


Тер. 


Conto, ada uma dessas sequcis é uma одеа de perâcias disfarçada. Por exemplo sub 
doa expreso deb ma expreso de а, obtermos 


» e» 
Avalon segle (1) pde sr espesor 
ac MA 
[ru id 


OnSERNAÇÃO As mass AA АТА o наас, e nos exercicios pedimos ao lo mostrar que elas 
Jem salons dominantes posos (erc РТ) Aim Teorema 54:2 garante que (D) e (21) on. 
Verge para ишле» dominantes de A A e AM ,tespecivamene As enti denes santos são 
rper де autoridade е de cen que о Google ua para order os nies de busca em ordem de impor. 
аы como autoridades e coto 
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EXEMPLO — Suponha que o programa de busca Google obtenha 10 sies da Internet em seu conjunto de busca qe a 
Va Bad пш deajoctnca para esses sites seja 


Pinto 
ШШЕН DE E suma 


v po 
BE 
T 
i| osse 
A |5]. | nion 
= us [э | ™ | олово» 
i| [ossos 
af [oaos 
of | o 
2] Lozan. 
ES 
0000000000] o ° 1 
o211200201|[o270| [520500 
orrrrooroi||ane| |10516 
0111100101][01308) isse 
came [021150020 1| fogos | | sms 
Alo 0000310060) | 040805 |= xr 
0000011000) nsus 
o211200301|[0085| seu 
0000000000]| о o 
011110010 2)[ozm7) [zm 
Assim, 
o 
nanosa, 
p 
02546 
acc Nas p 
“= jowl 0,16650. 
006676 
naso 
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г: aa ENT 
MI eoe] " Гаи “7 joe Tom] Татти 


te, se, site, sie 10 e sos Зе (emp) . 


“VARIAÇÕES DO Embora os Teoremas S42 e 543 tenham sido enunciadas para matizes solas, eles tamém so v- 
ГОА idos para algumas matrizes que nã so sméticas Por exemplo, mostraremos mais adiante ене testo 
que ambos teoremas мо lidos para qualquer matriz A е tamanho n xn que Tenha auo vetores Les 

menne independente с um utovaor dominante, bem como para qualquer matriz соска. 

Na realidade, o Teorema $ 1-3 €, esencialmente, uma amando sobre convergência de кдм 
“epoca, Mais precisamente, pode ser provado que qualquer matriz estoísica em um autovalor do- 
mia A = e que cada marriz estática ela tm um nico over domipate que tbém um 
“vetor probabilidade. Aim, a parte (9) do Teorema 3.1.3 рап cadeias de Markov implemento uma. 
amago do seguinte Lt a seca de peênias 

ap Pre Pe P 
converge no ater (de probabilidade) q amodo ao autovalr 

“Nos exercícios, delinearemos о método das potincas imerso, шта técnica que pode ser usada pa- 
a aproximar o atovaor де menor valor absoluto; е а mto das potências inverso e ansldado, era 
"enia que pode se sad para aproximar autores intermedios. А ze, o modo ds porcas 
método леп e o ramiadado ão utilizado ns aplicações com matrizes esparsas cem problems sim: 
pls, mas os métodos mas utilizados são baseados um resultado denominado algorimo QR. Uma des- 
cão dese algoritmo pode ser encontrada em muto vos де айне numérica. 


eis sa 
A] ed 


EA S] so [d 


Iran am 
«E ES e 
e p 


CEM 
Pe e io ө 
panel pe e Da е ыссык 
a e ur Dim ume mada re 
ga mac | | dep e add de 
Секо comas aproximações fornecidas pelos quiciestes de Rayleigh 
DEE 
E emer 
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siendo kl 


vela) e D en D 


v Lan] [arm tei] n [o] em [3] 
lle) af indi]. ү m 
s Lans] Land Lal “te [o n nn 


A piece] 


ondes é um ver ийййое а 20, Morte qe, bo ama 


aimo cid po 
ШЕ уг Tee 542 ão сикер. Lora que E sen 
dai ul ee dao date e 


DB. Seja A una mai méxico лоны бийим, =, = 
A O eo ir cmo 
di ida 


т. Prove que e A Guma ma nn la nto NAGAAT im (ide таа) Sj A uma mai 
dr a paira indc da ici x 


үз 
т. (india mata Sejam Amia mor АМ щы Ай, 
vida en den a ci me maras” "7 аА) 


DIOE Dre 
rr q efa pm nua ec eco 


т Seg que ed hacete 1d ае 
prn 
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тшш 


Ve oleo Pagan pr ordenar es нег em orem 
dest e nene pro pr e ca Coop 


Et ama aa de urar o modo ds pos рил oro ө 
atoa de A que emo menar ие ico quando A E ита mai | 
merda e vd e pode мт rd ego 
e los bolos como 
A] 

méd o at (desa o Ene P3 da беде | 
ee ih, A, Айе astrales de A cão 1 1 | 
T ы өс uber de, os os de A? asia 
Mo mera qu sastre e A wot a A des 
ends cima cam А team tolo dominant dido 
RE ert) qu Jn om atve cad, poder 
April pro medo ds pec aplicado a” Una ve a 
з ralar дилде. кырка ena reinar po 
ação o atra d À que tem o eor тик dolo e x dum 


Une o mods pacas em Bis TS TO 


TS. No Esemplo da ego vimos ques aros de 


do e 1 eh = So Esempl 2 desta sg mas o méd das 
pesas com marga de сив ad pera prvi oie 
lr um toto эзсе Uno mé das pis 
mes сиз mana de sda cul раз pen > to. 
lr um vt lado. Comece тото var, vado 
o биш 2 pu end oem lo cido > ob 
for mer doque дю. 


тє ше dido dax peca im сөп mudança de ex e 
oz 
A= fo 2 0 
203 


de mese yalar lt spam um acto acao Es 
Han ppt verde pd € pare quedo emo elos 
mona promo d vao for menor do quel 


pr с” 
[ES ы ре 
[rd À ud ev e e 
m fee e ae sl 
E do pp rd Do 
БЕН 
КОСЕ niia i 
[EA id o 
| dos a À 1 são ов mormor que os autovetores de А menciados a A- 
[EE 
| quer ostro asta de А, segue que 1/0, 276 ша mtovalr do. 
[Epa SE penetret 
| pd da pl do dar pd rm 
ДОДА Ss e ço чы де 
IET TT 
de do da pain ire dad 


Tee modo so buic 


Lo 
LACE 
олив aosa -amor 
asns -amor 067 
em ип шич реда е, eo mándo da pts eno 
recado сив! pu podar Де зт клик uc. 


Escola ro ve parda ue qdo o ero rav 
do fr mear doque DO 


CAPÍTULO 


eremi 
Fo ac bara 
NAILS 


UMA REVISÃO 
DE FUNÇÕES 


Transformações Lineares 


Seção 6.1 Matrizes como Transformações 


O eso rato com mr at ал,» ora estes Ine Nota ço comemos se muto 
de cm ponto de ни Eds mij ver cmo à lã marc мш rl are 


Comecemos com ma breve evito de algumas ins sobe funções. Em prieto ap recorde que se uma 
variety depende de ma илме de ta modo que cada valor omitido da sie! sein саев 
eum valor de y, ndo dizemos que y uma função de x. Por емис, se x é qualquer número re toa 
эш y = dere y como uma fango de z pots cada mero el tm um dns quadrado Y. 

O matemáticos começarars a denotar funções por eras em meados do século ХУШ e, aim or 
sam pone far sobre funções sm detemica malas especias Para entender essa id, vamos 
Pensar шш função corio um programa de computado que toma ua entrada (0 spa) x, opera sobre 
sa entrada de alguma таза, e prodas exatamente uma гай ( ut) y. О pagara d um objeto 
боп definido e, porto, podemos du be um noe, digamos, ss (o programa) pode er visio co” 
mo opened para atoa ama бина sabda уп cada cd (11 


кен? ea | аы, 


Figura 613 


En gen) as entradas sado de uma função podem sr quer ips de objetos, mas neste texto 
quise sempre são numeros. serores menso, о que importa € que espesos um onto de em 
adas permitidas e que a бика asocio tamento uma salda a сй: entrada permitida А definição mals 
precisa de função é a segle 


Definição 6, Dudo um como D de ктай, peril, dizemos que uma função una regra 
qe soc uma dica ada a сий entrada e D; о cono D è dunas dimi de f Dejando 
“trad por x, escrevemos fi) (que ve ee de ns) para ada comespondeme А sad ambo é de 
reinado о valor de fem x cu imagem dex por e ros que plc leva em É costume 


Uma função cujas entradas slds so vetores 6 dia uma raro é usul denotar an 
formações por levas maiúsculas como Р, Гоо. бе Té uma transformação que len o vetor x o vetor м, 
então sel w = Па) tambem pode se esta como 


queselê"Thevaxemw, 
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EXEMPLO Y 
otr 
AS 


EXEMPLO 2 
vença 
pound 


EXEMPLOS 
im ti de 
pç Ma 


raça pomos em ише. 


T 


rap em ves 


[n 


Seja Ta transformação que leva um veors (s, x)em no vetur 2x Qu, 2x)em Es relação po- 
e ser eserita de våras maneiras: 


Tasa Тз) = Qua) 
ЕЕЕ 

Em particular, ex = (A, Jemio Т) = 22 (-2,6) que pode ser expresso por 
Ta(-1,3=(-2,6)00,equialentemene (-1,3) 1. (-2,6) . 


Soja Ta ransformasto que leva um vetor xem & о vetor em P cujos componenes so os quadrados dos 
componentes de x. Anim, e x (s, 1% 5) ento 


Тул. лу) = (dedi) on equsalememente, (1 1) Lo (rj xd . 


Considere a matsie 3x2 


E 
a-pos o 
B 4 
eseja Т, a transformação que leva um veo coluna x de manh 2X 1 em Rn veto colina Ax de tuma- 
10031 em R Essa relação pde ser expressa por. 


Tata) = Ax ou por x Lo Ax 
Escrevendo Ax em forma de componente cono. 


“РШ 


кы о корн 
(0) = |+ а 
o-Ez] 

кк MITT 

соо CU асы 


Se Те uma transformação cujo domínio é R" c сий imagem é uem subconjunto de R^, é costume es- 


Tune e 
(que se: "T aplica К em К”) quando queremos enulza os espaços envolvidos, Dependendo do ponto 
de шш geométrico, podemos pensar numa taufomação ГАУ =» como levande pontos em patos 
оа endo cono levando vetores ст vetores (Figura 61.2) Por exemplo, a datação do Exemplo 1 leva os 
Veors (ou ponts) de em vetores (ou pontos) de de mado que 

тезе o 
e atramfomação T, mo Exempla 3 leva os vetores (ou pons) de Ё em vetores (ou pontos) de R’, de mo- 
doque 
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gap © 


Lembr que о conjunto R ет () o domínio de T; mas que R” pode о ser a imagem d Т. О con- 
Juno, que denominamos o ent lamánia de Т, eve somente para descrever o espaço no qual exo os 
чаша cd imagem c pode ser efetivamente maior doque a imagem de Т (Figura 61) 

imm -Observe que a transformação Tem (S) leva Ё de volt, engano que a trasfomção T, em 
(©) leva К nom espaço difere Em geral, se T: e — R", dizemos que a transformação T € um apera- 

Horde K pars enfatizar que T leva К de volia em К. 


Fura 613 


TRANSFORMAÇÕES. 0 semi um cuo ec de mas pde rações, que slo den rr 
mações matriciais. Mis specicament, ve А é uma пазі т пп е sex € um veto colma em R', eno. 
“o produto Ax um vetor em de modo que miliplicando x por A сга uma transformação que eva ve 
tores е em veres de К”. Essa transformação denominada a muliplicação por A оч a transforma- 
do A с denotada por T, para enfatizar o papel de A. Amim, 


тек 


T6 Ao eicere 7% а 
ol 


marcado 
EXEMPLO 4 Se0éa mariz men nula, então 
Trento Ta) =04=0 
de modo que a първо por leva cada vetor de K no vetor alo де К^. Por isso, dizemos que T, éa 
ranaormação nula cero de em J- а 
EXEMPLOS Se amu identidade nxn, nto para cada vetor em temos 
[— Mm 
de modo que a maltplicação por leva cada vetor de Ё de volta em si mesmo. Por iso, dizemos que Té 
operador identidade de i. . 
М aqui, a maior pare do томо estudo de matrizes foi no contexto de resolver um sistema linear 
pes о 


Арма vamo passara valorizar o spect de multiplicação mata Por exempl, x A em tamanho тп, 
nã a multiplicação por A define uma transformaşo matricial de К em R”, de modo que o probe de e- 
ми 7) pode er vio опека omo o problema de encor um veto ет cuja imagem pe- 
Ia rnsonmagio T, ёо vetor bde С, 


EXEMPLO 6 Sea Ta: R? Ra transformação muta do Exemplo. 
fm Tri 6) Encre se houver, um vetor xem coja imagem por T, € 


F 


(0) Encontre, se houver, um vetor x em Rë cuja imagem por T, é 


РШ E 


TRANSFORMAÇÕES 


а 


Segue que (D tem a solução única 


- 


portanto que 7,0) =b. Iso mossa que o vetor bestå na imagem de Т, 
Solução ө) O problema enunciado equivale a encontrar шта solução x do sistema linear 


Deixamos a cargo doler mosar qoe ma forma escalonada por inha ds uti aumentada dewe ss 
pen 


qoe pode ser encontrada por eliminação gaussiana: А ma linha revela que o sistema icons, 
grano alo exi um ver em F para o qui, =b bso тона que verb loei та ime 
T. 


ре жон com os dicionários o termo linear deriva do latim nar, que significa “relativo ou próprio de 
linha” O dicionários tamém dio m vertido secundário do termo: ерд o felt ou dando a responia 
diretamente proporcional a um estímulo ou forga”. Finalmente, ums equação Une é definida como "uma 
equação alia cuja quantidade ou quantidades variáveis estão mente na primeira potência”. Aim, 
emos rta categorias deu para a pala Lar: 

1, Аванс (descrevendo a foa de uma equação 

2. Cosmética (descrevendo a forma de obje) 


3. Operacional (descrevendo a maneira pela qual um sistema, função ou transformação responde 
шешш), 


No Capitulo 2. discutimos as interpretações algébrica е pomótica d linearidade Por exemplo. de- 
o uma oo near a vao co wma qui que pode ит нөт 


as equações lineares correspondem aretas em Ra planos em Rea biperplanos em Agora vamos pas- 
ar à estuda interes operacional da асада, 

Lembre que ита varidvel y € di diretamente proporcional a urna variável xs existe uma constan- 
te, denominada contate de proporconaidade tl que 


Um bom exemplo де uma e fisica que pode ser modelada por proporção dira é a Lei de Hooke da 
Física, Segue densa lei que um peso de x unidades suspenso por uma mola alonga a mola а pa do 
seu comprimento natural por uma quantidade y que é diretamente proporcional a x (Figura 6.14). ou 
seja, as varidvels ey sã relacionadas por uma equação da forma y = k, onde È é uma constante po- 
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sia. A constante depende da rigidez d mola: quanto mai rgida a mola, menor é o valor de (por 
quê, 
Poe comeniacia tomamos fa) = br e escrevemos a equação da proporcionalidad direta у =з no 
formato funciona y =) Бөз equação tem das propriedades importantes: 
1. Homogeneidade Modifcando a strada por um for mulilicaivo modifica а ada pelo mesmo 
fator, ou seja 


ses чо) » 
2. Aditiviðnde A soma de duas entradas provoca a soma das saídas correspondentes, ou ea 
fat) ms ta) mis ers = f) +S ao 


Essas das podem ser ilustradas com o sistema de mola e peso da Figura 6.14. Como quanti 
dey que a moia alonga a partir do seu comprimento natural é diretamente proporcional ao peso x, segue 
da homogeneidade que aumentando o peso na гыдо de aumenta a quantidade que а mola € alongada pe. 
Jo mesmo fato Ain, dobrando o peso, o comprimento que a mola 6 alongada aumenta nazi de 2: 
picando o peso, o comprimento que mola € alongada aumenta ma zo de 3; ass por dlame (i 
pra 6.56) Além diso, eque da adtividade que o comprimento que a mola é alongada por um peso 
combinado de x, + x, € gunl ao comprimento que а mol é alongada ра x, sozinho somado com o com- 
primento que a mola é alongada por, sozinho (Figara 6156), 


= ттт 
a c da 


Motsados pelas Fórmulas (9) (10) invoduzimos seguinte dei 


Definição 612 Uma função Т: А" — К" € йа uma informação linear de R” erm R” se dus 
propriedades seguintes alem para quaisquer vetores ve w de R e qualquer escalar С 
nmen IHamogeneidade] 
TENTAR лаим 
No caso especial em que m + n;a оттоо linear T € denominada um operador linear de R”. 


“As duas propriedades dessa definição podem ser usadas combinadas para mostrar que se v, е v; são veto- 
mide fée, ec, são qualquer escalares, então 


тот ton) = атт) taro) 


(Verifique) Mais geralmente, se vy v... va ão vetores ems Ё е eic 
onto 


тем жеш totem) TA TAO. an 


ох engenheiros fisicos dizem que so € o principio de superposição. 
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EXEMPLO. Leme que pelo Teorema 3.1.5 temos que se А é uma matriz 
тулен so vere luna em Ке e € umn scr qualquer ento Av) = 
O centima ga Rb Hooke (16351703) deco — civ) e ACY + W) = AV + Aw. Assim, алоо matricial Ta R" -> R" € 


um " 
ex endo sido a рута pesto a белі Таун) = AVEO = AY Ат = ТА) +ТА . 
ЕТЕ (Tu) 


dero veros um p EXEMPLO B No Exemplo, comideramos a transformação 
соро, ventou Junta de ola meque Ti 


cobras em Geologia e fio principal aqui. Esa mrnsformagto não linca pois viola ambas condições da Бейл 612 
ço o e Ed a они 

a vrs era resp sigurs om ue la. ea) А ondo de homogeneidade é violada porque | 

o “uno, юле e eo” que le pode ersesanido Те) = Tiens eo) = C, e, = E) = TO 

Son di ua nero arta cala eo. gue significa que Tcv) yé cT (Y) pen dum escalares e vens A condicio 

ora da aranondoa que ovo dona de ativado € violada poque 

оле ө por aaa lação da Pont de te, j 

e e nao Nemon deseo a iida grato do ette DC Grm 

rero qure. 


ane (lados) 


+ (= net oi e) 
uim, Tiv) TO) Tv) para alguns vetores em P E 


ALGUMAS О próximo teorema d algumas propriedades Básicas de anformagtes lineares. 
PROPRIEDADES DE 


Teorema 614. Se T: R+ R” uma ranformação linear no: 
(9) 10 =0 
(b n=- 
Ө To-v)--T)- T) 


Pros Para provar (в) ommo e = O na bla Tcv) s cv) e para pronar (8) tomarmos с = -1 nessa 
cal Pepe pot С), sto wt +) eT) Ten 
mo арале (b) do Lado dimito da equação rele. 


PROBLEMA CONCEITUAL No Exemplo & mostrarnos que operador que eleva os components dos ve 
tores em R a quadrado não É шем. Montre que еы tansformagto deixa de sesta plo menos ua 
das propriedades do Tere 613. Quis propriedades alum? 


EXEMPLO. Lehre que somando xy com x em o efeito de transladar o ponto enl de x por, (Heure L6) Assim o 
ЭШЛЕ comi = dE tem o efena de ua cada pomo em R рил, Most qoe T loé iar e 
x 

Solução. Poderiamos mourar que ou «homogeneidade ou  adiidade, ou ambas, allum. Contudo, 
podemos ver que T no € inea pois (0) = к, + 0 = xo 0, violando a pare (a) do Teorema 1.3. 
Таз conf, damos a cargo do inor fc que ams propriedades, homogeneidade e adiit 
ше, falham para esse operador. 


омануыддо Às vezes vamos precisar considerar transformações nas qui o dominio Y € um subes- 
Paga próprio de e vea do espaço R tado. Esatamente como na Definição 612, dizemos que uma 
frnsformação I V. a desse про é linear е sacas a homogeneidade е а aitvidade. O Teorema 
13 válido para as transformações linares, já que а prova permanece a mesma- 
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EXEMPLO 10 
prd 


Vimos no Etemplo7 que toda transfomação паш de A^ em R” é linear. Agora mostraremos que s 
"ransformagles maiis são as únicas transformações lineares de R” em К no seguinte senti: se 
TER + К^ € uma transformação Шем, eti exite ums nica mati А de tamanho mn tal que 
КЕЯ 
риз cada veto de R' (supondo, é claro, que x esteja em forma de coluna): азе € um resultado extrema- 
mente пропан, pois implica que tods пав отар lineares de К em К” podem er efetuadas por 
multiplicação matricial, mesmo quando não surgem ess maneira. 
Para provar eso resultado vamos supor que x estj set em forma de coluna e expresso como 
ama combinação ica dos vetores uiti canónicos, o, 


Assim, segue de (1) que 
TO) = Те) Te n) an 


Agora criamos a marriz A que tem Tie), Tie), .. T (es) como vetos enne sucesivos Pela Fée 
Ja (10) da Seção 3.1 segue que (12) pode er escriu como? 


тое) Te) o renf? |= ax 


xem 


Asin, estemos o seguinte resultado. 


| Teorema 6.1.4 Seja Те. А uma transformagdo linear e vamas supor gue os vetores estejam 


em forma de colunas See es. e, o ou vetores lis conico de € sex É мт vetor qual 
uer de eno Та) pode ser expreso com 

Lu a» 
onde 

ASUTE) Tie) + ТӨ 


Quando queremos enfia а relação entr Te sua matriz canica, демиш А poe [T] ou seja, 


Teire те) + Tel 
Com essa notação, a regio (13) dada por 
тө) = (т а 


OnsERMAÇÃO О Teorema 6,14 most que uma informo linear Т: R° R* é completamente de- 
terminada pelos eu valores nas verre uvas пида оз o segue sentido: ama ve conhecidas as 
imagens dos vetores unitis cantico, podemos contruir a mari canónica [7] е sá pa calcular 
“images de tdos o demais vetores por meo de (14). 


NoExenplo 1, comideramosadilaago T: Ӯ -» R definida por Tx) = 2x. Moste que cs operador é 
inoar encon wa marriz canônica. 


EXEMPLO 11 
“mação ncn 


adiuva pon 
туннин) езен ue T) Ti) 
Pelo Teorema 6.1.4, a типа canônica de T 


m 2 0? 


re) re-ie 2e]=[5 9 


Par conten, vemos que 


те E] roue : 


Muitas vezes especfcamos as transformações е R" em R" por fórmulas qoe relacionam os compo- 
entes de um vetor = (so 1) em К com os de sua imagem w = Т) к] 


des = аша + ++ anta 


Assim, segue que Tiv) = (et. wu) Em transformação near se, é somente se, as equações 
“que relacion o componentes e Xe dew ão equações eae. 


Monte que transformação Т: R R definida pea fórmula 
Tan) m (ita as 
é linear e encontre ss mariz canônica. 


Solução. Seja = би. я, у) um vetor em R'e seja = (un, и) sa imagem pel informação Т. 
Segue de (15) que 
manta en 


-a 
Como essas equações são lineares. a trssformagáo Т nar Para encontrar a matriz candica de T. cal- 
iamos imagens dos vetoret sirio салдо pela transformação Estas são 

Tie) = T0,0,0) = 1.0) 

тето л!) 

те) = т.б) = 0-0 
Escrevendo гез vetores em fona de colunas, мешз а matriz cata 


тете re» тыл 19] 


que confere com (15) exceto pla notação matricial. . 


natas CONCESFLA. Oque pode ser dito sobe а matriz canônica do operador identidade de КТЕ 
da ranstomação nia de # ет? 
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ROTAGÓES ЕМ Algun dos mai importantes operadores Шеше de Je de R? sio rotações, secs es regis. 
TORNO DA ORIGEM Меча seção, mostraremos como негиз matrizes canónica destes operadores em епа prima seção, 

usaremos essas тие para estudar esses operadores com mais detalhe. 

Fiemos um Ingulo e consideremos o operador T que gra cada vetor x de I? em torno да origem 
perum Angulo g” (gura 61 o) Esbogtndo aa Aguas apropriadas, no é АВА sala que Té linear. 
Porexemplo,a Figura 6 1 7В oma evidente que a rotação ТЄ homogenea, que resulta а mesma imagem 
“de um vetor а multiplicando п por a primeiro e depois girando ou girando u primer e dpois multipli- 
ando por a. Tem a Figura 61.7e tora evidente que T uma aplicação aditiva, pis resula a mesma 
imagem somando primeiro а com v e enti girando ou primeiro girando os vetores w e v e depois voman- 


de modo que a imagem de um vetar x = (x, ) por essa ração 6 


"eee Panie ш] De 


gua 62 Fei 


EXEMPLO 12 Encontre imagen de x (1I) pela rotação de 1/6 radianos (= X) em tomo d origem- 
нона ае оао Segue de (17) com 8=1/6que 


si ee 


REFLEXÕES EM RETAS Agora passamos a considerar o operador Т: R? - К que reflete cada vetor x noma reta pela origem que 

PELA ORIGEM faz um ngalo com o eixo x positivo (Pigura 6.1.9). Para provar а linearidade do operador de reflexio] 
podemos ar o mesmo tipo de argomento poomético que utilizamos para estabelecer a eade do 
operador de nação Asociados lera H coas à fes, ала denota matriz cantica da lleno. 
da Figara 6.1.9 por He Pela Pigura 61.10 vemos que essa mata é 


[m (2-3 


р озо 
эе тн кемш» a) am 


de modo que а imagem do vetor x = (y) por ewa reflexto € 


Figura 519 


ia pl a pa gl ei e gt 


Figura 6130. 


“As relenões mis Picus num is 


p 


a» 


Lia. 


m"— 
mum 
E 
Res 
Em terao 
тө, у) = (х.-у) мет 
2 Ea 
т, у) = (ау +0 
PO э stgo dot. pl pu ion qu mg 6 30) 
нор on 
Sant Saindo e Gm 9) 
ГЕКЕ 
sl ИШЕ 
aia ce CORRER coi a 
pre cd ca te a MEN 
AÑ da ——— € 
mre d 
MEE Eorum e nd seen ii 


remate 
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Areso antena stre 
ora Ti pa gem 


Figura 6a 


EXEMPLO 14 
Um one de ção 
э 


Tabela 612 


A matriz canónica de uma poes ortogonal sobre uma reta qualquer pela origem pode e obtida 
mando o Teorema б contado, into comider ama abondagem атти, ma чиш expresamos 
a projeção ortogonal em termos d una reflexo e então usamos à matriz canônica conhecida da reo. 
es ober mara da projeção- 

Considere uma ra pela origem que fr um agulo com o eixo x positivo e dexi а matriz can- 
‘nica da projeção ortogona! por Pe” Ё evidente pela Figura 6.1.12 que, para cada x em fF о vetor Pax esik 
miacionado ao vetor He pel equação 


— 


Resolvendo em Excite 
ПЕТТАТА 

“e modo que a parte (b) do Teorema 34 d implica 
менп E 


Deixamos а cargo do itor usar esa equação еа Fórmula (18) para mostar que 


NITET Hi E 


PT des) аон) [eie een | а 


demodo que a imagem do vetor x = (x, y) por sa projeção é 


[s 1l E 


A projeções ortogonais mais básicas em R s3 sobre ox exo cordendor, Na Tabela 612 é da- 
a alguma informação sobr as projeções. 


Encontre a projeção ortogonal do vetor x = (1, 1) sobre a reta pela origem que faz um angl 1/12(=157 
po 


Solução Aqui é mis Шай abalhar com а primeira fora da maiz canônica, dada em (1) ров o dn: 
ro 24-21 é mais comedete doque o ângulo 9 = 2/12. Assim, obtermos a marria canônica 


рае I Jie 


Pep p-ep) E 


E [7 Ланна Marcial 
histo tom. өз 
шеше: VA тети, 23 
i тарта!) 
TGD ao; | TOD o o) 


йг] RI 


E a МШШ 


ou, em notação de napa, essa imagem é, aproximadament, (1,18; 0.32). A poção ё mostrada na Fi- 
pum Й 


monta concent. Uve a Fórmula (22) para deduzir os resultados na Tabela 61.2. 


O quadrado unitário em Ё о quadrado de lados aceno e, e е; sewe vértices são (0:0), (1,0), C1, 1) 
‘e (O, 1), Mistas vezes € ponte entender melhor o comportamento geométrico de um operador linear de 
R stozando a imagens demes vénices (Figura 6.1.14). 


i$ dui 


[og a 
rele reco | иделано. pedo е нол, 


Figura 61.14 


SEQUÊNCIAS ОЕ. Existem muitos problemas nos quais estarnos mais interesados em entender como at sucessivas aplica: 
POTÊNCIAS. сб de uma unformação near afetam um vetor especifico д que como a ansfrmação afeta objetos 
ета Ou seja, se A € matriz canónica de um operador linear de R” ex, apum vetor fiado em, 

Emo podemos esa interessados no comporamento da еа de pts 


эс os primeiros 100 termon são desenhados como pares ordenados (x, у) Então o pontot movem ao 
og da Orbita ейриса mostrada na Figura 6.1.13. Una explicação para este comportamento requer 


x uma análise mais profunda a estatura de matrizes, uma tarefa que se empreendida em catulos 
guias а 

Exercicios 6.1 

Nos Exec | 3, — | 1 б) Atemtamao 3x2. 0) Alemmanio 2x 3. 


formação To) eda. ©) Ает штшоз к, 


2. (a) A tem tamanho 4 x 5. 
(c) A tem tamanho 4 x 4. 


(b) A tem tamanho 5 x 4. 


3. Se T(x1,x2) = (xi + x2, —x2,3x1), então o domínio de T é 
e a imagem de 


, O contradomínio de T é 
х= (1, 22) por Té 


4. Se T(xi, x, хз) = (xi + 2x2, xi — 2х2), então o domínio de T 
é e a imagem de 


„о contradomínio de T é 
x — (0, —1, 4) por Té 
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11. (а) T(x, у, 2) =(x,x+y+2) 
(b) T(x,y 2) = (1,1) 
(с) T(x, у, 2) = (0, х) 


12. (а) Т(х, у, 2) = (0,0) 
(b T(x, у, 2) = (92,2) 
(с) T(x, у, z) = (3x — 4y, 2x — 52) 


transformação linear Т. 
12 3 
5. (a) m-l d *= 7] 
=] 
c4: 200 
©) m=| aos з]; == 1 
3 
-2 44 xi 
€(GQIr-|3 s 7l;íx=lx 
6 0 -1 хз 
E 
©) 17]=| 24 а 
78 2 


Nos Exercícios 13 até 16, encontre o domínio e o contradomínio da 
transformação x —> w definida pelas equações e determine se T é li- 
near. 


Nos Exercícios 5 e 6, encontre T(x) usando a matriz canônica dada da 


13. ш, = 3x, — 2x, + 4x3 
w = Sx — 8х + Xa 


M. w=2xm-—- x 
w= x +3xx2x3 


15. w = 5х – х + x Uscoxn + a 


w = -x + x + 7х3 
шз = 2х —4x;— Хз 
16. ш = х? — 3x2 + ху — 2х4 

w = 3x; — 45) — X3 + x 


Nos Exercícios 17 e 18, suponha que T seja linear e, usando a informa- 
ção fornecida, obtenha [T]. 


Nos Exercícios 7 e 8, seja T, a transformação cuja matriz canônica A 
é dada. Encontre, se houver, um vetor x cuja imagem por T, é b. 


17. Т(1,0) = (3,2,4) е T(0,1) = (-1,3,0) 


18. T(1,0,0) = (1,1,2), T(0,1,0) = (1,1,2) e 
T(0,0, 1) = (0,3, 1) 


MEE NE 1 
7. (a) А= |0 -1 3|;b=|-1 
2 5-3 3 
1 2 0 2 
(b А= |0 -1 31: bsl1 
2 5-3 1 
1 5 0 * 
8. (а) А=| 3-2 4 -T|;b=]0 
= 2 0 5 4 
2 n 5 0 -1 
(b А = 3-2 4 -7|; b= 2 
-1 2 0 S 3 


Nos Exercícios 19 e 20, encontre a matriz canônica de T e use-a para 
calcular T(x). Confira sua resposta calculando T(x) diretamente. 


Nos Exercícios 9 até 12, determine se T é linear. Se não for, explicite 
se é a aditividade ou a homogeneidade (ou ambas) que falham. 


9. (a) T(x, у) = (2х, y) 
(с) T(x, у) = (—y, х) 


10. (а) T(x, у) = (2х + у, х — y) 
(b) T(x, y) = (х +1, y) 
(с) Т(х, у) = (у, у) 
(d) T(x, у) = (Yx, YY) 


(b) T, у) = °, y) 
(4) T(x, у) = (х,0) 


19. (а) T(x, x2) = (—х + X2, X2); x= (71,4) 
(b) T(x1, 32, хз) = (2х — x2 + x3, xo + 23,0); 
х = (2,1, —3) 
20. (а) T(xi, x2, x3) = (4x1, —x2 + x3); x 2 2,0, –5) 
(b) T(x1,x2) = (3x1, —5x5); x = (—4, 0) 


21. (a) Encontre a matriz canônica da transformação linear X BUR w 
definida pelas equações 
ш = Зх + 5x2 — xi 
w: =4x— хә + Xi 
шз = 3x; + 2x a 
(b) Encontre a imagem do vetor x = (—1, 2, 4) por T substituindo nas 
equações e então usando a matriz canônica. 


22. (a) Encontre a matriz canônica da transformação lincar X Sw 
definida pelas equações 
шу =2x, – 3x2 + x; 
шз = 3x, + 5x, — Хз 


(b) Encontre a imagem do vetor x= (-1, 2, 4) por T substituindo nas 
equações e então usando a matriz canônica. 


23. Use multiplicação matricial para encontrar a imagem do vetor 
x=(-2, 1) pela transformação dada. 


(a) A reflexão no eixo x. 
(b) A reflexão na reta y = —x. 
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(c) A projeção ortogonal sobre o eixo x. 
(d) A projeção ortogonal sobre o eixo y. 


24. Use multiplicação matricial para encontrar a imagem do vetor 
x=(-2, 1) pela transformação dada. 
(a) A reflexão no eixo y. 
(b) A reflexão na reta y = x. 
(c) A projeção ortogonal sobre o eixo x. 
(d) A projeção ortogonal sobre o eixo y. 


25. Use multiplicação matricial para encontrar a imagem do vetor x = 
(3, 4) pela rotação dada. 
(a) A rotação de 45º em torno da origem. 
(b) A rotação de 90º em torno da origem. 
(c) A rotação de л radianos em torno da origem. 
(d) A rotação de —30? em torno da origem. 


26. Use multiplicação matricial para encontrar a imagem do vetor 
х = (4, 3) pela rotação dada. 
(a) A rotação de 30º em torno da origem. 
(b) A rotação de —90° em torno da origem. 
(c) A rotação de 37/2 radianos em torno da origem. 
(d) A rotação de —60° em torno da origem. 


БЫ 


Use multiplicação matricial para encontrar a imagem do vetor 
x = (3, 4) pela transformação dada. 


(a) A reflexão na reta pela origem que faz um ángulo de 0 = 1/3 
com o eixo x positivo. 
(b) A projeção ortogonal sobre a reta da parte (a). 
28. Use multiplicação matricial para encontrar a imagem do vetor 
x = (4, 3) pela transformação dada. 


(a) A reflexão na reta pela origem que faz um ángulo de 0 = 120º 
com o eixo x positivo. 
(b) A projeção ortogonal sobre a reta da parte (a). 


29. Mostre que 


SO NES! 
fim) * * 
Y y 

€ a matriz canónica de uma rotação em torno da origem e encontre 


o menor ángulo de rotação positivo que a representa. 
30. Mostre que 


[+ 3 
aE 


é a matriz canônica de uma reflexão numa reta pela origem. Qual é 
areta? 


31. Sejam L a reta у = mx que passa pela origem e tem inclinação m, H, 
a matriz canônica da reflexão de R° por L e P, a matriz canônica da 


projeção ortogonal de А? sobre L. Use as Fórmulas (18) e (21), as 
identidades trigonométricas apropriadas e a figura dada para mos- 


trar que 
1 1-m* 2m 
1+т2 | 2m m-i 


1 1 m 
m" ^ iss. M 


(а) Н, = 


Figura Ex-31 


32. Use o resultado do Exercício 31 para encontrar 

(a) a reflexão do vetor x = (3, 4) na reta y = 2x; 

(b) a projeção ortogonal do vetor x = (3, 4) sobre a reta y = 2x. 
33. Use o resultado do Exercício 31 para encontrar 

(a) a reflexão do vetor x = (4, 3) na reta y = 3x; 

(b) a projeção ortogonal do vetor x = (4, 3) sobre a reta y = 3x. 


34. Mostre que a fórmula T(x, y) = (0, 0) define um operador linear de 
R? mas a fórmula T(x, у) = (1, 1) não define. 


35. Seja T, : А” — № a multiplicação por 
-1 3 0 
А = 2 1 2 
4 5-3 


e sejam e,, e, e e, os vetores da base canónica de R°. Encontre os se- 
guintes vetores sem fazer contas. 


(a) Т,(е), T4(e), Tales) (b Tale: e e) 
(с) T,Ce;) 
36. Seja (x, y) = (5, t) o operador linear de К definido pelas equações 
2x+ y=s 
бх +2y=1 
Encontre a imagem da reta x + у = 1 por esse operador. 
37. Encontre a matriz canónica do operador linear T : К? > К? descri- 
to na figura dada. 
(a) 


(х, у, 2) 


38. Esboce a imagem do retângulo de vértices (0, 0), (1, 0), (1,2) e (0, 2) 
no plano xy pela transformação dada. 
(a) A reflexão no eixo x. 
(b) A reflexão no eixo y. 
(с) A rotação em torno da origem por um ángulo 0 = 7/4. 
(d) A reflexão na reta y =x. 
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39. Se Т: К? — К? projeta um vetor ortogonalmente sobre o eixo x e 
depois reflete esse vetor no eixo y, então a matriz canônica de T é 


Discussão e Descoberta 


D1. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 

sua resposta. 

(a) SeT leva А" em А" e se T(0) = 0, então T é linear. 

(b) SeT leva R" em К" ese 
T(a¡u + ауу) = а,Т(а) +a,T(v) 
para quaisquer escalares a, e a, e todos vetores u e y де R”, en- 
tão Té linear. 

(c) Existe somente uma transformação linear T : А" — А" tal que 
T(—v) = —T (v) para qualquer vetor v de А. 

(d) Existe somente uma transformação linear T : R" — R" tal que 
T(u + v) = T(u — v) para quaisquer vetores u e v de А". 

(e) Sev, é um vetor não-nulo em А", então a fórmula Т(у) = v, + v 
define um operador linear de R”. 


D2. Sejam L a reta pela origem de R que faz um ángulo de 2/4 com o 
eixo x positivo e A a matriz canônica da reflexão de R° nessa reta. 
Faça uma conjetura sobre os autovalores e autovetores de А e con- 
firme sua conjetura calculando-os da maneira usual. 


D3. Descreva em palavras o efeito geométrico de multiplicar um vetor x 
pela matriz 


Usando Recursos Computacionais 


Т1. (a) Encontre a reflexão do ponto (1, 3) na reta pela origem no pla- 
no xy que faz um ângulo de 12º com o eixo x positivo. 
(b) Sabendo que o ponto (2, —1) é levado no ponto (1, 2) se for re- 
fletido numa desconhecida reta L pela origem do plano xy, en- 
contre a reflexão do ponto (5, —2) por L. 


T2. (a) Encontre a projeção ortogonal do ponto (1, 3) sobre a reta pe- 
la origem no plano xy que faz um ângulo de 12º com o eixo x 


40. Se Т: R? — R? reflete um vetor na reta y = х e depois reflete esse ve- 
tor no eixo x, então a matriz canônica de T é 


T [pet 


—2 sen 0 cos 
2sen6 соѕ0 


cos? 0 — sen? 6 


D4. Multiplicando um vetor x do plano xy por À gira o vetor por um án- 
gulo 6. Qual é o efeito de multiplicar x por A”? Explique seu racio- 
cínio. 


05. Seja x, um vetor-coluna não-nulo de Re suponha que 
T:R? > R? seja a transformação definida рог 
T(x) = Xo + Кх, onde Ry é a matriz canônica da rotação de R° 
em torno da origem por uma ángulo 6. Dê uma descrição geométri- 
ca dessa transformação. Esta transformação é linear? Explique. 


D6. Uma função da forma f(x) = mx + b costuma ser denominada “li- 
near" porque o gráfico de y = mx + b é uma reta. A função f é aditi- 
va e homogénea? 


07. Sejam x = x, + гу uma reta em R” e Т: К" — К" um operador li- 
near de R”. Que tipo de objeto geométrico é a imagem desta reta pe- 
lo operador T? Explique seu raciocínio. 


(b) Sabendo que o ponto (5, 1) projeta ortogonalmente no ponto 
(2, 3) de uma desconhecida reta L pela origem do plano xy, en- 
contre a projeção ortogonal do ponto (5, —2) de L. 


T3. Obtenha a Figura 6.1.15 com sua ferramenta computacional e ex- 
plore o comportamento da segiiência de potências para outras esco- 
Ihas de x,. 


Seção 6.2 Geometria de Operadores Lineares 


Nesta seção, estudaremos algumas das propriedades geométricas de operadores lineares. As idéias que desenvolvere- 
mos aqui têm aplicações na computação gráfica e são usadas em muitos algoritmos numéricos importantes. 


positivo. 
OPERADORES 
LINEARES QUE 
PRESERVAM NORMA nónicas desses operadores são 
RS cosÓ —sen8 ка 
“seno соз] '"' 


Na seção anterior, estudamos três tipos de operadores de R”, a saber, rotações em torno da origem, refle- 
xões em retas pela origem e projeções ortogonais sobre retas pela origem, e mostramos que as matrizes ca- 


cos? Ө 
y = 
d sen 8 соз @ 
A projeção ortogonal sobre a 
reta pela origem que faz um 


Angulo 6 com o eixo x 
positivo 


— 
sen? 9 


origem que faz um ângulo a3 


Ө com o eixo x positivo 
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Uma rotação em torno da 
origem não modifica o 
comprimento de vetores 
nem os ângulos entre dois 
vetores. 


Uma reflexão numa reta pela 
origem não modifica o 

comprimento de vetores nem 
os ângulos entre dois vetores. 


Figura 6.2.1 


OPERADORES 
ORTOGONAIS 
PRESERVAM 
ÂNGULOS E 
ORTOGONALIDADE 


Como sugere a Figura 6.1.2, as rotações em torno da origem e as reflexões em retas pela origem não mo- 
dificam o comprimento de vetores nem o ângulo entre vetores; assim, dizemos que esses operadores pre- 
servam o comprimento e preservam o ângulo. Por outro lado, as projeções ortogonais sobre uma reta pe- 
la origem podem modificar o comprimento de um vetor e o ângulo entre dois vetores (verifique isso com 
um esboço). 

Em geral, um operador linear T : R” > К" com a propriedade ||T (x)|| = |Ix|| de preservar compri- 
mentos é denominado um operador ortogonal ou uma isometria linear, ou seja, uma transformação que 
preserva medidas. Assim, por exemplo, as rotações em torno da origem e as reflexões em retas pela ori- 
gem em R° são operadores ortogonais. Como veremos, o fato desses dois operadores preservarem ángu- 
los, bem como comprimentos, é uma conseqüéncia do seguinte resultado, que mostra que operadores que 
preservam o comprimento também preservam o produto escalar e vice-versa. 


Teorema 6.2.1 
valentes. 


Se Т: R^ — К" éum operador linear de К", então as seguintes afirmações são equi- 


(a) ITQ) = lIxll para qualquer x em №". 
(b) TG) -T(y) = X-y para quaisquer x e y em К". [T preserva o produto escalar.) 


[T é ortogonal, ou seja, preserva o comprimento.) 


Prova (a) => (b) Suponhamos que T preserve o comprimento e sejam x e y dois vetores quaisquer em R”. 
Deixamos a cargo do leitor deduzir a relação 


x.y = į (Ix + y ll? — lix — yll?) (4) 


para o que basta escrever |х + yll? e |lx — yll? como 
Ix + yl? = & y) - (х + y) e lx- y ll? = (х — у). (x— y) 
e entáo expandir os produtos escalares. Agora segue de (4) que 
Т(х) Т(у) = 1 (170) +TP — 1769-7001?) 


= i(lT(-y^-IT(x-—y)?) raaitiviaade e o Teorema 6.1.3] 


= i (1х + yl? — Ix — yl?) [T preserva o comprimento] 


—x.y [Fórmula (4)] 


Prova (b) = (a) Reciprocamente, suponhamos que T preserve o produto escalar e seja x um vetor qual- 
quer em А". Como ||х|| pode ser expresso por 


їх = vx x (5) 
segue que 
ЇТ(х) = /Т(х). Т(х) = Yx + x = Iixll u 


OBSERVAÇÃO As Fórmulas (4) e (5) são “dois lados de uma mesma moeda” pois (5) fornece uma manei- 
ra de expressar normas em termos de produtos escalares, enquanto (4), que às vezes é denominada a iden- 
tidade de polarização, fornece uma maneira de expressar o produto escalar em termos de normas. 


Lembre que logo depois do Teorema 1.2.12 observamos que o ângulo entre dois vetores não-nulos x e y 
em R” é dado pela fórmula 


Bä (шы! 


Assim, se T : К" — К" éum operador ortogonal, então, por preservar o comprimento de vetores e por pre- 
servar o produto escalar, segue que 


т-ту) | _ (2r) 
(mena) arccos Тху 


(6) 


(7) 
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MATRIZES 
ORTOGONAIS 


EXEMPLO 1 
Uma Matriz Ortogonal 


que implica que um operador ortogonal preserva ângulos. Em particular, um operador ortogonal preserva 
a ortogonalidade, ou seja, as imagens de dois vetores são ortogonais se, e somente se, os vetores originais 
são ortogonais. 


Nosso próximo objetivo é explorar a relação entre a ortogonalidade de um operador e as propriedades de 
sua matriz canônica. Como um primeiro passo, suponha que A seja a matriz canônica de um operador li- 
near ortogonal T : К" — R”. Como T(x) = Ax para cada x em А” e como [17 (x)|| = ||x|l, segue que 


1Ах|| = Iixil (8) 
para qualquer x em R”. Assim, o problema de determinar se um dado operador linear é ou não é ortogonal 


se reduz a determinar se sua matriz canônica satisfaz (8) para cada x em R”. A próxima definição é útil na 
investigação desse problema. 


Definição 6.2.2 Uma matriz quadrada А é dita ortogonal se A = A”. 


OBSERVAÇÃO Em termos práticos, para mostrar que uma matriz quadrada A é ortogonal, basta mostrar 
que A'A =] ou AA" =], pois cada uma dessas condições implica a outra pelo Teorema 3.3.8. 


A matriz 
з 3 4d 
7 т 7 
E 6 3 2 
А=|-7 3 5 
à Ea 
7 F 7 
é ortogonal pois 
3 6 2 - | 2 6 
T 7 7 T 7 7 100 
Ta=|2 3 $ m 3 Za = 
АА = |5 7 7 7 7 5|=|/0 1 0|=1 
$ T wx 2 4 x 001 
7 7 7 7 7 7 
e portanto 
X g 
7 7 7 
c (ШИ. ЖЕР 12 3 6 
A =4 =|7 5 7 
E 33 
y Ф 7 


O próximo teorema enuncia algumas das propriedades básicas de matrizes ortogonais. 


Teorema 6.2.3 


(a) A transposta de uma matriz ortogonal é ortogonal. 
(b) A inversa de uma matriz ortogonal é ortogonal. 
(c) O produto de matrizes ortogonais é ortogonal. 

(d) Se A é ortogonal, então det(A) = 1 ou det(A) =-1. 


Prova (a) Se A é ortogonal, então AA = I. Podemos reescrever isso como A” (А')'= I, que implica que 
(47) = (А). Assim, A” é ortogonal. 


Prova (Б) Se A é ortogonal, então A! = A”. Transpondo ambos lados dessa equação, obtemos 
ay - (А7)? = А = aya 


que implica que A ' é ortogonal. 
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Prova (с) Vejamos a prova para o produto de duas matrizes. Se A e В são matrizes ortogonais, então 
(AB)! = ВА! = ВТА? = (АВ)! 


Assim, АВ é ortogonal. 


Prova (d) Se A é ortogonal, então A'A = I. Tomando o determinante de ambos lados e usando proprieda- 
des de determinantes, obtemos 


det(A) det(A”) = det(A) det(A) = 1 
que implica que det(A) = 1 ou det(A) = -1. [s] 
PROBLEMA CONCEITUAL Confirme que det(A) = —1 para a matriz ortogonal А no Exemplo 1. 


O próximo teorema, que é aplicável a matrizes quaisquer, tem importáncia própria e leva a uma maneira 
efetiva de dizer se uma dada matriz é ortogonal ou não. 


Teorema 6.2.4 SeA é uma matriz m хп, então as seguintes afirmações são equivalentes. 


(a) A'A =I 


(b) ILAxI| = ||х|| para qualquer x ет К". 
(c) Ах. Ay = x · y para quaisquer x e y em К". 
(d) Os vetores-coluna de A são ortonormais. 


Provaremos a cadeia de implicações (a) > (b) > (c) > (d) > (a). 
Prova (a) => (b) Segue da Fórmula (12) da Seção 3.2 que 


[Ax]? = Ах. Ax 2 х. A'Ax = x - Ix = x: x = |х|? 
e assim obtemos a parte (b). 
Prova (b) = (с) Isto segue do Teorema 6.2.1 com T(x) = Ax. 
Prova (c) => (d) Defina T:R" — R" como o operador matricial T(x) = Ax. Por hipótese, 
T(x) - T(y) = x - y para quaisquer x e y em R”, de modo que o Teorema 6.2.1 implica que 17 (x)|| = IIxll 
para qualquer x em R”. Isso nos mostra que 7 preserva comprimentos e ortogonalidade, de modo que T de- 


ve levar cada conjunto ortonormal de vetores em um conjunto ortonormal de vetores. Em particular, isso 
ocorre com os vetores unitários canônicos, ou seja, 


Т(е) = Ае, T(e) —Ae»..., T(e)- Ае, 


deve ser um conjunto ortonormal. Contudo, essas são as colunas de A (por qué?), o que prova a parte (d). 


Prova (d) => (a) Suponhamos que os vetores-coluna de A sejam ortonormais e denotemos esses vetores 
por a, 85, ..., An. Segue da Fórmula (9) da Seção 3.6 que A”A = I (verifique). = 


Se A é quadrada, então a condição АТА = Ina parte (a) do Teorema 6.2.4 é equivalente a dizer que 
А = A! (ou seja, que A é ortogonal). Assim, no caso de uma matriz quadrada, os Teoremas 6.2.4 e 6.2.3 
juntos fornecem o próximo teorema sobre matrizes ortogonais. 


Teorema 6.2.5 Se A é uma matriz n X n, então as seguintes afirmações são equivalentes. 


(a) A é ortogonal. 
(b) || Ax]| = |х| para qualquer x em К". 


(c) Ax * Ay = х · у para quaisquer x e y em К". 
(d) Os vetores-coluna de A sáo ortonormais. 
(e) Os vetores-linha de A são ortonormais. 
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Lembre que um operador linear T : R” — К" é dito ortogonal se ||T (x)|| = |Ix|| para qualquer x em 
К". Assim, T é ortogonal se, e somente se, sua matriz canônica tem a propriedade || Ax|| = ||x|| para qual- 
quer x em R”. Junto com as partes (a) e (b) do Teorema 6.2.5, esse fato fornece o resultado seguinte sobre 
as matrizes canônicas de operadores ortogonais. 


Teorema 6.2.6 Um operador linear T : К" — К" é ortogonal se, e somente se, sua matriz canônica 
é ortogonal. 


EXEMPLO 2 Сото as rotações em torno da origem e as reflexões em retas pela origem de А? são operadores ortogo- 
Matrizes Canónicas de Rotações nais, as matrizes canônicas desses operadores devem ser ortogonais. Isso realmente ocorre, pois a Fórmu- 
e Reflexões são Опоропаіѕ |а (11) implica que 


RIR, = cos9 sen] [cos -—sen8 
99 [—sen9 со$зӨ] [send со$Ө 
d cos? 0 + sen? 9 0 -i = 
D 0 ѕеп2 0 4cos?80| [0 1] — 
e, analogamente, a Fórmula (2) implica que НН» = I (verifique). " 


EXEMPLO 3 Mostramos no Exemplo 1 que a matriz 
Identificando Matrizes 
Ortogonais 


> 

ll 

1 
чі ис чш 
чо vje ыч 
aj» apto чю 


(9) 


é ortogonal, confirmando que A”A = Г. À luz do Teorema 6.2.5, também podemos estabelecer a ortogona- 
lidade de A mostrando que seus vetores-linha ou seus vetores-coluna são ortonormais. Deixamos a cargo 
do leitor conferir isso. n 


TODOS OPERADORES Vimos que as rotações em torno da origem e as reflexões em retas pela origem de А? são operadores orto- 
LINEARES  gonais, ou seja, que preservam comprimentos. Agora vamos mostrar que esses são os únicos operadores 


ORTOGONAIS DE ortogonais de R°. 
R? SÃO ROTAÇÕES 


OU REFLEXÕES Teorema 6.2.7 Se T: R? — R? é um operador linear ortogonal, então a matriz canónica de T pode 
ser expressa na forma 


P(a, c) a cos9 —senó = cos9 send 16 
DIN "= | seng соѕ0 |?" ^ ^ | seng —cose am 
DA 
(1,0) Ou seja, T é ou uma rotação em torno da origem ou uma reflexão numa reta pela origem. 
qi Prova Suponhamos que T seja um operador linear de А? e que sua matriz canônica seja 
(a) _ Га b 
^-[ 2] 
Essa matriz é ortogonal, de modo que seus vetores-coluna sáo ortonormais. Assim, d *c-1,0 que sig- 


nifica que o ponto P(a, c) está no círculo unitário (Figura 6.2.2a). Tomando 0 como o ángulo de e, = (1, 0) 
até o vetor Ор = (a, c), podemos expressar a e c como 


a=cosfec=senô 


e podemos reescrever А como 


53d cos6 J 
(b) “Iseng d (11) 
Figura 6.2.2 
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EXEMPLO 4 
Propriedades Geométricas de 
Matrizes Ortogonais 


CONTRAÇÕES E 
DILATAÇÕES DE R? 


COMPRESSÕES E 
EXPANSÕES 
HORIZONTAIS E 
VERTICAIS DE R? 


A ortogonalidade de A também implica que o segundo vetor-coluna de A é ortogonal ao primeiro e, por- 
tanto, o ângulo anti-horário de e, até o vetor OĞ = (b, d) deve ser 0 + 7/2 ou 0 — 7/2 (Figura 6.2.2b). 
No primeiro caso temos 

b = cos(0 + 1/2) = —sen0 e d = sen(0 + 1/2) = cos8 


e no segundo caso temos 
b = cos(0 — 1/2) = sen e d = sen(0 — л/2) = —cos6 
Substituindo essas expressóes em (11) obtemos as duas formas possíveis de (10). a 


Se A é uma matriz ortogonal 2 x 2, então sabemos pelo Teorema 6.2.7 que o operador linear asso- 
ciado é ou uma rotação em torno da origem ou uma reflexão numa reta pela origem. O determinante de A 
pode ser usado para distinguir entre os dois casos, já que de (1) e (2) segue que 


дека) = ана p = cos! 8 + sen? 8 = 1 
cosÓ  senf 2 2 
det(Hs/2) = жай Ере Се Ө + sen*0) = —1 


Assim, uma matriz ortogonal 2 x 2 representa uma rotação se det(A) = 1 e uma reflexão se det(A) =-1. 


Em cada parte, descreva o operador linear de К? que corresponde à matriz A. 


_ [1/42 -1/42 ҺП 1/42 
e "1 ол E | 


Solução (a) Os vetores-coluna de A são ortonormais (verifique), de modo que a matriz А é ortogonal. Is- 
so implica que o operador é ou uma rotação em torno da origem ou uma reflexão numa reta pela origem. 
Como det(A) = 1, sabemos com certeza que o operador é uma rotação. Podemos determinar o ângulo de 
rotação comparando А com a matriz de rotação geral Rg em (1). Isso dá 


cosó = 1/42 e seno = 1/2 
e podemos concluir que o ângulo de rotação é Ө = л/4 (= 45º). 


Solução (b) А matriz A é ortogonal e det(A) = —1, de modo que o operador linear associado é uma re- 
flexão numa reta pela origem. Podemos determinar o ângulo que a reta faz com o eixo x positivo compa- 
rando А com a matriz de reflexão geral Не em (2). Isso dá 


соѕ20 = 1/2 e ѕеп20 = 14/2 
e podemos concluir que o ángulo de rotação é 0 = 7/8 (= 22,5”). ш 


Até aqui nos ocupamos principalmente com operadores que preservam comprimento; agora vamos сопѕі- 
derar alguns operadores lineares que não preservam comprimento. 

Se k é um escalar náo-negativo, então o operador linear T (x, у) = (kx, ky) é dito uma homotetia 
de razão К. Em particular, esse operador é uma contração se 0 < k < 1 e uma dilatação se К> 1. As con- 
trações preservam a direção e sentido dos vetores mas reduzem seus comprimentos na razão de k e as di- 
latações preservam a direção e sentido dos vetores mas aumentam seus comprimentos na razão de k. A Ta- 
bela 6.2.1 fornece a informação básica sobre as homotetias de №. 


Um operador T (x, y) = (kx, y) que multiplica a coordenada x de cada ponto do plano xy por uma 
constante não-negativa k tem o efeito de expandir ou comprimir cada figura do plano na direção x, 
comprimindo se 0 < k < 1 e expandindo se k > 1. Por isso dizemos que T é a compressão (ou expan- 
são) na direção x de razão К. Analogamente, T(x, у) = (x, ky) é a compressão (ou expansão) na di- 
reção y de razão k. A Tabela 6.2.2 fornece a informação básica sobre os operadores de compressão e 
expansão em К, 
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Tabela 6.2.1 ЕП to no quadrad 
T6,» c ds y) = (kx, ky) 


Tabela 6.2.2 


CISALHAMENTOS 


Contração de 0, D4 П 

razão kem R? М 2E E 

(0<k<1) IgA 
k, 0) 


(1, o 


А (0, k) 
Dilatação de У 11 


razão k етк? 
(k > 1) 


Compressão deR? 1% ix: 2 
-9GQ» 


na direção x TX); 

de razão k 

(0<К<1) 

Expansão de К? (х,у) (х,у) 
E 


na direção x 
de razão k 


(k > 1) 


Compressão de R? 


na direção y 
de razão k 


(O<k<1) 


Expansão de R? 


na direçãoy 
de razão k 


(k > 1) 


(0, ji (o, | Т 


d. o d. o 


Um operador da forma T (x, y) = (x + ky, y) translada um ponto (x, y) do plano xy paralelamente ao ei- 
xo x por uma quantidade ky que é proporcional à coordenada y do ponto. Esse operador mantém fixos os 
pontos do eixo x (pois y = 0), mas, à medida que nos afastarmos do eixo x, aumentará a distância transla- 
dada. Dizemos que esse operador é o cisalhamento na direção x de razão k. Analogamente, um operador 
linear da forma T (x, y) = (x, y + kx) é dito um cisalhamento na direção y de razão К. A Tabela 6.2.3 
fornece a informação básica sobre os cisalhamentos de R°. 
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Tabela 6.2.3 


EXEMPLO 5 
Alguns Operadores Lineares 
Básicos де А? 


ЕХЕМРІО 6 
Aplicação à Computação 
Gráfica 


Operador 


Cisalhamento de R? 
na direção x 
de razão k 


T(x, y) = (x ky, y) 


Cisalhamento de R? (0, D4 | | | | (0, DÅ 
na direção y | 
de razão k d 


T(x, y) = (х,у + kx) n» 


(k»0) 


Em cada parte, descreva o operador linear associado a A e mostre seu efeito sobre o quadrado unitário. 
de 2 20 20 
(а) А = E d (b) А = à] (c) Az = lo | 


Solução Comparando as formas dessas matrizes com aquelas das Tabelas 6.2.1, 6.2.2 е 6.2.3, vemos que 
a matriz A, corresponde a um cisalhamento na direção x de razão 2, a matriz A, corresponde a uma dilata- 
ção de razão 2 e A, corresponde a uma expansão na direção x de razão 2. Os efeitos desses operadores so- 
bre o quadrado unitário estão mostrados na Figura 6.2.3. n 


Figura 6.2.3 


A Figura 6.2.4 mostra uma fotografia famosa de Albert Einstein e três transformações lineares dessa foto- 
grafia geradas por computador. A figura original foi escaneada e em seguida digitalizada para decompó-la 
num arranjo retangular de pixels. A figura transformada foi obtida como segue: 

* Foi utilizado o programa MATLAB para associar coordenadas e um nível de cinza a cada pixel. 

e As coordenadas dos pixels foram transformadas por multiplicação matricial. 

e Os níveis originais de cinza foram associados às imagens para produzir a figura transformada. Wi 


Imagem digitalizada Rotação Cisalhamento horizontal Compressão horizontal 


Figura 6.2.4 
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OPERADORES 
LINEARES DE R? 


REFLEXÕES 
EM PLANOS 
COORDENADOS 


Agora passamos a estudar operadores lineares de К”. Como em R°, vamos querer distinguir entre operado- 
res que preservam comprimentos (operadores ortogonais) e os que não preservam. Os mais importantes 
operadores lineares que não preservam comprimentos são as projeções ortogonais sobre subespaços, e as 
mais simples dessas são as projeções ortogonais sobre os planos coordenados de um sistema de coordena- 
das xyz. A Tabela 6.2.4 fomece a informação básica sobre esses operadores. Projeções ortogonais mais ge- 
rais serão estudadas no próximo capítulo, de modo que dedicamos o resto desta seção aos operadores or- 
togonais. 


Tabela 6.2.4 


Projeção ortogonal 
sobre o plano xy 


T(x, y, z) = (х, y, 0) 


Projegáo ortogonal 
sobre o plano xz 


T(x, y, z) = (х,0, 2) 


Projeção ortogonal 
sobre o plano yz 


T(x, y, z) = (0, у, 2) 


Vimos que as matrizes ortogonais 2 x 2correspondem a rotações em torno da origem ou a reflexões 
em retas pela origem de R°. Podemos provar que todas matrizes ortogonais 3 х 3 correspondem a opera- 
dores lineares de R* dos seguintes tipos: 


Tipo 1: Rotações em torno de retas pela origem. 
Tipo 2: Reflexões em planos pela origem. 


Tipo 3: Uma rotação em torno de uma reta pela origem seguida de uma reflexão num plano pela origem 
que é perpendicular à reta. 


(Uma prova desse resultado pode ser encontrada no livro em inglês Linear Algebra and Geometry, de Da- 
vid Bloom, Cambridge University Press, New York, 1979.) 

Lembre que a partir do determinante é possível determinar se uma matriz ortogonal A de tamanho 2 
х 2 representa uma rotação ou uma reflexão; a matriz A representa uma rotação se det(A) = 1 e uma refle- 
хао se det(A) = —1. Analogamente, se А é uma matriz ortogonal 3 x 3, então A representa uma rotação (ou 
seja, é do tipo 1) se det(A) = 1 e representa um operador do tipo 2 ou do tipo 3 se det(A) = –1. Por isso é 
costume dizer que matrizes ortogonais 2 x 2 ou 3 x 3 com determinante 1 são matrizes de rotação. Para 
determinar se uma matriz ortogonal 3 x 3 com determinante —1 representa um operador do tipo 2 ou do ti- 
po 3 precisamos analisar seus autovalores e autovetores. 


As reflexões mais básicas num sistema de coordenadas xyz são as reflexões nos planos coordenados. A Ta- 
bela 6.2.5 fornece a informação básica sobre esses operadores de R°. 
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ROTAÇÕES DE R? 


A rotação parece 
anti-horária 


Pólo sul 7 


Y 
é Pólo norte 


\ 


ү А rotação parece 


Figura 6.2.5 


horária 


Tabela 6.2.5 


Reflexão no 
plano xy 


T(x, y, 2) = (х,у, —2) 


Reflexáo no 
plano xz 


T(x,y, 2) = (х, –у, 2) 


Reflexão no 
plano yz 


Т(х,у,2) = (—х,у,) 


Agora passamos a estudar as rotações de R”. Para ajudar a entender algumas das questões envolvidas, co- 
meçamos com um exemplo familiar, a saber, a rotação da Terra em torno de seu eixo pelos pólos sul e nor- 
te. Para simplificar, vamos supor que a Terra seja uma esfera. Como o Sol nasce no Leste e se põe no Oes- 
te, sabemos que a Terra gira do Oeste para o Leste. Contudo, para um observador acima do pólo norte, a 
rotação vai parecer anti-horária, e para um observador abaixo do pólo sul, a rotação vai parecer horária (Fi- 
gura 6.2.5). Assim, quando descrevemos uma rotação de R? como horária ou anti-horária, precisamos in- 
dicar também um sentido de observação ao longo do eixo de rotação. 

Existem mais alguns fatos sobre a rotação da Terra que são úteis para entender rotações gerais de R’. 
Por exemplo, enquanto a Terra gira em torno de seu eixo, os pólos norte e sul permanecem fixos, bem co- 
mo todos os outros pontos que estão no eixo de rotação. Assim, o eixo de rotação pode ser visto como a 
reta dos pontos fixos da rotação da Terra. Além disso, todos pontos da Terra que não estão no eixo de ro- 
tação descrevem trajetórias circulares centradas no eixo e permanecem em planos que são perpendicula- 
res ao eixo. Por exemplo, os pontos do plano equatorial se movem em circunferências do plano equatorial 
em torno do centro da Terra. 

Uma rotação de R^ é um operador ortogonal com uma reta de pontos fixos, denominada eixo de ro- 
tação. Nesta seção, vamos estudar somente rotações em torno de retas pela origem e vamos supor, para sim- 
plificar, que o ángulo de rotação seja no máximo de 180º (л radianos). Se T - R? — R? é uma rotação por 
um ângulo Ө em torno de uma reta pela origem e se W é o plano pela origem que é perpendicular ao eixo de 
rotação, então T gira cada vetor não-nulo w de W em torno da origem por um ángulo 0 até um vetor T(w) 
em W (Figura 6.2.6a). Assim, sobre o plano W, o operador T se comporta como uma rotação de R° em tor- 
no da origem. Para estabelecer um sentido de rotação em W para o ângulo 0, precisamos estabelecer um sen- 
tido de observação ao longo do eixo de rotação. Podemos fazer isso escolhendo um vetor não-nulo u no ei- 
xo de rotação com seu ponto inicial na origem e concordar que observamos W olhando a partir do ponto fi- 
nal de u para a origem; dizemos que u é uma orientação do eixo de rotação (Figura 6.2.6b). 

Vejamos como pode ser escolhida uma orientação u de tal modo que as rotações do plano W pare- 
cam anti-horárias quando vistas a partir do ponto final de u. Se 0 4 0 e9 Æ zr," então podemos conseguir 
isso tomando 


* Nos casos 8 = 0 ou Ó = л, o sentido de observação não é importante. Por exemplo, o mesmo resultado é obtido, independentemente do 


vetor w ser girado no sentido horário por 180º ou no sentido anti-horário por 180º. 
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Eixo de rotação u= w x T(w) (12) 


onde w é qualquer vetor não-nulo de W. Com esta escolha de u, vale a regra da mão direita e a rotação de 
Tw) w para T(w) é anti-horária se olharmos do ponto final de u para a origem (Figura 6.2.7). Seguindo, agora, 
[] a convenção padrão de tomar ángulos anti-horários como sendo não-negativos, então o ángulo 0 satisfaz 
w " as desigualdades 0 < 0 < л. 

As rotações mais básicas num sistema de coordenadas retangulares xyz são as rotações em torno dos 
eixos coordenados. A Tabela 6.2.6 fornece a informação básica sobre essas rotações. Para cada uma des- 
sas rotações, um dos vetores unitários canônicos permanece fixo e as imagens dos outros dois podem ser 
DA calculadas adaptando convenientemente a Figura 6.1.8. Por exemplo, numa rotação em torno do eixo y po- 
Eixo de rotação Sitivo por um ángulo 6, o vetor e, = (0, 1, 0) ao longo do eixo y positivo permanece fixo e os vetores e, = 
orientado (1, 0, 0) e e, = (0, 0, 1) sofrem uma rotação por um ângulo Ө no plano zx. Assim, denotando a matriz canó- 
nica dessa rotação por R,, y, resulta 


e, = (1,0,0) 43 (соз, 0, —sen0) 
e = (0,1,0) 55 (0,1,0) 
| ез = (0,0,1) bid (sen 0, 0, cos Ө) 


(b) (ver Figura 6.2.8). 
Figura 6.2.6 


ROTAÇÕES Uma análise completa de rotações quaisquer em R envolve muitos detalhes para ser apresentada aqui, de 
ARBITRÁRIAS modo que vamos nos concentrar nos aspectos mais importantes e preencher as lacunas com referências a 
outras fontes de informação. Vamos nos ocupar com dois problemas básicos: 


Rotaçã 
иы 1. Encontrar a matriz canônica de uma rotação cujos eixo е ângulo de rotação são conhecidos. 
2. Dada a matriz canônica de uma rotação, encontrar o eixo e o ângulo de rotação. 

< A solução do primeiro problema é dada no próximo teorema, cuja prova pode ser encontrada, por 

exemplo, no livro em inglês Principles of Interactive Computer Graphics, de W.M.Newman and 
wx1(w) R.F.Sproull, McGraw-Hill, New York, 1979, ou no artigo em inglés “The Matrix of a Rotation”, por Ro- 

zm ger C. Alperin, publicado na revista College Mathematics Journal, Vol. 20, No. 3, Maio de 1989. 
№; 
0 
w Е w Teorema 6.2.8 Seu (a, b, с) é um vetor unitário, então a matriz canônica R, q da rotação pelo ân- 


| gulo Ө em torno do eixo pela origem com orientação и é dada por 
Figura 6.2.7 


a^(1— cos0) + соѕ0 ab(l — соѕ0) — csen9 ac(l-— соѕ0) + bsen8 


Rus = | ab(1—cos0) + csen9 b^(1—cos0) + соѕ0 bc(1— соѕ0) — asen6 
ас(1 — cos0) — bsenO bc(1—cos0) + аѕепӨ c^(1— соѕ0) + cos 


O leitor é convidado a deduzir a informação na Tabela 6.2.6 novamente, agora a partir desse teorema geral. 

Passamos agora ao segundo problema colocado acima, a saber, dada uma matriz de rotação A, en- 
contrar seu eixo e ángulo de rotação. Como o eixo de rotação consiste nos pontos fixos de A, podemos de- 
terminar esse eixo resolvendo o sistema linear 


(1 – А)х= 0 


Figura 6.2.8 Te) = (cos 6, 0, -sen 8) T(e;) = (sen 6, 0, cos 8) 


294 Capítulo6 + Transformações Lineares 


EXEMPLO 7 
Eixo e Ângulo de Rotação 


Rotação em torno do eixo 1 0 д 
x positivo por um ángulo 8 


Rotação em torno do eixo | ae H ao 
ar ia —senÓ 0 cos6 


Rotação em torno do eixo Ti cosg –ѕеп 0 
iti зеп @ cosó 0 
z positivo por um ángulo Ө ò о i 


(veja a discussão no início da Seção 4.4). Uma vez conhecido o eixo de rotação, podemos encontrar um 
vetor não-nulo w no plano W pela origem que é perpendicular a este eixo e orientar o eixo usando o vetor 


u=wx Aw 


Olhando para a origem a partir do ponto final de u, o ángulo 6 de rotação será anti-horário em W e portan- 
to pode ser calculado pela fórmula 


0 - w. AW 
SÉ = Ач] m 


Aqui temos um exemplo. 


(a) Mostre que a matriz 


001 
A=|1 00 
010 


representa uma rotação em torno de uma reta pela origem de R°. 
(b) Encontre o eixo e ângulo de rotação. 

Solução (a) А matriz A é de rotação pois é ortogonal е det(A) = 1 (verifique). 
Solução (b) Рага encontrar o eixo de rotação, precisamos resolver o sistema linear (1 ~ А)х = 0. Deixa- 
mos a cargo do leitor mostrar que esse sistema é dado por 

1 0-1 x 0 

-1 1 0] |y|=]0 
0-1 1|]|z 0 
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Figura 6.2.9 


EXEMPLO 8 
De Novo o Exemplo 7 


e que uma solução geral é 
x 1 
x-|y|zt|l 
z 1 


Assim, o eixo de rotação é uma reta pela origem que passa pelo ponto (1, 1, 1). O plano pela origem que 
é perpendicular a essa reta é dado pela equação 


x+y+2=0 
Para encontrar um vetor náo-nulo nesse plano, podemos tomar valores arbitrários (náo ambos nulos) para 


as variáveis e calcular o valor da terceira variável. Por exemplo, tomando x = 1 e y=- 1 obtemos o vetor 
x= (1, —1, 0) no plano W. Escrevendo esse vetor em forma de coluna resulta 


00/1 1 0 1 
w=|-1|, Aw=|1 0 0| |-1|= 1|, wxAw=|1 
0 010 0 -1 1 
(verifique). Assim, a rotação de ângulo Ө relativa à orientação u = w x Aw = (1, 1, 1) satisfaz 
a E (15) 
" |wilAwi ^2 
O ángulo de rotação, portanto, é 27/3 (= 120º) (Figura 6.2.9). = 


Para aplicações que envolvem muitas rotações, é desejável ter fórmulas para calcular o eixo e o ân- 
gulo de rotação. Uma fórmula para o cosseno do ângulo de rotação em termos das entradas de A pode ser 
obtida a partir de (13), observando que 


tr(A) = (a? + b? + c?)(1— соз Ө) + 3с050 = 1 — cos + 3с050 = 1 + 2с050 
do que segue que 


= tr(A)— 1 


cosó 2 (16) 


Também existem várias fórmulas para o eixo de rotação. Uma delas aparece num artigo em inglés intitu- 
lado “The Axis of Rotation: Analysis, Algebra, Geometry,” por Dan Kalman, publicado no Mathematics 
Magazine, Vol 62, No. 4, October 1989. Nesse artigo, é mostrado que se A é uma matriz de rotação então, 
para qualquer vetor náo-nulo x de R que não é perpendicular ao eixo de rotação, o vetor 


у= Ax + AT x + [1 — tr(A)]x (17) 


é não-nulo e está ao longo do eixo de rotação se o ponto inicial de x está colocado na origem. Aqui temos 
uma aplicação das Fórmulas (16) e (17) ao Exemplo 7. 


Use as Fórmulas (16) e (17) para resolver o problema da parte (b) do Exemplo 7. 
Solução Nesse caso, temos tr(A) = O (verifique), de modo que a Fórmula (17) simplifica para 


у= Ах+А'х+х=(А+А' + Dx 


Tomemos x como o vetor unitário canónico e, = (1, 0, 0) expresso em forma de coluna. Assim, um eixo de 
rotação é determinado pelo vetor 


11 
v=(A+4"+De=|11 
151 


Isso implica que o eixo de rotação passa pelo ponto (1, 1, 1), que é o mesmo resultado obtido no Exemplo 
7. Além disso, como tr(A) = 0, segue de (16) que o ângulo de rotação satisfaz 
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_щ(А)у—1_ 


1 
cosO 2 =; 


que confere com (15). 


Exercícios 6.2 


Nos Exercícios 1 até 4, confirme que a matriz é ortogonal e encontre 
sua inversa. 


| 


| 


Nos Exercícios 11 até 14, use o Teorema 6.1.4 para encontrar a matriz 
canónica da transformação linear dada. 


o 
! 


Bis Bio wia 
aj» aja 
al» A- al 


Nos Exercícios 5 e 6, confirme que a matriz A é ortogonal e determine 
se a multiplicação por A é uma rotação em torno da origem ou uma re- 
flexão numa reta pela origem. Quando apropriado, encontre o ângulo 
de rotação ou o ângulo que a reta faz com o eixo x positivo. 


11. T:R? > R? efetua uma dilatação de razão 3 num vetor, depois re- 
flete esse vetor na reta y = x e finalmente projeta este vetor ortogo- 
nalmente sobre o eixo y. 


12. T: R? > R? reflete um vetor na reta у = — x, depois projeta esse 
vetor ortogonalmente sobre o eixo y e finalmente efetua neste vetor 
uma compressão na direção y de razão L 


13. T: R? — R? projeta um vetor ortogonalmente sobre o plano xz e 
então projeta esse vetor ortogonalmente sobre o plano xy. 


14. T: R? — К? reflete um vetor no plano xy, depois reflete esse ve- 
tor no plano xz e finalmente reflete esse vetor no plano yz. 


Nos Exercícios 15 e 16, esboce a imagem do retângulo de vértices (0, 
0), (1, 0), (1, 2) e (0, 2) pela transformação dada. 


5. (a) A= hi 


» ua 
2 
sofi 


2 


SE ah 
| 
SE st 
LS 
= 
> 
Ш 


ы у 
Е 
= 
жт. 


Nos Exercícios 7 е 8, encontre a matriz canônica do operador linear de 
R dado. 


7. (a) 
(b) 


A contração de razão 1. 

A compressão na direção x de razão i 
A expansão na direção y de razão 6. 

O cisalhamento na direção x de razão 3. 


A dilatação de razão 5. 

A expansão na direção x de razão 3. 

A compressão na direção y de razão і, 
O cisalhamento na direção у de razão 2. 


Nos Exercícios 9 e 10, descreva o efeito geométrico da multiplicação 
pela matriz dada. 


LLL 


9. (a) B 1] 
өр 
d T, 50 
. (a) 0 : 


o] 


A reflexão no eixo x. 
A compressão na direção y de razão i 
O cisalhamento na direção x de razão 3. 


A reflexão no eixo y. 
A expansão na direção x de razão 3. 
O cisalhamento na direção y de razão 2. 


Nos Exercícios 17 e 18, esboce a imagem do quadrado de vértices (0, 
0), (1, 0), (1, 1) e (0, 1) pela multiplicação por A. 


17. wah (| ЕЕ d 


1 02 


20 
e л= | 3] 


mL idi d 

18. (0 A7 | | Das à 
20 
oii 
o; 


19. Use a multiplicagáo matricial para encontrar a reflexáo de (2, 5, 3) 
no plano 


(a) xy (b) xz (с) yz 


20. Use a multiplicação matricial para encontrar a projeção ortogonal 
de (2, 1, 3) sobre o plano 
(a) xy (b) xz (c) yz 


21. Encontre a matriz canônica do operador linear que efetua a rotação 
dada em R’. 
(a) 90? em torno do eixo x positivo. 
(b) 90? em torno do eixo y positivo. 
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(с) —90º em torno do eixo z positivo. 
22. Encontre a matriz canônica do operador linear que efetua a rotação 
dada em R°. 
(a) —90º em torno do eixo x positivo. 
(b) —90? em torno do eixo y positivo. 
(c) 90? em torno do eixo z positivo. 


23. Use a multiplicação matricial para encontrar a imagem do vetor 
(-2, 1, 2) pela rotação dada. 
(a) A rotação por um ângulo de 30º em torno do eixo x positivo. 
(b) A rotação por um ângulo de 45º em torno do eixo y positivo. 
(c) А rotação por um ángulo de —60? em torno do eixo z positivo. 
24. Use a multiplicação matricial para encontrar a imagem do vetor 
(22, 1, 2) pela rotação dada. 
(a) A rotação por um ângulo de 60º em torno do eixo x positivo. 
(b) A rotação por um ângulo de 30º em torno do eixo y positivo. 
(c) A rotação por um ângulo de —45º em torno do eixo z positivo. 


Nos Exercícios 25 e 26, mostre que a matriz representa uma rotação 
em torno da origem de R* e encontre o eixo e o ângulo de rotação 
usando o método do Exemplo 7. 


27. Resolva o problema do Exercício 25 usando o método do Exemplo 8. 
28. Resolva o problema do Exercício 26 usando o método do Exemplo 8. 


29. As projeções ortogonais sobre os eixos x, y e z de um sistema de 
coordenadas retangulares em R° são definidas, respectivamente, por 


Discussão e Descoberta 
DI. Descreva em palavras o efeito geométrico que a multiplicação por 
A tem sobre o quadrado unitário. 
2 0 0 0 
юл o a-[ 9] 


2 0 
© а= |, q 


D2. Encontre a, b e c tais que a matriz 
a $ -4 
b 1 1 
Ye Ye 
e HA A 
é ortogonal. São únicos os valores de a, b е c? Explique. 


D3. Quais condições devem ser satisfeitas por a e b para a matriz 
a+b b-a 
a-b b+a 


ser ortogonal? 


T,(x, y, 2) = (x, 0,0), 

Tx(x, y, 2) = (0,0, 2) 

(a) Mostre que as projeções ortogonais sobre os eixos coordenados 
são operadores lineares e encontre suas matrizes canônicas M,, 
M,eM,. 

(b) Mostre algebricamente que se T : R? — R? é uma projeção or- 
togonal sobre um dos eixos coordenados, então T(x) c x — T(x) 
são ortogonais para qualquer vetor x em А". Ilustre isso com 
um esboço que mostra x, T(x) e x — T(x) no caso em que Té a 
projeção ortogonal sobre o eixo y. 


30. Como mostra a figura dada, o cisalhamento na direção xy de razão 
kem R’ é a transformação linear que move o ponto (x, у, z) parale- 
lamente ao plano xy para a nova posição (x + kz, y + kz, 2). 

(a) Encontre a matriz canônica do cisalhamento na direção xy de 
razão k. 

(b) Defina o cisalhamento na direção xz de razão k e o cisalhamen- 
to na direção yz de razão k. Encontre as matrizes canônicas des- 


Ta(x, y, 2) = (0, y, 0) 


tes cisalhamentos. 
31. Obtenha as matrizes canónicas da Tabela 6.2.6 a partir da Fórmula 
(13). 
z 
(x+ kz, y + kz, 2) 
y y 
x x 


Figura Ex-30 


D4. Sabendo que as matrizes ortogonais preservam a norma, o que pode 
ser dito sobre o autovalor À de uma matriz ortogonal A? 

DS. Em cada parte, considerando propriedades geométricas da multipli- 
cação pela matriz A que corresponde à transformação dada, faça 


uma conjetura sobre os autovetores e autovalores da matriz A. Con- 
firme cada uma de suas conjeturas com cálculos. 


(a) Reflexão na reta y =x. 
(b) Contração de razão 7. 
D6. Encontre a matriz do cisalhamento na direção x que transforma o 


triângulo de vértices (0, 0), (2, 1) e (3, 3) num triângulo retângulo 
com ângulo reto na origem. 


D7. Sabendo que x e y são vetores de R” tais que |x+y| =4 e 
IIx— y [| = 2, o que pode ser dito sobre o valor de x - y? 

D8. Segue da identidade de polarização (4) que se x e y são vetores em 
R'tais que [х + у| = Ix — yll, então ху = 0. Ilustre essa pro- 
priedade geometricamente com uma figura em А. 
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Usando Recursos Computacionais 


T1. Use a Fórmula (13) para encontrar a imagem de x = (1, —2, 5) na ro- T3. Seja 
tação por um ángulo de 8 = 77/4 em torno de um eixo pela origem 
orientado na direção e sentido de u = (2, 3, $). 


T2. Seja 


| 
w min ше 


JN ja ju 


> 
ll 
Ja uin xia 


Use o Teorema 6.2.8 para construir a matriz canônica para a rotação 
por um ángulo de 7/6 em torno de um eixo pela origem orientado 
na direção e sentido de u. 


| 
aja чш lo 
| 


Mostre que A representa uma rotação; use as Fórmulas (16) e (17) 
para encontrar o eixo e o ângulo de rotação. 


Seção 6.3 Núcleo e Imagem 


Nesta seção, discutiremos com mais detalhes a imagem de uma transformação linear e mostraremos que o conjunto de 
vetores que uma transformação linear leva no zero desempenha um papel importante no entendimento do efeito geo- 
métrico que uma transformação tem sobre os subespaços de seu domínio. 


NÚCLEO DE UMA  Sex= ty é uma reta pela origem de R” e se T é um operador linear de R”, então a imagem da reta pela trans- 
TRANSFORMAÇÃO formação T é o conjunto de vetores da forma 
LINEAR T(x) = T(tv) =1T(w) 


Geometricamente, existem duas possibilidades para essa imagem: 


1. Se T(v) = 0, então T(x) = 0 para cada x da reta, de modo que a imagem é o único ponto 0. 


2. Se Т(у) # 0, então a imagem é a reta pela origem determinada por Т(у). 


Tleva L no ponto (ver Figura 6.3.1). Analogamente, se x = f,v, + t,v, é um plano pela origem de R”, então a imagem deste 
Ose Т(у) = 0. plano pela transformação T é o conjunto de vetores da forma 


T(x) = T(tivi + ov2) = 117 (v1) + Т(у) 


Existem trés possibilidades para essa imagem: 


1. Se T(v,) = 0e T(v,) = 0, então T(x) = 0 para cada x do plano, de modo que a imagem é o único 


ponto 0. 
T leva L na reta 
gerada por Т(у) se 2. Ѕе Т(у) #0 е Т(у,) +0 е se Т(у, )е T(v,) não são múltiplos escalares um do outro, então a ima- 
Tv) #0. gem é um plano pela origem. 
Figura 6.3.1 3. Nos demais casos, a imagem é uma reta pela origem. 


A partir dessa discussão, vemos que para entender o efeito geométrico de uma transformação linear, 
precisamos saber alguma coisa sobre o conjunto de vetores que a transformação leva no 0. Esse conjunto 
de vetores é suficientemente importante para ter uma terminologia e notação especiais associadas com ele. 


Definição 6.3.1 Se T: А" — К" é uma transformação linear, então o conjunto de vetores em А" que 


T leva em 0 é denominado o núcleo de T e é denotado por nuc(T). 


EXEMPLO 1 Em cada parte, encontre o núcleo do operador linear de Е dado. 
Núcleos de Alguns Operadores 
Básicos (a) O operador nulo 75(x) = 0x = 0. 
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Figura 6.3.2 


NÚCLEO DE UMA 
TRANSFORMAÇÃO 
MATRICIAL 


EXEMPLO 2 
Núcleo de um 
Operador Matricial 


(b) O operador identidade T, (x) = Іх = х. 
(c) A projeção ortogonal T sobre o plano xy. 
(d) Uma rotação T em torno de uma reta pela origem por um ângulo Ө. 


Solução (a) А transformação leva cada vetor x em 0, de modo que o núcleo é todo R°, ou seja, nuc(T;) = R°. 
Solução (b) Сото Т(х) = х, segue que T,(x) = 0 se, e somente se, x = 0. Isso implica que пис(Т,) = (0). 


Solução (c) A projeção ortogonal sobre o plano xy leva um ponto arbitrário x = (x, y, 2) no ponto (x, y, 
0), de modo que os pontos que são levados em 0 = (0, 0, 0) são aqueles para os quais x = 0 e y = 0. Assim, 
o núcleo da projeção T é o eixo z (Figura 6.3.2). 


Solução (d) О único vetor cuja imagem pela rotação é 0 é o próprio vetor 0, ou seja, o núcleo da ro- 
tação T é (0). ГЫ 


É importante notar que o núcleo de uma transformação linear sempre contém o vetor 0, pelo Teore- 
ma 6.1.3; o próximo teorema mostra que o núcleo de uma transformação linear é sempre um subespaço. 


Teorema 6.3.2 SeT : А" — К" é uma transformação linear, então o núcleo de T é um subespaço de К". 


Prova O núcleo de T é um subconjunto não-vazio pois contém o vetor nulo de А". Para mostrar que é um 
subespaço de R”, precisamos mostrar que é fechado na multiplicação por escalar e na adição vetorial. Pa- 
ra ver isso, sejam u e v dois vetores quaisquer de nuc(7) e seja a um escalar qualquer. Então 


T(au) = aT(u)=a0=0 
de modo que o vetor au está em nuc(T), mostrando que пис(Т) é fechado na multiplicação por escalar. 
Também 


Т(и+ у) = Т(й)+Т(у)=0+0=0 


de modo que o vetor u + y está em nuc(T), mostrando que nuc(T) é fechado na adição vetorial. = 


Se A é uma matriz m x n e Ta: К" — К" é a transformação linear associada, então T (x) = Ax, de modo 
que x está no núcleo de T, se, e somente se, Ax = 0. Assim, obtemos o resultado seguinte. 


Teorema 6.3.3 Se À é uma matriz m x n, então o núcleo da transformação linear associada é o es- 
paço-solução de Ax = 0. 


Na parte (c) do Exemplo 1 mostramos que o núcleo da projeção ortogonal de R’ sobre o plano xy é o eixo z. 
Isso também pode ser deduzido do Teorema 6.3.3 considerando a matriz canônica dessa projeção, a saber, 


100 
Ax [01 10 
000 
É evidente a partir dessa matriz que uma solução geral do sistema Ax = 0 é 
x=0, y=0, z=t 


que são equações paramétricas do eixo z. E 


Existem muitas instâncias na Matemática em que um objeto tem nomes distintos para enfatizar dis- 
tintos pontos de vista. No presente contexto, por exemplo, o espaço-solução de Ax = 0 e o núcleo de T, 
são realmente a mesma coisa e a escolha de terminologia depende de querermos enfatizar sistemas linea- 
res ou transformações lineares. Uma terceira possibilidade é considerar esse subespaço como um objeto 
associado com a matriz А e não com o sistema Ax = 0 ou a transformação T,; a definição a seguir enfati- 
za esse ponto de vista. 
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Definição 6.3.4 Se A é uma matriz m x n, então o espaço-solução do sistema linear Ax = 0 ou, equi- 
valentemente, o núcleo da transformação Т,, é denominado o espaço nulo da matriz А, que também é 


denotado por nuc(A). 


EXEMPLO 3 Encontre o espaço nulo da matriz 


Encontrando o Espaço 
Nulo de uma Matriz i Ga Фф 72 0 
an [2 6-52 4 53 
"Bison 15 a0 20: 45 
2 16 10 & 4 18 


Solução  Resolveremos o problema exibindo um conjunto de vetores que gera o subespago. O espaço nu- 
lo de A é o espaço-solução de Ax = 0, de modo que o problema dado equivale a resolver este sistema li- 
near. As contas já foram feitas no Exemplo 7 da Seção 2.2, onde mostramos que o espaço-solução consis- 
te em todas combinações lineares dos vetores 


-3 -4 -2 
1 0 0 
у= » ‚ № = 2 ‚ Уз = o 
0 1 0 
0 0 1 
0 0. 0. 
Assim, nuc(A) = ger(V,, Va, Vs). = 


No começo desta seção, mostramos que uma transformação linear T : А" — А" leva uma reta pela 
origem ou numa outra reta pela origem ou no único ponto 0, e também mostramos que leva um plano pe- 
la origem ou num outro plano pela origem, ou numa reta pela origem ou no único ponto 0. Em todos ca- 
sos, a imagem é um subespaço, o que permite prever o seguinte teorema. 


Teorema 6.3.5 5еТ: К" — К" é uma transformação linear, então T leva subespaços de К" em su- 
bespaços de R”. 


Prova Sejam S um subespaço qualquer de R" e W = T(S) sua imagem por T. Devemos mostrar que W é 
fechado na multiplicação por escalar e na adição vetorial, ou seja, devemos mostrar que se u e v são quais- 
quer vetores em W e se a é um escalar qualquer, então au e и + v são imagens por T de vetores de S. Para 
encontrar vetores com essas imagens, suponhamos que u e v sejam as imagens dos vetores це v; em S, 
respectivamente, ou seja, que 


u = T (uo) e у = Т(у) 


Como 5 é um subespaço de R”, sabemos que 5 é fechado na multiplicação por escalar e na adição vetori- 
al, de modo que au, e u, + v, também são vetores de S. Esses são os vetores que estamos procurando, pois 


тац) = aT(u,) =а e Tu, + v,) = Tu) + Tiv) - uv 


o que mostra que au e u + v são imagens de vetores em S. п 


IMAGEM DE UMA Agora vamos trocar nosso enfoque do núcleo рага a imagem de uma transformação linear. A definição se- 
TRANSFORMAÇÃO guinte é uma reformulação da Definição 6.1.1 para o contexto de transformações. 
LINEAR 


Definição 6.3.6 Se T: R" — К" é uma transformação linear, então a imagem de T, denotada por 
im(T), é o conjunto de todos vetores em R” que são imagem de pelo menos um vetor em R”. Dito de ou- 


tra maneira, im(7) é a imagem do domínio R” pela transformação T. 
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EXEMPLO 4 


Imagens de Alguns 
Operadores Básicos de А? 


(х, у, 2) 


x 
Figura 6.3.3 


IMAGEM DE UMA 
TRANSFORMAÇÃO 
MATRICIAL 


EXEMPLO 5 
Imagem de um 
Operador Matricial 


Descreva a imagem dos seguintes operadores lineares de R. 
(a) O operador nulo Т/х) = 0x = 0. 
(b) O operador identidade T (x) = Ix = x. 
(c) A projeção ortogonal T sobre o plano xy. 
(d) Uma rotação T em torno de uma reta pela origem por um ángulo Ө. 


Solução (a) Essa transformação leva cada vetor em К no vetor 0, de modo que im(T,) = (0). 


Solução (b) Essa transformação leva cada vetor em si mesmo, de modo que cada vetor em А? é a ima- 
gem de algum vetor. Assim, im(T,) = R°. 


Solução (c) Essa transformação leva um ponto arbitrário x = (x, y, z) em (x, y, 0), de modo que a imagem 
consiste em todos pontos com componente z nulo. Geometricamente, im(7) é o plano xy (Figura 6.3.3). 


Solução (d) Cada vetor em R é a imagem de algum vetor pela rotação T. Por exemplo, para encontrar 
um vetor cuja imagem é x, giramos x em torno da reta por um ângulo — e obtemos um vetor w; a imagem 
de w, quando girada por um ángulo 6, é x. Assim, im(T) = К. Г 


A imagem de uma transformação linear Т: R” — К" pode ser vista como a imagem de А" por T, de 
modo que segue como um caso especial do Teorema 6.3.5 que a imagem de T é um subespaço de R”. Isso 
é consistente com os resultados do Exemplo 4. 


| Teorema 6.3.7 ЅеТ: К" —> К" é uma transformação linear, então im(T) é um subespago de К". 


Se A é uma matriz m x ne Та: К" — К" é a transformação linear associada, então Т (x) = Ax, de modo 
que um vetor b em R” está na imagem de T, se, e somente se, existe um vetor x tal que Ax = b. Dito de ou- 
tra maneira, b está na imagem de T, se, e somente se, o sistema linear Ax = b é consistente. Assim, o Teo- 
rema 3.5.5 implica o seguinte resultado. 


Teorema 6.3.8 Se A é uma matriz m X n, então a imagem da transformação linear associada é o es- 
paço-coluna de A. 


Se Ta: К" — К" é a transformação linear associada à matriz A, então a imagem de T, e o espaço- 
coluna de A são o mesmo objeto de pontos de vista diferentes, o primeiro enfatizando a transformação e o 
segundo, a matriz. 


Na parte (с) do Exemplo 4 mostramos que a imagem da projeção ortogonal de R° sobre o plano xy é o pla- 
no xy. Isso também pode ser deduzido do Teorema 6.3.8 considerando a matriz canônica desta projeção, a 
saber, 


100 
А= |010 
ооо 


A imagem da projeção é о espaço-coluna de А, que consiste em todos vetores да forma 


10 0) |х 1 0 0 х 
Ах= |010 у | =х|0| +у|1| +210 | = |у 
0001 [ж 0 0 0 0 


Assim, а imagem da projeção, em notação de ênuplas, é o conjunto dos pontos da forma (х, у, 0), que é o 
plano xy. = 


Em muitos tipos de problemas é importante saber determinar se um dado vetor b de R” está na ima- 
gem de uma transformação linear Т: К" > К". Se A é a matriz canónica de Т, então esse problema se re- 
duz a determinar se b está no espaço-coluna de A. Aqui temos um exemplo. 
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EXEMPLO 6 
Espaço-Coluna 


QUESTÕES DE 
EXISTÊNCIA E 
UNICIDADE 


A imagem é R”, portanto, 
cada vetor em R" é a 
imagem de pelo menos 


um vetor em R”. 


Figura 6.3.4 


Suponha que 
1 -8 -7 -4 8 
A-|2-3-1 S|eb=|-10 
э 2 S HM —28 


Determine se b está no espaço-coluna de A e, se estiver, expresse-o como uma combinação linear dos ve- 
tores-coluna de A. 


Solução О problema pode ser resolvido determinando se o sistema Ах = b é consistente. Se a resposta é 

sim”, então b está no espaço-coluna, e os componentes de qualquer solução x podem ser usados como 
coeficientes da combinação linear procurada; se a resposta é “não”, então b não está no espaço-coluna de 
A. Deixamos a cargo do leitor confirmar que a forma escalonada reduzida por linhas da matriz aumentada 
do sistema é 


1 0 1 4-8 


A partir dessa matriz, podemos ver que o sistema é consistente e deixamos a cargo do leitor mostrar que 
uma solução geral é dada por 
x=-8-s-4, x=-2-s-t, 


ху=5, X,—l 


Como os parâmetros s e t são arbitrários, existem infinitas maneiras de expressar b como combinação li- 
near dos vetores-coluna de A. Uma maneira particularmente simples de obter isso é tomar s = 0 e 1=0, o 


que acarreta x, = —8, x2 = —2, x3 = 0, x, = 0 Isso fornece a combinação linear 
8 1 -8 -7 —4 
b=|-10|=-8|2|-2|-3|+0|-1|+0]| 5 
—28 3 2 5 14 


É instrutivo também expressar b como combinagáo linear dos vetores-coluna de A de maneiras diferentes, 
tomando valores diferentes para os parámetros s e t. a 


Existem muitos problemas nos quais nos preocupamos com as seguintes questóes sobre uma transforma- 
ção linear Т: R” — К": 
+ A Questão da Existência É cada vetor em R” a imagem de pelo menos um vetor em К", ou seja, 
éa imagem de T todo R”? (Ver o diagrama esquemático na Figura 6.3.4.) 


• A Questão da Unicidade Podem dois vetores diferentes em R” ter a mesma imagem em AR"? (Ver 
o diagrama esquemático na Figura 6.3.5.) 


— 18" К" к" 
Bb" к" к" к" к" 
o 4 
=- 
ў. Ха EU A 
Imagem Imagem TT 
дет --- Fy der К а — Шш 


A imagem não é todo R”, 
portanto, existem vetores 
em R” que não são imagem 
de qualquer vetor em R”. 


Existem vetores distintos 
em R” que têm a mesma 
imagem em R”. 


Vetores distintos em R” 
têm imagens distintas 
em А". 

Figura 6.3.5 


A terminologia a seguir se refere a essas questóes. 


Definição 6.3.9 Ота transformação Т: R” — К" é dita sobrejetora ou, simplesmente, sobre, se sua ima- 
gem é todo o contra-domínio R”, ou seja, se cada vetor em R” é a imagem de pelo menos um vetor em R”. 
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EXEMPLO 7 
Injetora e Sobre 


EXEMPLO 8 
Nem Injetora 
nem Sobre 


EXEMPLO 9 
Injetora mas 
Não Sobre 


EXEMPLO 10 
Sobre mas 
Não Injetora 


INJETOR E SOBRE DO 
PONTO DE VISTA DE 
SISTEMAS LINEARES 


Definição 6.3.10 Uma transformação Т: К" — К" é dita injetora se T leva vetores distintos de R” 
em vetores distintos em R”. 


Em geral, uma transformação pode ter ambas, nenhuma, ou só uma das propriedades dessas duas de- 
finições. Aqui temos alguns exemplos. 


Seja Т: R? > К? o operador de rotação que gira cada vetor do plano xy em torno da origem por um ángu- 
lo 6. Esse operador é injetor porque girando vetores distintos pelo mesmo ângulo produz vetores distintos 
e é sobre porque cada vetor x em R° é a imagem de algum vetor w pela rotação (gire x pelo ángulo —9 pa- 
ra obter w). = 


Seja Т: R? — К? a projeção ortogonal sobre o plano xy. Esse operador não é injetor porque pontos distin- 
tos sobre qualquer reta vertical são levados no mesmo ponto no plano xy e não é sobre porque sua imagem 
(o plano xy) não é todo R°. п 


Seja Т: R? — К? atransformação linear definida pela fórmula T(x, у) = (х, y, 0). Para mostrar que essa trans- 
formação é injetora, considere as imagens de dois pontos x, = (ху, yi) e х = (x2, уз). Se T (x1) = Т(х›), 
então (xi, yi, 0) = (х2, у, 0), que implica x, = y, e x, = у,. Assim, se xı É xo, então T (xi) Æ T(x>), oque 
significa que T leva vetores distintos em vetores distintos. A transformação não é sobre porque sua imagem 
não é todo R”. Por exemplo, não existe vetor em R” que seja levado em (0, O, 1). " 


Seja Т: R? — R? а transformação linear definida pela fórmula T(x, y, 2) = (x, y). Essa transformação é sobre 
porque cada vetor w = (x, y) em R? é a imagem de pelo menos um vetor em R’; de fato, é a imagem de cada 
vetor x = (x, y, 2) cujos dois primeiros componentes são iguais aos de w. A transformação não é injetora por- 
que dois vetores distintos da forma x, = (x, y, Z,) e X, = (x, y, z;) são levados no mesmo ponto (х, y). н 

O próximo teorema estabelece uma relação importante entre o núcleo de uma transformação linear 
ea propriedade de ser injetora. 


Teorema 6.3.11 
equivalentes. 


Se T: R" — К" é uma transformação linear, então as seguintes afirmações são 


(a) Té injetora. 
(b) nuc(T) = (0). 


Prova (а) = (b) Seja T injetora. Como T é linear, sabemos que T(0) = 0 pelo Teorema 6.1.3. O fato de 
ser injetora implica que x = 0 é o único vetor tal que T(x) = 0, de modo que nuc(T) = (0). 


Prova (b) => (a) Seja nuc(T) = (0). Para provar que T é injetora, vamos provar que se X; # X» então 
T (x1) Æ T(x2). Mas se x, Æ x2, então х — x; Æ 0, o que significa que x, — x» não está em nuc(T). Se- 
gue que 

T(x хо) = T(xi) - T(x)) #0 


Assim, T(x1) £ T(x). Е 


Se A éuma matriz m x ne T4: К" — R” é a transformação linear associada, então Т,(х) = Ax. Assim, di- 
zer que nuc(T,) = (0) (ou seja, que T, é injetora) é o mesmo que dizer que o sistema linear Ax = 0 tem so- 
mente a solução trivial. Também, dizer que T, é sobre é o mesmo que dizer que para cada vetor b em R” 
existe pelo menos um vetor x em R” tal que Ax = b. Isso estabelece os seguintes teoremas. 


Teorema 6.3.12 Se A é uma matriz m x n, então a transformação linear Ta: К" — К" associada ё 
injetora se, e somente se, o sistema linear Ax = 0 tem somente a solução trivial. 


Teorema 6.3.13 Se A é uma matriz m x n, então a transformação linear Ta: К" — К" associada é 
sobre se, e somente se, o sistema linear Ax = b é consistente para cada vetor b em R”. 
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EXEMPLO 11 
Aplicando Espaços “Maiores” 
em Espaços “Menores” 


EXEMPLO 12 
De Novo os Exemplos 7 e 8 


UM TEOREMA DE 
UNIFICAÇÃO 


EXEMPLO 13 


De Novo os Exemplos 7 e 8 
Usando Determinantes 


Seja Т: К" > К" uma transformação linear e suponha que n > m. Se A é a matriz canônica de T, então o 
sistema linear Ax = 0 tem mais incógnitas do que equações e, portanto, possui soluções não-triviais. Se- 
gue pelo Teorema 6.3.12 que T não é injetora e, portanto, mostramos que se uma transformação matricial 
leva um espaço R” de dimensão maior num espaço R” de dimensão menor, então devem existir pontos dis- 
tintos de R” que são levados no mesmo ponto de R”. Por exemplo, a transformação linear 


Т(х\, X2, хз) = (Х| + X2, X1 — Хз) 


leva o espaço Е de dimensão maior no espaço К? de dimensão menor, de modo que pode ser concluído, 
sem fazer conta alguma, que T não é injetora. Га] 


Observamos anteriormente nesta seção que uma transformação linear T : К" — К" pode ser injeto- 
ra e não sobre ou pode ser sobre e não ser injetora (Exemplos 9 e 10). O próximo teorema mostra que no 
caso especial em que T é um operador linear, as duas propriedades caminham juntas, ambas valendo ou 
nenhuma valendo. 


Teorema 6.3.14 Se T: А" — К" éum operador linear de К", então T é injetor se, e somente se, Т 


é sobre. 


Prova Seja А a matriz canônica de T. Pelas partes (d) e (e) do Teorema 4.4.7, o sistema Ax = 0 tem so- 
mente a solução trivial se, e somente se, o sistema Ax = b é consistente para cada vetor b em А". Para com- 
pletar a prova, basta combinar isso com os Teoremas 6.3.12 e 6.3.13. = 


Vimos nos Exemplos 7 e 8 que uma rotação em torno da origem em R? é tanto injetora quanto sobre e que a 
projeção ortogonal sobre o plano xy em К não é nem injetora nem sobre. O “tanto, quanto” e o “nem, nem” 
são consistentes com o Teorema 6.3.14, pois rotações e projeções são ambos operadores lineares. ш 


No Teorema 4.4.7 coletamos a maioria dos principais conceitos desenvolvidos até aquele ponto no texto. 
Os Teoremas 6.3.12, 6.3.13 e 6.3.14 nos permitem acrescentar mais dois resultados àquele teorema. 


Teorema 6.3.15 Se A é uma matriz n x n e T, é o operador linear de К" associado, então as seguin- 
tes afirmações são equivalentes. 

(a) A forma escalonada reduzida por linhas de A é I,. 

(b) A pode ser expressa como um produto de matrizes elementares. 

(с) Aé invertível. 

(d) Ax = 0 tem somente a solução trivial. 

(е) Ax =b é consistente para cada vetor b de К". 

(f) Ax = b tem exatamente uma solução para cada vetor b de К". 

(g) Os vetores-coluna de A são linearmente independentes. 

(h) Os vetores-linha de A são linearmente independentes. 

(i) det(A) +0. 

() А= 0 não é um autovalor de A. 

(k) T, é injetor. 
T, é sobrejetor. 


О fato de uma rotação de А? ser tanto injetora quanto sobre pode ser estabelecido algebricamente mostran- 
do que o determinante de sua matriz canônica é não-nulo. Isso pode ser confirmado usando a Fórmula (16) 
da Seção 6.1 para obter 


cosg —senó 


e senÜ соѕ0 


= cos? 0 + ѕеп20 =1 #0 
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O fato da projeção ortogonal de R° sobre o plano xy não ser nem injetora nem sobre pode ser estabelecido 
mostrando que o determinante de sua matriz canônica A é nulo. Isto de fato ocorre, pois 


Exercícios 6.3 


Nos Exercícios 1 e 2, encontre o núcleo e a imagem de T sem fazer 
quaisquer contas. Quais transformações são injetoras? E quais são so- 
brejetoras? 


1. (а) Té a projeção ortogonal de R° sobre o eixo x. 
(b) Té a projeção ortogonal де R' sobre o plano yz. 
(с) Т: К° — К? éa dilatação T(x) = 2x. 

(d) Т: К° — К? éa reflexão no plano xy. 


2. (a) Té a projeção ortogonal de R° sobre o eixo y. 
(b) Té a projeção ortogonal de R' sobre o plano xz. 
(с) Т: К° — К? ва contração T (x) = ix. 
(d) T: К? — R? é a rotação em torno do eixo z por um ângulo de 
л/4. 


Nos Exercícios 3 até 6, encontre o núcleo da transformação linear cu- 
ja matriz canônica é A, expressando-o como o espaço gerado por um 
conjunto de vetores. 


1 D O 2 

3. Am | ] 4 4=|2 1 -1 
22 1-1 7 
IE 241 

5. А= y" E : 6. А= 1-7 4 
3 4 -3 


Nos Exercícios 7 e 8, monte c resolva um sistema linear cujo espaço- 
solução é o núcleo de T, e expresse o núcleo como o espaço gerado por 
algum conjunto de vetores. 


7. T:R? SRTA, y z) = (x-z, y -z xy, xt yz) 


8. T:R? >R; T(x, у, 2) = (x +2y +z,x — y +z) 


Nos Exercícios 9 e 10, determine se b está no espaço-coluna de A; se es- 
tiver, expresse-o como uma combinação linear de vetores-coluna de A. 


120 1 
9. (а) A=|-2 2 1|;b=|1 
т 1 
120 3 
(D A=|-2 2 1|;b=|-1 
181 8 


3-2 d 35 
10. (a) A=|1 4 5 -3|;b=|1 
O Uu k 
з= dx 4 
©) А= |1 4 5 -3|;b- 


= а 


1 1-1 


Nos Exercícios 11 e 12, determine se w está na imagem do operador 
linear T. 


11. Т: К; T(x, у, 2) = (2x — y, x +z, y — 2); 
w = (3,3,0) 


12. T:R? — RS T(x, у, 2) = (œ — y,x + y +z, x +22); 
w=(1,2,-1) 


Nos Exercícios 13 até 16, encontre a matriz canônica do operador li- 
near definido pelas equações dadas e determine se o operador é injetor 
e/ou sobrejetor. 


14. ш = 8x; + 4x; 
w = 2х + » 


13. ш; 22x, — 3x; 
иэ = х + x 
15. и — —x; + 3x2 + 2x3 16. w = x; + 2х + Зхз 
ш; = 2x + 4x3 w = 2х; + 5x, + 3x3 
w= xı + 3х + бхз w= x + 8хз 


Nos Exercícios 17 e 18, mostre que o operador linear definido pelas 
equações dadas não é sobrejetor e encontre um vetor que não esteja na 
imagem. 


w= х—2х;+ x 
18. w=53x-— x2+3x3 
шз = 4х + х + 2х3 


17. ш, 24x, — 2x; 
и» = 24 — x 


19. Determine se a multiplicação por 4 é uma transformação lincar 


injetora. 
ee 1 2 3 
@a=|2 0 © TE А 3 
3 -4 


20. Determine se as transformações lineares no Exercício 19 são sobre- 
jetoras. 


21. Considere o sistema linear Ax = b dado por 
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01-22 31| bi 

2. 4 6 =2]]2]=]b; 

$ 093 3l? b; 
Xy 


(a) Quais condições devem satisfazer b,, b, e b, para esse sistema 
ser consistente? 


Discussáo e Descoberta 


D1. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 
sua resposta. 
(a) Sea transformação linear Т: R^ — R" € injetora e T(u — v) — 0, 
então u = v. 
(b) Se a transformação linear T : R" — К" é sobrejetora e T(u — v) 
=0, entáo u = v. 
(c) Se det(A) = 0, então T, não é nem injetora nem sobrejetora. 


(d) Se T: А" — К” não é injetora então nuc(T) contém uma infi- 
nidade de vetores. 


(e) Os cisalhamentos de Ё são operadores lineares injetores. 


Trabalhando com Provas 


P1. Prove que se À e B são matrizes n X n e x está no espaço nulo de B 
então x está no espaço nulo de AB. 


Usando Recursos Computacionais 


Т1. Considere a matriz 
t =з 7 1 3 


ды! SS DE 9! € Ф-2 
“|4 3 81 -s 2 
п 0-2 4 10-1 


(a) Encontre o núcleo de A e expresse-o como o espaço gerado por 
um conjunto de vetores. 

(b) Determine se o vetor w = (5, -2, —3, 6) está na imagem da 
transformação linear 7,. Se estiver, obtenha um vetor cuja ima- 
gem por Т, é w. 


(b) Use o resultado da parte (a) para expressar a imagem da trans- 
formação linear Т, como uma combinação linear de um con- 
junto de vetores linearmente independentes. 

(c) Expresse o núcleo de T, como uma combinação linear de um 
conjunto de vetores linearmente independentes. 


D2. Seja a um vetor fixado em R’. É verdade que a fórmula T(v) =а X v 
define um operador linear injetor de R^? Explique seu raciocínio. 


D3. Se A é uma matriz m X n e se o sistema linear Ах = b é consistente 
para cada vetor b de R”, o que pode ser dito sobre a imagem de 
Ta: К" > R") 


D4. Se x = tv é uma reta pela origem de R” e se у, é um vetor não-nulo 


de R^, é verdade que existe um operador linear de А" que leva a reta 
x = ty sobre a reta x = v; + tv? Explique seu raciocínio. 


T2. Considere a matriz 


Bs cor 5 
4 m" 4 4 
Am Dea q 
@=@& m 2 


Mostre de três maneiras diferentes que o operador T, : R'— R' é so- 
brejetor. 


Seção 6.4 Composição e Invertibilidade de 
Transformações Lineares 


Nesta seção, investigaremos problemas que envolvem duas ou mais transformações lineares executadas em série e 
exploraremos as relações entre a invertibilidade de uma matriz A e as propriedades geométricas do operador linear 


associado. 


COMPOSIÇÕES DE 
TRANSFORMAÇÕES 
LINEARES 


Existem muitas aplicações nas quais uma sequência de transformações lineares é aplicada em sucessão, 
cada transformação agindo sobre a saída da transformação anterior; por exemplo, uma rotação seguida de 
uma reflexão, seguida de uma projeção. Nosso primeiro objetivo nesta seção é mostrar como combinar 


uma sucessão de transformações lineares numa única transformação linear. 
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Se T,:R" —» R* e Т: R* — К" são transformações lineares nas quais o contra-domínio de T, é 
igual ao domínio de T, , então para cada x em А" podemos primeiro calcular Т,(х) para produzir um vetor 
em R' e então calcular Т,(Т,(х)) para produzir um vetor em А". Assim, aplicando primeiro T, e depois apli- 
cando Т, na saída de Т, obtemos uma transformação de R” em А". Essa transformação, que é denomina- 
da a composição de T, com T,, é denotada por T, o Т, (leia “Т, bola Т,”), ou seja, 


(To o Ti) (6) = (Т (х) (1) 


~ RÉ к" 


s (Т›° Tj) = TT (9) 


Figura 6.4.1 


O próximo teorema mostra que a composição de transformações lineares é também uma transfor- 
mação linear. 


Teorema 6.4.1 Se Ti: К" — R* e Т: RF — К" são ambas transformações lineares, então 


(Т o Tı): R” — К" também é uma transformação linear. 


Prova Рага provar que a composição 72 о Т é linear, precisamos mostrar que essa transformação é adi- 
tiva e homogênea. Para isso, sejam u e v vetores quaisquer em R” e a um escalar. Então segue de (1) e da 
linearidade de T, e de T, que 


(Tə o Tu + v) = Т›(Т\(и + v)) = P(T (u) + Ti(v)) 
= T(Ti(u)) + (TM) 
= (To о Ty)(u) + (оТ) (у) 
provando a aditividade. Também 
(ТоТ) (au) = TT (au)) = T,(aT,(u)) = aT,(T,(u)) = aT; T, Ju) 
provando a homogeneidade. ш 


Agora vamos considerar como a matriz canônica da composição de duas transformações lineares es- 
tá relacionada com as matrizes canônicas das transformações individuais. Para isso, sejam [7] a matriz 
canónica de T, : К" — R' e [T,] a matriz canónica de Т,: Ré — R". Assim, para cada vetor unitário canôni- 
co e, em А" temos 


(7; o Ti)(e;) = Т(Т(е)) = TTM Je) = [7217 Je) = (72171 De; 


que implica que [T,][T,] é a matriz canónica de T;^ T, (por qué?). Portanto, mostramos que 
[T о 73] = [Т›][Т\] (2) 


Assim, a matriz canônica da composição de duas transformações lineares é o produto de suas matrizes 
canônicas na ordem apropriada. 

A Fórmula (2) pode ser expressa de uma forma alternativa que é útil quando utilizamos letras espe- 
cíficas para as matrizes canônicas: se A é a matriz canônica da transformação linear T, : R">R'eBéa 
matriz canônica da transformação linear T; : R* — R”, então a Fórmula (2) afirma que BA é a matriz canó- 
nica de T,º T, ou seja, 


Tp o ТА = ТвА (3) 


Resumindo, temos a seguinte interpretação funcional da multiplicação matricial. 
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Teorema 6.4.2 SeA é uma matriz k x n e B é uma matriz m x k, então a matriz BA de tamanho m x 


néa matriz canônica da composição da transformação linear associada a B com a transformação li- 
near associada a A. 


EXEMPLO 1 Sejam 7; : R? > R? a rotação em torno da origem de R pelo ângulo Ө, e 7; : R? — R? a rotação em torno 
Composição de da origem pelo ángulo 0,. As matrizes canônicas dessas rotações são 
Rotações em R^ 
cosÜj — sexi ГЕ = e>] 
е А, = 


dal жо cos 6, sen&  созб› (4) 


A composição 
(Т о T)(x) = (Т, (0) 


primeiro gira x pelo ángulo 6, e depois gira 7, (x) pelo ângulo 8,, de modo que a matriz canônica de T,ºT, 


deve ser 
Rig [ы +02) —sen(0, Mel 
7757 | sen(9, +02) — cos(6; +02) (5) 
Para confirmar que isso ocorre, vamos aplicar a Fórmula (2). Por essa fórmula, a matriz canônica de 
Т, oT¡é 
:3 cosh —sen cosÓ, —senó, 
Ro, Ro, = ped per pes pe 
E cos 0, cos 0, — sen 6, sen Ө — cos sen Ө — sen 6» cos6, 
— | sen6,cos 0; + cos Ө sen9; — sen 6) sen Ө + cos 6» cos 6 
Е е; +6) – ѕеп(ө + ed 
- Lsen(@i+0) — cos(8, + 02) 
que confere com (5). ш 


А luz do Exemplo 1, poderíamos ser levados a pensar que a composição de duas reflexões de К? é 
também uma reflexão. O próximo exemplo mostra que isso jamais ocorre, pois a composição de duas re- 
flexões em retas pela origem de R^ é sempre uma rotação em torno da origem. 


EXEMPLO 2 Pela Fórmula (18) da Seção 6.1, as matrizes 
Composição 
de Reflexbes Ho = cos 201 sen 26; é s cos 26; sen 
sen20, —cos20, sen20, —cos 20; 


representam reflexões em retas pela origem de R? que fazem ángulos 0, e Ө, com o eixo x, respectivamen- 


te. Assim, se primeiro refletimos na reta que faz um ángulo de 6, e depois refletimos na reta que faz um 
ángulo 6,, entáo obtemos um operador linear cuja matriz canónica é 


cos 20; sen 202] [cos 26, sen 26, 
sen 29, —cos26;| | sen20; — соѕ 201 


_ [cos 26; cos 26, + sen 26; ѕеп 20) cos 26; sen 26, — sen 26, cos 26, 
— | sen28,c0s 26, — соѕ 20, ѕеп 20) sen 29; sen 29, + cos 20, cos 26, 


B |58 — 201) —sen(26; — al 


Hs, Ho, = 


sen(20; — 201) — cos(26; —261) 


Comparando essa matriz com a matriz Rg da Fórmula (16) da Seção 6.1, vemos que essa matriz represen- 
ta uma rotação em torno da origem por um ángulo de 20, — 20,. Assim, mostramos que 


Ho, Ho, = Ков) 
Esse resultado é ilustrado na Figura 6.4.2, = 
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0-20, +а 


ais | 0=2(0,-28, +0)+2(0, - а) = 26,20, | 


OBSERVAÇÃO Nos dois últimos exemplos, vimos que em А? a composição de duas rotações em torno da 
origem ou de duas reflexões em retas pela origem produz uma rotação em torno da origem. Poderíamos 
ter antecipado isto pelo Teorema 6.2.7, pois uma rotação é representada por uma matriz ortogonal de de- 
terminante +1 e uma reflexão por uma matriz ortogonal de determinante —1. Assim, o produto de duas ma- 
trizes de rotação ou de duas matrizes de reflexão é uma matriz ortogonal de determinante +1 e, portanto, 
representa uma rotação. 


EXEMPLO 3 (a) Encontre a matriz canónica do operador linear de R° que primeiro efetua um cisalhamento na di- 


A Composição Não é uma reção x de razão 2 e depois reflete na reta y = x. 

Operação Comutativa 

(b) Encontre a matriz canónica do operador linear de R° que primeiro reflete na reta y = x e depois 
efetua um cisalhamento na direção x de razão 2. 


Solução Sejam A, e A, as matrizes canônicas do cisalhamento e da reflexão, respectivamente. Pelas Ta- 
belas 6.2.3 e 6.1.1 temos que 


12 01 
ashi S м= |, ol 


Assim, a matriz canônica do cisalhamento seguido da reflexão é 


[ollo il-f a] 


e a matriz canônica da reflexão seguida do cisalhamento é 


alo = o) 


Como as matrizes 4,4, e A, A, não são iguais, vemos que o cisalhamento seguido da reflexão é diferente 


da reflexão seguida do cisalhamento (Figura 6.4.3). " 
y y 
Cisalhamento (3,1) 
(1,1) Reflexão na na direção 
retay=x xcomk=2 
x x 
y 
Cisalhamento 
na direcáo Reflexào na 
(, 1) xcomk = 2 retay=x 


х 


Figura 6.4.3 


OBSERVAÇÃO Se Т, е Т, são operadores lineares cujas matrizes canônicas são A e B, então segue de (3) 
que 74075 = TgoT4 se, e somente se, AB = BA. Assim, a composição de operadores lineares é a mesma 
em qualquer ordem se, e somente se, suas matrizes canônicas comutam. 
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composições 
DE TRÊS OU MAIS 


A composição pode ser definida para três ou mais transformações lineares quando os domínios e contra- 
domínios combinam corretamente. Mais especificamente, se 


(1, 9 7 TOW = 10:009) © 


i o Ta o Ti) = (DIST o 


Também, denotando por A, B e C as matrizes canônicas das transforma- 


TRANSFORMAÇÕES TIRAR, TORRE, TIRAR 
LINEARES 
então definimos a composição (Ts o Т; о Ti): А" — К" рог 
Nesse caso, o análogo da Fórmula (2) é 
A Álgebra Linear na História 


As seguintes comunicações entre o astronauta Gus Gris- 
som e о Centro de Controle do Projeto Mercúrio, tratando 
de problemas de guinada, arfagem e rolagem, foram gra- 
vadas durante o vôo orbital da nave espacial denominada 
Liberty Bel em 21 de julho de 1961. O tempo está indicado 
ет (minutos:segundos) a partir da decolagem. 
Controle (0:01): “Decolagem" 

Nave (0:03): "Recebido e entendido... о relógio está fun- 
cionando. 

Controle (0:08): "Ato e bom som” 

Nave (0:11): "Ok." 

Controle (00:36,5):"..guinada 8Blgraus) a trajetória está 
boa” 


Nave (039): "Recebido e entendido... parece em ordem.” 
Controle (2:425): "..separacio da cápsula; iniciando revi- 
ravolta.. 


Nave (3:02): "em altitude orbital; aumentando a veloci- 
dade de guinada. Ok, 40... Espere um pouco, perdi alguma 
rolagem em algum lugar...” 

Controle (3:10,5) "Recebido e entendido, você deve ten- 
tar comando manual.” 

Nave (3:15,5) “Ok, consegui recuperar a rolagem.” 
Nave (3:24,5): ”... estou com dificuldades com... controle 
manual” 

Controle (3:28): “Recebido e entendido." 

Nave (3:31): "Se eu conseguir estabiliza aqui... todos os 
eixos estão funcionando.” 

Controle (3:36): “Recebido e entendido. Entendo que о 
controle manual está bem." 

Nave (3:405): "Recebido e entendido. É que está meio de- 
vagar, mais do que esperava.” 

Nave (351.5); "Ok, voltando na arfagem. Estou um pouco 
atrasado aqui.” 

Controle (3575): “Recebido e entendido, Gus, alto e bom 
som" 

Os problemas de controle foram resolvidos e o resto do 
vôo foi sem maiores problemas até a amerissagem, quan- 
do a escotilha da cápsula abriu prematuramente, inundan- 
do a cápsula e о traje espacial do astronauta. Grissom qua- 
se afogou e a cápsula afundou 5 quilômetros, permane- 
cendo no solo do oceano até 1999, quando foi recuperada. 
O astronauta Grissom morreu em 1967 num incêndio trá- 
ico ocorrido durante um ensaio de contagem regressiva 
do Projeto Apollo. 


bes lineares Т, T, € T, respectivamente, então o análogo da Fórmula 
Oé 


Te oTa o Ta = Tesa в) 


As extensões de (6), (7) e (8) para quatro ou mais transformações lineares 
deveriam ser evidentes. 


EXEMPLO 4 Encontre a matriz canônica do operador linear 
Componição deite Т: R? — R? que primeiro gira um vetor em torno do 

Талан. eixo z por um ângulo б, depois reflete o vetor resul- 
tante no plano yz e então projeta aquele vetor ortogo- 
nalmente sobre o plano xy. 
Solução О operador T pode ser expresso como a composição 

Т = ТсоТьоТа = Tem 


onde A, В e C são as matrizes canônicas da rotação, reflexão e projeção, 
respectivamente. Essas matrizes são 


оё -send O -1 0 6 100 
A=|sen6 œe 0|. B=| 010), c=|0 10 
o о 1 901 000 


(verifique) e portanto a matriz canónica de Té 


= ПШ 9 


Em muitas aplicações, um objeto está sujeito а uma sucessão de ro- 
дез em torno de diferentes eixos pela origem. O próximo teorema fun- 
damental mostra que o resultado líquido dessas rotações é o mesmo que 
o de uma única rotação em tomo de algum eixo apropriado pela origem. 


Figura 64.4 
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EXEMPLO 5 
Um Problema de Rotação 


Teorema 6.4.3 SeT,,T,,..., T, é uma sucessão de rotações em torno de eixos pela origem de Ё, en- 
tão as k rotações podem ser efetuadas por uma única rotação em torno de algum eixo apropriado pe- 
la origem de R°. 


Prova Sejam A,, A,,..., A, as matrizes canônicas das rotações. Cada matriz é ortogonal e tem determi- 
nante 1, de modo que o mesmo vale para o produto 


A = Ap: AA) 


Assim, A representa uma rotação em torno de algum eixo pela origem de R'. Como A é a matriz canônica 
da composição T; о · · o T2 o T; , o resultado está provado. п 


A orientação de um avião ои de um ônibus espacial em relação a um sistema de coordenadas xyz é 
descrita, na Aeronáutica ou Astronáutica, em termos de ângulos denominados guinada, arfagem e rola- 
gem. Por exemplo, se o plano xy define a horizontal e um ônibus espacial está voando ao longo do eixo y 
positivo, então a guinada é o ângulo de rotação do ônibus espacial em torno do eixo z positivo, a arfagem 
é o ângulo de rotação em torno do eixo x positivo e a rolagem é o ângulo de rotação em torno do eixo y 
positivo (ver Figura 6.4.4). Decorre do Teorema 6.4.3 que uma combinação de guinada, arfagem e rola- 
gem pode ser obtida com uma única rotação em torno de um certo eixo pela origem. É dessa maneira que 
um ônibus espacial efetivamente faz seus ajustes de vôo: não corrigindo cada rotação separadamente, mas 
sim calculando um eixo e efetuando uma única rotação em torno desse eixo para obter a orientação corre- 
ta. Essas manobras rotacionais são utilizadas para alinhar uma antena, apontar a nave em direção a um ob- 
jeto celeste ou posicionar o compartimento para carga e descarga. 


Um vetor em А primeiro é girado 45º em torno do eixo x positivo, depois o vetor resultante é girado 45º 
em torno do eixo y positivo, e depois o vetor resultante é girado 45º em torno do eixo z positivo. Encontre 
um eixo apropriado e um ângulo de rotação que alcança o mesmo resultado em uma única rotação. 


Solução Sejam R, К, e К. as matrizes canônicas das rotações em torno dos eixos x, y е z positivos, res- 
pectivamente. Usando a Tabela 6.2.6, essas matrizes são 


1 1 L ld 
i17 T лоя 44? 
R=|% ATA, R=| о 1 0|. R=|k % 0 
1 1 1 1 
0 A Y AA 0 0 1| 
Assim, a matriz canônica da composição dessas rotações na ordem dada no enunciado do problema é 
L 2 Бї 
Жы эи Ж: 0,5 —0,1464 0,8536 
A=RRR=| 1 3.1 №1 x| 05 0,8536 —0,1464 
П 1 1 -0,7071 0,5 0,5 
TA 2 2 


(verifique). Para encontrar o eixo de rotação v vamos usar a Fórmula (17) da Seção 6.2, tomando o vetor 
arbitrário x como sendo e,. Deixamos a cargo do leitor confirmar que 


1 2 
1-22] [oue 
v=| 2 |æ 03536 
sal [01464 


Também segue da Fórmula (16) da Seção 6.2 que o ângulo de rotação satisfaz 
_tr(4)-1_24+y2 


cosg 2 8 


a 0,4268 


e, portanto, obtemos Ө = 64,74º. п 
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FATORANDO 
OPERADORES 
LINEARES EM 


COMPOSIÇÕES 


EXEMPLO 6 
Transformando com uma 
Matriz Diagonal 


EXEMPLO 7 
Transformando com 
Matrizes Elementares 2 x 2 


Vimos que uma sucessão de transformações pode ser composta numa única transformação linear. Às ve- 
zes, o efeito geométrico de uma transformação linear pode ser entendido melhor revertendo esse proces- 
so e expressando a transformação como uma composição de transformações lineares mais simples, cujos 
efeitos geométricos são conhecidos. Comecemos com alguns exemplos em R°. 


Uma matriz diagonal 
A 0 
НЯ 
pode ser fatorada como 
p 0] p отга oq. 
о= [0 МЫР ul е 1) = PD: 
A multiplicação por D, produz uma compressão na direção x se 0 < A; < 1, uma expansão na direção x se 


A; > le nenhum efeito se à; = 1; a multiplicação por D, produz resultados análogos na direção y. Assim, 
por exemplo, a multiplicação por 


> ]- 06 i] 


causa uma expansão na direção x de razão 3 e uma compressão na direção y de razão 3. " 


O resultado nesse último exemplo é um caso especial de um resultado mais geral sobre matrizes dia- 
gonais. Mais precisamente, se 


A O +» 0 
O X ue O 
DE... ж 
@@ 2 


tem entradas náo-negativas, então a multiplicação рог D leva o vetor unitário canônico e, no vetor À e, de 
modo que podemos pensar nesse operador como causando uma compressão ou expansão na direção dos 
vetores unitários canónicos, causando uma compressão na direção de e, se 0 < А; < 1 e uma expansão se 
^; > 1, А multiplicação por D não tem efeito nenhum na direção e, se A; = 1. Por causa dessas proprie- 
dades geométricas, as matrizes diagonais com entradas não-negativas são denominadas matrizes de mu- 
dança de escala. 


As matrizes elementares 2 x 2 têm cinco formatos possíveis (verifique): 


1А 10 01 k 0 1.:0 

0 1 le. d 1 0 01 0 k 

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4 Tipo 5 
O tipo 1 representa um cisalhamento na diregáo x, o tipo 2 representa um cisalhamento na diregáo y e o ti- 
ро 3 representa uma reflexão na reta у = x. Se k 2 0, então os tipos 4 e 5 representam compressóes ou ех- 


pansões nas direções x e y, respectivamente. Se k < 0, então podemos expressar К na forma k = —k,, onde 
k, » 0, e podemos fatorar as matrizes 4 e 5 como 


lo :d- Lo Jelo 1) [o 1] o 
lo ls a] "lo al lo (10) 


Assim, uma matriz do tipo 4 com k negativo representa uma compressão ou expansão na direção x segui- 


da de uma reflexão no eixo y e uma matriz do tipo 5 com k negativo representa uma compressão ou expan- 
são na direção y seguida de uma reflexão no eixo x. ГЫ 
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EXEMPLO 8 


Transformando com uma 
Matriz Invertível 2 x 2 


INVERSA DE UMA 
TRANSFORMAÇÃO 
LINEAR 
R R" 
T 
x 
(a) 
R" 
im(7) 
T! 
x 
(b) 


Figura 6.4.5 


Lembre que pelo Teorema 3.3.3 uma matriz invertível A pode ser expressa como o produto de ma- 
trizes elementares. Assim, o Exemplo 7 leva ao seguinte resultado sobre o efeito geométrico de operado- 
res lineares de R cujas matrizes canônicas são invertíveis. 


Teorema 6.4.4 Se А é uma matriz invertível 2 x 2, então o operador linear de К? associado é uma 
composição de cisalhamentos, compressões e expansões nas direções dos eixos coordenados e refle- 
xões nos eixos coordenados e na reta y = x. 


Descreva o efeito geométrico da multiplicação por 
1 2 
^= |; i 
em temos de cisalhamentos, compressões, expansões e reflexos. 


Solução Сото de (A) Æ 0, a matriz A é invertível e, portanto, pode ser reduzida a Г por uma seqüéncia 
de operações elementares sobre as linhas; por exemplo, 

10 

01 


12 e 1 2 e 12 E 
34 0 -2 01 
Some —3 vezes Multiplique a Some —2 vezes 
a primeira linha segunda linha a segunda linha 
à segunda. por —}. à primeira. 


Essas três operações sucessivas sobre as linhas podem ser efetuadas usando a multiplicação pelas matri- 
zes elementares 


sels T E 


Invertendo essas matrizes e aplicando a Fórmula (2) da Seção 3.3 obtemos a fatoração 


rel -2) o [з ido -llo 2l lo 1 


Assim, lendo da esquerda para a direita, o efeito geométrico de A é efetuar, sucessivamente, um cisalha- 
mento na direção x de razão 2, uma expansão na direção y de razão 2, uma reflexão no eixo x e um cisa- 
lhamento na direção y de razão 3. п 


Nosso próximo objetivo é encontrar uma relação entre os operadores lineares representados por A e por A ', 
no caso em que A é invertível. Começamos com mais terminologia. 

Se Т: К" — К" é uma transformação linear injetora, então cada vetor w na imagem de T é a ima- 
gem de um único vetor x do domínio de T (Figura 6.4.5a); dizemos que x é a pré-imagem de w. A unici- 
dade da pré-imagem nos permite criar uma nova função que leva w em x, que denominamos a transfor- 
mação inversa de T, denotada por T x Assim, 


T '(w)-x se, e somente se, T(x) = w 


(Figura 6.4.5b). O domínio da função T™ é a imagem de T e a imagem de T * é o domínio de T. Quando 
quisermos enfatizar que o domínio de T™ é im(T), escreveremos 


T^:imT)—R (11) 
Dito informalmente, T e Т * “cancelam” uma o efeito da outra, no seguinte sentido: se w = T(x), então 

T(T^(w)-T()-w (12) 

T-(T(3)-2T-(w)-x (13) 


Deixamos como exercício provar o resultado seguinte. 
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OPERADORES 
LINEARES 
INVERTÍVEIS 


EXEMPLO 9 
Inversa de um Operador 
de Rotação 


EXEMPLO 10 
Inversa de um Operador 
de Compressão 


Teorema 6.4.5 Se Т é uma transformação linear injetora, então T ^ também é injetora. 


No caso especial em que T é um operador linear injetor de R”, segue do Teorema 6.3.15 que T é sobre e, 
portanto, o domínio de T ™ é todo К". Isso, junto com o Teorema 6.4.5 implica que se T é um operador li- 
near injetor de R”, também o é T '. Nesse caso, somos levados naturalmente a perguntar qual relação po- 
de existir entre a matriz canônica de T e a matriz canônica de T~. 


Teorema 6.4.6 Se T ит operador linear de R^, então a matriz canónica de Т é invertível e sua in- 


versa é a matriz canônica de T ^. 


Prova Sejam A e B as matrizes canônicas de T e de T ', respectivamente, e seja x um vetor qualquer em 
К". Sabemos por (13) que 


TUTO) =x 


que pode ser reescrito em formato matricial como 
B(Ax) =x ou (ВА)х =х = Іх 


Como isso vale para cada x em А", segue pelo Teorema 3.4.4 que BA = I. Assim, А é invertível e sua inver- 
sa é B, que é o que queríamos provar. п 


Se T é um operador linear injetor de R”, então a afirmação do Teorema 6.4.6 é capturada pela fórmula 
{Т^!] = [Т]! (14) 


Alternativamente, usando a notação Т, para um operador linear injetor de matriz canônica A, então (14) 
implica que 


Ту! = Та (15) 


OBSERVAÇÃO Um operador linear injetor é, muitas vezes, denominado operador linear invertível, quan- 
do desejarmos enfatizar a existência do operador inverso. 


Lembre que o operador linear de К? associado a 


Am cosg —sen6 16 
7 |senó  cosó (16) 


éa rotação em torno da origem pelo ángulo 6. É evidente que a inversa desse operador é a rotação pelo ân- 
gulo —6, já que girando х pelo ângulo Ө e então girando a imagem pelo ângulo —9 produz de volta o vetor 
x. Isso é consistente com o Teorema 6.4.6, pois 


А A a [ cosg EJ Е Е pe 17 
2 . L-sen8 cos8| [sen(-6)  cos(-0) «n 
representa a rotação em torno da origem pelo ángulo —9. El 


O operador linear de R? associado a 


aT 


é a compressão na direção y de razão 1. É evidente que a inversa desse operador é a expansão na direção 
y de razão 2. Isso é consistente com o Teorema 6.4.6 pois 


es 


é a expansão na direção y de razão 2. п 
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EXEMPLO 11 
Inversa de um 
Operador de Reflexão 


EXEMPLO 12 
Inversa de um Operador 
Linear Definido por 
um Sistema Linear 


PROPRIEDADES 
GEOMÉTRICAS DE 
OPERADORES 
LINEARES 
INVERTÍVEIS DE R? 


Lembre que pela Fórmula (18) da Seção 6.1, o operador linear de R^ associado a 


д [one e 
7 [ѕепӨ —cos8 


éa reflexão na reta pela origem que faz um ángulo 9/2 com o eixo x positivo. Ё geometricamente eviden- 
te que А deve ser sua própria inversa, pois refletindo x nessa reta e então refletindo a imagem de x nessa 
reta produz de volta x. Isso é consistente com o Teorema 6.4.6 pois 


АСАТ = Ам em 


= 
Mostre que o operador linear T (x;, х2, хз) = (wi, w2, шз) definido pelas equações lineares 
ш = ху + 2х2 + 3x 
wa = 2x, + 5x2 + 3x3 (18) 
w= x + 8x7 
é injetor e encontre um conjunto de equações que define T ^. 
Solução А matriz canônica do operador é 
23 
A=|2 5 3 
108 
(verifique). Foi mostrado no Exemplo 3 da Seção 3.3 que essa matriz é invertível e que 
-4 16 9 
At=| 13 -5 3 
5 -2 -1 a9) 


A invertibilidade de A implica que T é injetor e que x = Т-! (w) = A^'w. Assim, segue de (19) que 
T^ (wi, шз, шз) = (х1, x2, x3), onde 

x; = —40ш + 16w; + 9w3 

x= 13w,- Sw, – 3w; 

хз = Sw, – 2ш – w 
Observe que essas equações são simplesmente as equações que resultam resolvendo (18) рага x,, x; e x; 
em termos de w,, w; € W3. L| 


O próximo teorema se refere ao efeito geométrico que um operador linear invertível de А? tem sobre retas. 
Esse resultado nos ajudará a determinar como tais operadores transformam regiões que são limitadas por 
polígonos, triângulos e retângulos, por exemplo. 


Teorema 6.4.7 5еТ: К К éum operador linear invertível, então: 


(a) A imagem de uma reta é uma reta. 

(b) A imagem de uma reta passa pela origem se, e somente se, a reta original passa pela origem. 
(c) As imagens de duas retas são paralelas se, e somente se, as retas originais são paralelas. 
(d) As imagens de três pontos estão numa reta se, e somente se, os pontos originais estão numa reta. 


(e) A imagem de um segmento de reta que liga dois pontos é o segmento de reta que liga as ima- 
gens desses dois pontos. 


Vamos provar as partes (a), (b) e (c). 

Prova (а) Lembre que, pela Fórmula (4) da Seção 1.3, a reta L por x, que é paralela a um vetor não-nu- 
lo v é dada pela equação vetorial x = x, + tv. Assim, a linearidade de T implica que a imagem dessa reta 
por T consiste em todos vetores da forma 
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IMAGEM DO 
QUADRADO 
UNITÁRIO POR UM 
OPERADOR LINEAR 
INVERTÍVEL 


T(e) 


A imagem do quadrado 
unitário por um operador linear 
invertível é um paralelogramo 


T(x) = T (xo) - tT(v) (20) 


Como Т é invertível e V £ 0, segue que Т (у) O (por quê?). Assim, (20) é uma equação vetorial da reta 
por T(x,) que é paralela a T(v). 


Prova (b) Como T é invertível, segue que T(x) = 0 se, e somente se, x = 0. Assim, (20) passa pela origem 
se, e somente se, x = X, + tv passa pela origem. 


Prova (с) Se L, eL, são retas paralelas, então ambas são paralelas a algum vetor não-nulo v e portanto 
podem ser expressas em forma vetorial como 


x=x+tv е x=X2+1v 


As imagens dessas retas sáo 
Т(х) = Т(х)+Т(у) e Т(х) = T(xo) t tT(v) 


ambas as quais são paralelas ao vetor náo-nulo T(v). Assim, as imagens devem ser retas paralelas. O mes- 
mo argumento aplicado a T™ pode ser usado para provar a recíproca. B 


Vejamos o que pode ser dito sobre a imagem do quadrado unitário por um operador linear invertível T de 
R°. Como um operador linear leva O em 0, o vértice na origem permanece fixo pela transformação. As ima- 
gens dos outros três vértices devem ser distintas pois, caso contrário, estariam numa reta, o que é impos- 
sível pela parte (d) do Teorema 6.4.7. Finalmente, como as imagens dos lados paralelos permanecem la- 
dos paralelos, podemos concluir que a imagem do quadrado unitário é um paralelogramo não-degenerado 
que tem um vértice na origem e cujos lados adjacentes são T(e,) e T(e,) (Figura 6.4.6). Se 


Xx] х 
A-[T(e) T(e2]- [ ; :] 
Jie 
denota a matriz canônica de T, então segue pelo Teorema 4.3.5 que |det(A)| é a área do paralelogramo de 
lados adjacentes T(e,) e T(e,). Como esse paralelogramo é a imagem do quadrado unitário por T, estabe- 
lecemos o seguinte resultado. 


Teorema 6.4.8 SeT: R — R'éum operador linear invertível, então T leva o quadrado unitário num 
paralelogramo não-degenerado que tem um vértice na origem e tem lados adjacentes T(e,) e Т(е,). A 
área desse paralelogramo é |det(A)|, onde A = [T(e,) T(e;)] é a matriz canónica de T. 


PROBLEMA CONCEITUAL | Se Т: R^ ә R’ é um operador linear de R? que não é invertível, então sua ma- 


não-degenerado. triz canônica A é singular e det(A) = 0. O que isso diz sobre a imagem do quadrado unitário nesse caso? 
Explique. 
Figura 6.4.6 
EXEMPLO 13 Se К, é a matriz canônica da rotação em torno da origem de R pelo ângulo 0 e se H, é a matriz canónica 
Determinante de Operadores de da reflexão numa reta pela origem №? que faz um ângulo Ө com o eixo x positivo, então devemos ter 
Rotação e de Reflexão |det(R,)| = 1 e |det(H,)| = 1, pois a rotação e a reflexão não alteram a área do quadrado unitário. Isso é con- 
sistente com nossa observação na Seção 6.2 que (R;) = 1 e (H,) = –1. n 
Exercícios 6.4 
Nos Exercícios 1 e 2, sejam T, e T, os operadores lineares cujas matri- бү 13 f 4 Y 4 
zes canônicas estão dadas. Encontre as matrizes canônicas de T, ^ T, 24=|2 0 1|,B=|-1 5 2 
eT,oT, 4 -3 6 2-3 8 
3. Sejam Ti (xi, хо) = (i + x2, X1 — 32) e 
1-2 0 2 -3 3 
Т›(х\, x2) = (3x1, 2x, + 4). 
а a alum ls 2(x1, 22) = (3x1, 2x1 + 4x2) 
5 2 4 6 1 7 (a) Encontre as matrizes canônicas de Т, e T.. 


(b) Encontre as matrizes canônicas de T? o Tre Tio T2. 
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(с) 


Use as matrizes obtidas na parte (b) para obter fórmulas para 
Т\(Т›(х\, x2)) e T4 (Ti (41, х»)). 


4. Sejam Ti(x1, x2, x3) = (4x1, —2x1 + 39, —x1 — 3x2) e 
Т›(х\, x2, хз) = (хі + 2x2, —x3, 4x1 — x3). 


(a) 
(b) 
(c) 


Encontre as matrizes canônicas de T, e T.. 

Encontre as matrizes canônicas de T; o T; e T o T;. 

Use as matrizes obtidas na parte (b) para obter fórmulas para 
Ti (T2600, x2, x3)) е (Т (x1, x2, хз))- 


Nos Exercícios 5 e 6, use multiplicação matricial para encontrar as ma- 
trizes canônicas da composta de operadores lineares de R” indicada. 


5. (a) 
(b) 


(c) 
6. (a) 


(5) 
(c) 


Uma rotação anti-horária de 90º seguida de uma reflexão na re- 
tay=x. 

Uma projeção ortogonal sobre o eixo y seguida de uma contra- 
ção de razão k = 1. 

Uma reflexão no eixo x seguida de uma dilatação de razão k = 3. 


Uma rotação anti-horária de 60º, seguida de uma projeção or- 
togonal sobre o eixo x, seguida de uma reflexão na reta у = x. 
Uma dilatação de razão k = 2, seguida de uma rotação anti-ho- 
rária de 45°, seguida de uma reflexão no eixo y. 

Uma rotação anti-horária de 15º, seguida de uma rotação anti- 
horária de 105º, seguida de uma rotação anti-horária de 60º. 


Nos Exercícios 7 e 8, use multiplicação matricial para encontrar as ma- 
trizes canônicas da composta de operadores lineares de R’ indicada. 


7. (a) 
(b) 
(c) 


8. (a) 
(b) 
(c) 


9. (a) 


(b) 


10. (a) 


(b) 


Uma reflexão no plano yz seguida de uma projeção ortogonal 
sobre o plano xz. 

Uma rotação anti-horária de 45? em torno do eixo y seguida de 
uma dilatação de razão k = 4/2. 

Uma projeção ortogonal sobre o plano xy seguida de uma refle- 
xão no plano yz. 


Uma reflexão no plano xz seguida de uma projeção ortogonal 
sobre o plano xy. 

Uma rotação anti-horária de 30º em torno do eixo x seguida de 
uma contração de razão k = i 

Uma projecáo ortogonal sobre o plano xz seguida de uma refle- 
xão no plano xy. 


Uma rotação anti-horária de 30? em torno do eixo x, seguida de 
uma rotação anti-horária de 30º em torno do cixo z, seguida de 
uma contração de razão К = 1. 

Uma reflexão no plano xy, seguida de uma reflexão no plano 
xz, seguida de uma projeção ortogonal sobre o plano yz. 


Uma rotação anti-horária de 270º em torno do eixo x, seguida 
de uma rotação anti-horária de 90º em torno do eixo y, seguida 
de uma rotação de 180º em torno do eixo z. 

Uma rotação anti-horária de 30º em tomo do eixo z, seguida de 
uma reflexão no plano xy, seguida de uma projeção ortogonal 
sobre o plano yz. 


Nos Exercícios 11 e 12, expresse a matriz dada como um produto de ma- 
trizes elementares e então descreva o efeito da multiplicação por A como 
uma sucessão de compressões, expansões, reflexões e cisalhamentos. 


20 ФЕ 

и. waf 5] waf “| 
0 -2 1 -3 
e а= | o] e а= |, | 
j 0 0 1 

"EN = 

E y] ө а= q 
02 1 4 

Quac o] ө 4-D 1 


Nos Exercícios 13 e 14, descreva a inversa do operador linear dado. 


13. (a) А reflexão de А? no eixo x. 
(b) A rotação de R° em torno da origem por um ângulo de 7/4. 
(c) A dilatação de А? de razão 3. 
(d) A compressão de А? na direção y de razão $. 


14. (a) A reflexão de R° no eixo y. 
(b) A rotação de А? em torno da origem por um ângulo de —7/6. 
(c) A contração de R? de razão у. 
(d) A expansão de R° na direção x de razão 7. 


Nos Exercícios 15 até 18, determine se o operador linear Т: Rè —> А? 
definido pela equação dada é injetor; se for, encontre a matriz canôni- 
ca do operador inverso e encontre Т ^ (w,, wa). 


15. ш =x + 2x2 16. шу =4x, — 6x; 
ш =х+ v ш; = 2x; + 3x, 
17. w= -n 18. w, = 3х; 
ш =X w = $x, 


Nos Exercícios 19 até 22, determine se o operador linear Т: R — R° 
definido pela equação dada é injetor; se for, encontre a matriz canôni- 
ca do operador inverso e encontre Т (w,, wW» Wa). 


19. w = x; — 2x2 + 2х3 20. w= xı — 3x2 + 4х3 
W=2 + х + x w= -x + A+ Xx 
w= xy x um = — 2x, + 5x3 

21. w = xi -4x2— x3 22. w=n+m+ x» 
ш; = 2х; + 7x + xs w = 2х) + x2+4x 
шз = ху + 3х. шу = 7x, + 4x + 5х3 


Nos Exercícios 23 e 24, determine se T; oT; = оТ. 


23. (a) Т,: К — К € a projeção ortogonal sobre o cixo xe T}: А? № 
é a projeção ortogonal sobre o eixo y. 
(b) T,:  — R é a rotação em torno da origem por um ângulo 6, e 
T: К э К é a rotação em torno da origem por um ângulo 6,. 
(c) Т,: К — R’ éa rotação em torno do eixo x por um ângulo 0, e 
Т,: R'>R' é а rotação em torno do eixo z por um ângulo 6,. 


24. (a) Т,: R R° éa reflexão no eixo xe T,:R — R° é a reflexão no 
eixo y. 
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(b) T,: К К éa projeção ortogonal sobre o eixo xe T,: Ё*—› R^ 
é a rotação anti-horária por um ângulo Ө. 

(c) Т,: К — ЕЁ? é uma dilatação de razão k e Т,: R — К é a rota- 
ção anti-horária em torno do eixo z por um ângulo 8. 


25. Sejam H,,, e H,,, as matrizes canônicas das reflexões de R° nas 
retas pela origem que fazem um ângulo de 7/3 e 7/6 com o eixo 
x positivo, respectivamente. Encontre a matriz canônica de uma 
rotação que tem o mesmo efeito que a reflexão H, ,, seguida pela 
reflexão H,,.. 


Discussão e Descoberta 


DI. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 

sua resposta. 

(a) SeT,: RO R" e T,: К"  R' são transformações lineares e se 
T, não é injetora, então tampouco 1> o 7| é injetora. 

(b) Se T,:R"— R" e Т,: R"  R' são transformações lineares e se 
T, não é sobrejetora, então tampouco Т> o T; é sobrejetora. 

(с) Se T,:R"— R" e T,: R” — R são transformações lineares e se 
Т, não é injetora, então tampouco 75 o T) é injetora. 

(d SeT,:R"—>R”e Т,: К" > R* são transformações lineares e se 
Т, não é sobrejetora, então tampouco 75 о 7; é sobrejetora. 


Usando Recursos Computacionais 


ТІ. Considere as três rotações sucessivas de А, primeiro de 30º em tor- 
no do eixo z, depois de 60º em torno do eixo x, e finalmente de 45º 
em torno do eixo y. Qual eixo de rotação e qual ângulo de rotação 
devem ser escolhidos para efetuar essas três rotações sucessivas 
com uma única rotação? 


26. Sejam H „e Н. as matrizes canônicas das reflexões de R'nas retas 
pela origem que fazem um ángulo de 7/4 e 7/8 com o eixo x positi- 
vo, respectivamente. Encontre a matriz canônica de uma rotação que 
tem o mesmo efeito que a reflexão Н„„ seguida pela reflexão H, 


Nos Exercícios 27 e 28, esboce a imagem do quadrado unitário pela 
multiplicação por A e use um determinante para encontrar sua área. 


1 -1 2 83 
nasli ; 28. i=l; il 


D2. Sejam L a reta pela origem que faz um ângulo f com o eixo x positi- 
voem R, R, a matriz canônica da rotação em torno da origem por um 
ángulo de В e H, a matriz canônica da reflexão no eixo x. Descreva o 
efeito geométrico da multiplicação por Rs HoR; ' em termos de L. 


D3. Mostre que cada rotação em torno da origem de R^ pode ser expres- 
sa como uma composição de duas reflexões em retas pela origem e 
esboce uma figura que ilustra como a rotação de 120º pode ser efe- 
tuada como duas tais reflexões. 


T2. (SCS) Considere as três rotações sucessivas de R^, primeiro de um 
ángulo б, em torno do eixo x, depois de um ángulo Ө, em torno do 
eixo y, e finalmente de um ângulo 0, em torno do eixo z. Encontre 
uma única matriz que executa essas três rotações. 


ESTRUTURAS 


Seção 6.5 Computação Gráfica 


A área de computação gráfica se ocupa da exibição, transformação e animação de representações de objetos bidi- 
mensionais e tridimensionais na tela do monitor de um computador. Um estudo completo do assunto iria se ocupar 
de tópicos como coloração, iluminação e modelagem de efeitos tridimensionais mas, nesta seção, vamos nos ocupar 
somente da utilização de transformações matriciais para mover e transformar objetos compostos de segmentos de 
reta. 


Nesta seção, vamos nos ocupar com a representação na tela de imagens gráficas compostas de um núme- 
ro finito de pontos ligados por segmentos de retas. Os pontos são denominados vértices, os segmentos de 
arestas e um objeto formado de arestas e vértices é uma estrutura. Por exemplo, a Figura 6.5.1a mostra a 
estrutura de uma “casa caída”. Os objetos com fronteiras curvas podem ser aproximados por estruturas es- 
colhendo pontos bem próximos uns dos outros ao longo das curvas e conectando esses pontos por segmen- 
tos de retas. 

Para um computador desenhar uma estrutura, precisamos fornecer as coordenadas dos vértices em 
algum sistema de coordenadas junto com a informação de quais vértices são ligados por arestas. Por exem- 
plo, a estrutura na Figura 6.5.1b tem os mesmos vértices da casa, mas parece diferente porque seus vérti- 
ces estão ligados de maneira diferente. 
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REPRESENTAÇÃO 
MATRICIAL DE 
ESTRUTURAS 


EXEMPLO 1 
Construindo uma Estrutura 


TRANSFORMANDO 
ESTRUTURAS 


Figura 6.5.1 


Uma maneira conveniente de armazenar a posição dos vértices de uma estrutura é formar a matriz de vér- 
tices V que tem as coordenadas dos vértices como vetores-coluna. Por exemplo, os vértices da estrutura na 
Figura 6.5.1 podem ser armazenados como 


wg sa 
7lo0122 а) 


A ordem na qual os vértices são listados numa matriz de vértices é irrelevante; contudo, uma vez escolhi- 
da uma ordem para os n vértices de uma estrutura, a informação de como estes vértices estão conectados 
pode ser armazenada numa matriz de conexões C de tamanho n x n na qual a entrada da linha i e coluna j 
é 1 se o vértice da i-ésima coluna de V está conectado ao vértice da j-ésima coluna e é O caso esses vérti- 
ces não estejam ligados. (Concordamos que cada vértice está ligado a si mesmo, de modo que todos os ele- 
mentos da diagonal são sempre iguais a 1.) Por exemplo, a informação das conexões para a casa na Figu- 
ra 6.5.1a pode ser armazenada como 


E 1040: 1 
Id 110 
G= ori bu o (2) 
01111 
t 0 0"1 1 


PROBLEMA CONCEITUAL Escreva a matriz de conexões da estrutura na Figura 6.5.1b. 


OBSERVAÇÃO As matrizes de conexões são sempre simétricas (por quê?). Assim, para uso eficaz do es- 
paço em disco do computador, precisamos armazenar apenas as entradas acima ou abaixo da diagonal 


principal. 


Esboce a estrutura cujas matrizes de vértices e de conexões são 


14161 
v=[ 219 o 


wT 
012 1 0:11 Л 1 
„Д1 


А estrutura está mostrada na Figura 6.5.2. As conexões foram obtidas de С observando que todos vértices 
estão ligados entre si exceto os da primeira e terceira colunas de V. ш 


Figura 6.5.2 Figura 6.5.3 


Agora consideraremos a transformação de estruturas que resulta aplicando uma transformação linear in- 
vertível à sua matriz de vértices. Suponhamos que a matriz de conexões subjacente da estrutura é conhe- 
cida e que as ligações dos vértices transformados são descritas pela mesma matriz. 
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A Álgebra Linear na História 


YA Adobe 


Inspiration becomes reality.” 


Em 1985, a firma Adobe Systems, Inc. desenvolveu uma 
linguagem de programação denominada PostScript, cujo 
objetivo era o de controlar a aparência de material impres- 
so fornecendo informação para impressoras sobre tipos, 
leiaute e gráficos. A maioria dos livros e revistas de hoje em 
dia (inclusive este texto) são produzidos usando PostScript. 
O poder de PostScript deriva de sua habilidade para calcu- 
lar informação matemática sobre fontes, leiaute e imagens 
gráficas muito rapidamente através de transformações ma- 
triciais. Por exemplo, os caracteres das fontes do Postscript 
são representados por fórmulas matemáticas, denomina- 
das outlines, que são manipuladas por transformações ma- 
triciais para alterar seu tamanho e forma. PostScript tam- 
bém utiliza rotações e translações para trocar a orientação 
de páginas impressas de retrato (dimensão maior vertical) 
para paisagem (dimensão maior horizontal) e para centrar 
ou modificar a posição de texto e de gráficos. 


EXEMPLO 2 A casa caída da Figura 6.5.1a pode ser colocada de 
pé como na Figura 6.5.3b pela rotação dos vértices de sua matriz de 
vértices por 90º no sentido anti-horário; a matriz canônica dessa rota- 
ção é 


RE р. pa = Г " 


sen(90) соѕ(90°)| |1 O (3) 


Podemos efetuar todas as rotações de uma só vez multiplicando a matriz 
de vértices V de (1) à esquerda por R. Assim, a matriz de vértices V, da ca- 
sa de pé é 


0 -1][023 20 0 0-1 -2 -2 
mp allo o 1 2 a- ] 

1 01100122 0 2 3 2 Ug 
0 que é consistente com a Figura 6.5.35. Analogamente, poderíamos re- 
fletir, projetar, comprimir, expandir ou submeter a casa a um cisalhamen- 


to com a multiplicação à esquerda de sua matriz de vértices pela matriz da 
transformação apropriada. т 


EXEMPLO 3 As fontes usadas em telas de monitores de computado- 
res em geral têm uma versão de pé (que vamos denominar romana) e uma 
versão inclinada (ou itálica). Em geral, a versão itálica é criada pelo cisa- 
lhamento da versão romana; por exemplo, a Figura 6.5.4a mostra a estru- 
tura da letra T romana e a estrutura da versão itálica obtida pelo cisalha- 


mento da versão romana na direção x positiva por um ângulo de 15º a partir da vertical. Encontre os vérti- 
ces do T itálico com duas casas decimais de precisão. 


X . y 


yo 
LES 


Du 


Figura 6.5.4 


(a) (b) 


Solução Deixamos a cargo do leitor mostrar que a matriz de vértices do T romano é 


05 0,5 
У=[% 6,5 


6,5 


3 3 -3 =05 -05 
715 15 65 65 0 


Os vetores-coluna da matriz do cisalhamento 5 são Se, е Se,, onde e, ее, são os vetores unitários canôni- 
cos de R°. Como o cisalhamento mantém fixos os pontos do eixo x, temos Se, = e,. O efeito do cisalhamen- 
to sobre e, é mover o ponto final de e, horizontalmente para a direita de modo que sua imagem Se, fica in- 
clinada a 15º a partir da vertical (Figura 6.5.4b). Assim, 


a [o] É Mãe ГЕ ] = le 


de modo que uma matriz de vértices do Т itálico é 
„[1 0267 [05 0,5 3 3 -3 -3 -05 -05 
“io a 0 65 65 TS 75 65 65 0 
_ [05 219 469 495 —105 -131 1,19 —0,5 
“LO 65 65 TS TS 65 165 0 


Deixamos a cargo do leitor esboçar esses vértices para confirmar que esse resultado é consistente com o T 
itálico na Figura 6.5.4a. a 
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TRANSLAÇÃO 
USANDO 
COORDENADAS 
HOMOGÊNEAS 


EXEMPLO 4 
Translação por Multiplicação 
Matricial 


EXEMPLO 5 
Transladando uma Estrutura 
por Multiplicação Matricial 


Embora a translação seja uma operação importante na computação gráfica, ela apresenta um problema na 
medida em que não é um operador linear e, portanto, não é um operador matricial (ver Exemplo 9 da Se- 
ção 6.1). Assim, por exemplo, não existe matriz 2 x 2 que translade vetores de R? pela multiplicação ma- 
tricial e, analogamente, nenhuma matriz 3 x 3 que translade vetores em R’. Felizmente, existe uma manei- 
ra de contornar esse problema usando o seguinte teorema relativo a matrizes em blocos. 


Teorema 6.5.1 Sex ex, são vetores em R" e se I, é a matriz identidade n x n, então 


In Xo Н = [Hx 
Ei = 1 ] (5) 


Prova Pela convenção usual de escrever escalares como matrizes 1 x 1, temos 


does 
ES L9 ШЕЛ н 

Esse teorema diz que modificando x e x, + x pela adjunção de um componente adicional igual а 1, 
existe uma matriz (n + 1) x (n + 1) que transforma o vetor x modificado no vetor x, + x modificado pela 
multiplicação matricial. Uma vez calculado o vetor x, + x modificado, podemos ignorar o componente fi- 
nal 1 e obter o vetor transladado x, + x em R”. A terminologia associada é a seguinte: dado um vetor 
X = (x1,X2,...,Xn)em А”, dizemos que o vetor (x1, х2,..., Xn, 1) modificado em А"! representa o ve- 
tor x em coordenadas homogêneas. Assim, por exemplo, o ponto x = (x, y) em Ré representado por (x, 
y, 1) em coordenadas homogéneas e o ponto x = (x, y, z) em Ré representado por (x, y, z, 1) em coorde- 
nadas homogéneas. 


A translação do vetor x = (х, y) por x, = (h, k) produz o vetor x + x, = (x + h, y + К). Usando o Teorema 
6.5.1, podemos efetuar essa conta em coordenadas homogêneas como 


1 08 Е x+h 


опе у= |у+Е 
0 011 |1 1 
O vetor transladado pode agora ser recuperado ignorando o 1 final. n 


Use multiplicação matricial para transladar a casa de pé da Figura 6.5.5a para a posição mostrada na Fi- 
gura 6.5.5b. 


Solução Uma matriz de vértices da casa de pé é 


0: 10.10-95 2 
V = 
азада 


Para transladar a casa à posição desejada precisamos transladar cada vetor-coluna de V, por 


E 


Pelo Teorema 6.5.1, essas translações podem ser obtidas em coordenadas homogêneas pela multiplicação 
matricial por 


КА 1 013 
т=[# = 01/2 (6) 


Convertendo os vetores-coluna de V, para coordenadas homogéneas, podemos transladar todos os vértices 
de uma vez com a única multiplicagáo matricial 
03110 0 -1 -2 -2 337211 
2110 2 3 2 0]z|2.4 3 4 2 
1] PT 4d dd d I'4 ibd. 
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(1,2) (3,2) 
х 
> 
(b) 
Figura 6.5.5 

EXEMPLO 6 
Uma Rotação em 
Coordenadas Homogénea 
EXEMPLO 7 
Composição em 
Coordenadas Homogéneas 


Abandonando as entradas iguais a 1 da terceira linha do produto, obtemos a matriz de vértices V, da casa 
transladada, a saber, 


el i sail 
24542 


O leitor deveria conferir que isso é consistente com a Figura 6.5.5b. [а] 


Agora sabemos executar todas as transformações básicas da computação gráfica usando ape- 
nas a multiplicação matricial. Contudo, a translação ainda destoa das demais pois usa uma matriz 
de tamanho diferente; por exemplo, uma rotação em А? é executada por uma matriz 2 x 2, enquan- 
to que uma translação necessita de uma matriz 3 x 3. Isso constitui um problema, pois torna impos- 
sível compor a translação com outras transformações pela multiplicação de matrizes. Uma saída pa- 
ra eliminar essa discrepância de tamanhos é executar todas as transformações básicas em coorde- 
nadas homogêneas. O próximo teorema, cuja prova deixamos a cargo do leitor, nos permite fazer 
exatamente isso. 


Teorema 6.5.2 Se A é uma matriz n x n e x é um vetor em К" dado em forma de vetor-coluna, então 


[9-3 


Aplicando uma rotação em torno da origem por um ángulo de 0 ao vetor x = (x, y), o vetor resultante em 
forma de coluna é 


cosô —sen6] [x] _ [xcos0 — ysen6 
senó cos — [xsen8 + y cosó 0) 


Usando o Teorema 6.5.2, podemos fazer essa conta em coordenadas homogêneas por 


cosó —sen6,0] |x x cosÓ — y sen ð 
send — cos6,0| | y | =| xsenô + ycos9 
0 0 ;1|[1 1 
Isso é consistente com (7) quando ignoramos o 1 final. = 


A Figura 6.5.6, que é uma combinação das Figuras 6.5.3 e 6.5.5, mostra uma estrutura para uma casa caí- 
da que primeiro é girada 90º para a posição vertical e depois transladada para uma nova posição. A rota- 
ção foi executada no Exemplo 2 usando a matriz R em (3) e a translação foi executada no Exemplo 5 usan- 
do a matriz T de tamanho 3 x 3 em (6). Para compor essas transformações e executar a composição com 
uma única multiplicação matricial em coordenadas homogêneas, devemos primeiro expressar a matriz de 
rotação R do Exemplo 2 por 


0 -1'0 

i 1 
r=[oH)=|1.910 
O ud 


T 1 0/3 
r-[si2]- |o 1i2 
0 0,1 


a composição da translação com a rotação pode ser executada em coordenadas homogêneas pela multipli- 
cação da matriz de vértices em coordenadas homogéneas por 

0 3|[0 -1 0 0-1 3 

2111 0 0|=|1 0 2 

1 
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Isso fornece 
0 -1 31/0233 20 332 11 
TRV=|1 0 2[|][00122|2|]|24 542 
O O BULA ЗТ dd i1 Ll 
que, uma vez ignoradas as entradas 1 no final, é consistente com a Figura 6.5.6 (verifique). L| 
Г 0,5) 
(1,4) (3,4) 
"Es (1,2) (3,2) 
x 
Figura 6.5.6 (0,0) 
GRÁFICOS Uma estrutura tridimensional pode ser representada na tela plana de um monitor projetando os vértices e 
TRIDIMENSIONAIS as arestas sobre a tela para obter uma representação bidimensional do objeto. Mais precisamente, vamos 


Um cubo representado por 
projeção em perspectiva 


(a) 


Um cubo representado 
por projeção ortogonal 


(b) 
Figura 6.5.8 


EXEMPLO 8 
Transformações de uma 
Estrutura Tridimensional 


supor que uma estrutura tridimensional está mergulhada num sistema de coordenadas xyz cujo plano xy 
coincide com a tela do monitor e cujo eixo z é perpendicular à tela. Supondo que o olho de um observador 
esteja colocado no ponto Q(0, 0, d) do eixo z, como na Figura 6.5.7, então um ponto P(x, y, z) da estrutu- 
ra pode ser representado na tela pelo ponto (x”, y”, 0) no qual o raio que sai de О e passa por P intersecta a 
tela. Essas são as coordenadas de tela de P e o procedimento para obter essas coordenadas de tela é a pro- 
Jeção em perspectiva com ponto de vista О. 


(х*, y*, 0) 


Figura 6.5.7 z 


Combinadas com técnicas de iluminação e de remoção de linhas em segundo plano, as projeções em 

perspectiva são úteis para criar imagens de tela convincentes de sólidos tridimensionais. A ilusão de reali- 
dade ocorre porque a projeção em perspectiva cria um ponto distante no plano da imagem de tela no qual 
as linhas paralelas ao eixo z do objeto real parecem se encontrar na imagem projetada (Figura 6.5.8a). 
Contudo, existem muitas aplicações de computação gráfica (por exemplo, no desenho industrial) no qual 
não é desejável ter essa perspectiva. Nesses casos, a imagem de tela da estrutura é criada tipicamente usan- 
do a projeção ortogonal sobre o plano xy (Figura 6.5.8b). 
OBSERVAÇÃO Observe que se permitirmos d crescer indefinidamente na Figura 6.5.7, então o ponto 
(x, y”, 0) produzido na tela pela projeção em perspectiva tende ao ponto (x, y, 0) da tela que é produzi- 
do pela projeção ortogonal. Assim, a projeção ortogonal pode ser vista como uma projeção em perspec- 
tiva na qual o olho do observador está infinitamente longe da tela. 


A Figura 6.5.9a mostra a projeção ortogonal sobre o plano xy de uma estrutura tridimensional com matriz 
de vértices 


3. $6 Y? 9 9 1 12 13 15 


V=| 517 0 1 20 8 y 3 
-9 -1 0 3-6-6 3 0 1 -9 
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(a) Trabalhando com coordenadas homogêneas, use uma matriz 4 x 4 apropriada para girar a estrutu- 
ra no sentido anti-horário por 60º em torno do eixo x positivo em А, em seguida, esboce a proje- 
ção ortogonal da estrutura girada sobre o plano xy. 


(b) Trabalhando com coordenadas homogêneas, use uma matriz 4 x 4 apropriada para transladar a es- 


trutura girada obtida na parte (a) por 
1 
х= |2 
5 
(8) 
e então esboce a projeção ortogonal da estrutura transladada sobre o plano ху. 
(c) Encontre uma única matriz 4 x 4 que executa a rotação seguida da translação. 
z (9,20) x 7 (10,0; 19,9) 
0.0; 17,9) (10,0; 17,2) 
(9,0; 15,2) 
(4,0; 12,3) (16,0; 12,3) 
(15,0; 10,3) | (140; 11,4) 
(13,0; 9,4) 
(8,0; 4,9) (12,0; 4,9) 
11,0; 2,9) ali 
(10; 2,0) (30:20) y 


(6,0) (12,0) (6,0; 0,0) (12,0; 0,0) 
Figura 6.5.9 (a) [2 © 


Solução (a) Para encontrar a matriz 4 x 4 que produz a rotação desejada em coordenadas homogêneas, 
usamos primeiro a Tabela 6.2.6 para encontrar a matriz canônica 3 x 3 da rotação e então aplicamos o Teo- 
rema 6.5.2. Isso fomece a matriz 


» o ws 
0 3 -i145 0 

F7lo i1 1 o0 ba 
0 0 о 1 


(verifique). Para executar a rotação, escrevemos os vetores-coluna de V em coordenadas homogêneas e 
multiplicamos por R. Isso dá 


T 9 9$ 1 13 15 
1 077 5 
3 -6 -16 3 0-1-9 
а Я е o S 


1 

x: 
o 
o 
tn 

а 
ч 

моо о 

Е 
= 
ty 
© 
со 


3,000 5,000 6,000 7,000 9,000 9,000 11,000 12,000 13,000 15,000 

10,294 9,366 0,000 2,902 15,196 17,856 2,902 0,000 9,366 10,294 

—0,170 14,222 0,000 11,026 14,321 —1,072 11,026 0,000 14,222 —0,170 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 


A matriz de vértices da estrutura girada em R° pode, agora, ser obtida ignorando as entradas iguais a 
1 da última linha e a matriz de vértices da projeção ortogonal da estrutura girada sobre o plano xy po- 
de ser obtida tomando as coordenadas z como sendo iguais a zero. À estrutura resultante é mostrada 
na Figura 6.5.9b com as coordenadas arredondadas para uma casa decimal e as coordenadas z supri- 
midas. 


Solução (b) Pelo Teorema 6.5.1 e (8), a matriz T que executa a translação em coordenadas homogêneas é 
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(10) 


Assim, a matriz de vértices para a estrutura transladada em coordenadas homogéneas é 


1004 3,000 5,000 6,000 7,000 9,000 9,000 11,000 12,000 13,000 15,000 
W=TV x 0 1 0/2 10,294 9,366 0,000 2,902 15,196 17,856 2,902 0,000 9,366 10,294 
ie RIA 001 5/|]|-0,170 14,222 0,000 11,026 14.321 —1,072 11,026 0,000 14,222 —0,170 
00) :0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
4,000 6,000 7,000 8,000 10,000 10,000 12,000 13,000 14,000 16,000 
12,294 11,366 2,000 4,902 17,196 19,856 4,902 2,000 11,366 12,294 
4,830 19,222 5,000 16,026 19,321 3,928 16,026 5,000 19,222 4,830 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
A matriz de vértices da estrutura transladada em R° pode, agora, ser obtida ignorando as entradas iguais a 
1 da última linha e a matriz de vértices da projegáo ortogonal da estrutura transladada sobre o plano xy po- 
de ser obtida tomando as coordenadas z como sendo iguais a zero. A estrutura resultante é mostrada na Fi- 
gura 6.5.9c com as coordenadas arredondadas para uma casa decimal e as coordenadas z suprimidas. 
Solução (c) Segue de (9) e de (10) que a rotação seguida da translação pode ser implementada pela matriz 
1001 1 0 0 0 1 0 0 1 
o102||0 5 -4⁄3 oj o 4 -353 2 
7"7loo1s||o 34 4 ol le 448 4 s 
00 lo 0 о 1 0 0 v d = 
Exercícios 6.5 
Nos Exercícios 1 até 4, esboce a estrutura cujas matrizes de vértices е Nos Exercícios 5 até 8, encontre as matrizes de vértices e de conexões 
de conexões estão dadas. das estruturas dadas. 
id 5. 6. 
1 2 2 1 X 10 
„= |; а 1: с= ] 4 { 
bu 1 
1 210 0*0 1 
li 1 4 0700 > » 
0 2 32 1 O Y 150 О 
у= [| Ed e qua 14 о 
07080 [ор 1 
1.2040 107,4 4 | 
11 1 Nos Exercícios 9 até 12, use a multiplicação matricial para encontrar а 
0 2 3 E ui d imagem da estrutura pela translação A e esboce a imagem. 
x v=lo dla: ү 
L1 9. A estrutura no Exercício; A = |о al 
D 217 (020 0 
ETOO 10 
ing | 2 
4 val 2 м 1): €= TEVE та | 
0 0111 
0:0 074 1 


326 Capítulo6 + Transformações Lineares 


11. A estrutura no Exercício 7; A = lo | 


12. A estrutura no Exercício 8; A — E i 


Nos Exercícios 13 até 16, use a multiplicacáo matricial em coordenadas 
homogéneas para transladar a estrutura por x, e esboce a imagem. 


13. A estrutura no Exercício7; x; — [il 
a -1 

14. A estrutura no Exercício8; X; — Я 
3 2 

15. A estrutura no Exercício7; xy = i 


16. A estrutura no Exercício8; x, = Н! 


Nos Exercícios 17 е 18, encontre a matriz 3 х 3 em coordenadas ho- 
mogéneas que efetua a operação dada em R°. 


17. (a) A rotação de 30º em torno da origem. 
(b) A reflexão no eixo x. 


18. (а) A compressão na direção x de razão у. 
(b) A dilatação de razão 6. 


20. (a) A rotação de 45º em torno do eixo x. 
(b) A reflexão no plano xy. 


21. (a) Encontre uma matriz 3 x 3 em coordenadas homogéneas que 
translada x = (x, y) por x,=(1, 2). 
(b) Use a matriz obtida na parte (a) para encontrar a imagem do 
ponto х = (3, 4) pela translação. 
22. (a) Encontre uma matriz 3 x 3 em coordenadas homogéneas que 
translada x = (x, y) por x, =(-2, 4). 


(b) Use a matriz obtida na parte (a) para encontrar a imagem do 
ponto x=(1, 3) pela translação. 


23. (a) Encontre uma matriz 4 x 4 em coordenadas homogéneas que 
translada x = (x, y, z) por x, = (5, 3, -1). 
(b) Use a matriz obtida na parte (a) para encontrar a imagem do 
ponto x = (5, —4, 1) pela translação. 
24. (a) Encontre uma matriz 4 x 4 em coordenadas homogéneas que 
translada х = (x, y, z) por x, = (4, 2, 0). 


(b) Use a matriz obtida na parte (a) para encontrar a imagem do 
ponto x = (6, —3. 2) pela translação. 


Nos Exercícios 25 até 28, encontre a matriz que efetua a composição 
explicitada em coordenadas homogéneas. 


Nos Exercícios 19 e 20, encontre a matriz 4 x 4 em coordenadas ho- 
mogéneas que efetua a operação dada em R’. 


19. (a) A rotação de 60º em torno do cixo z. 
(b) A reflexão no eixo yz. 


Na Seção 6.1 consideramos rotações de К em torno da origem e refle- 
xões de R° por retas pela origem [ver Fórmulas (16) e (18) daquela se- 
ção). Contudo, existem muitas aplicações nas quais estamos interessa- 
dos em rotações em torno de outros pontos, não só a origem, ou refle- 
xões em retas que não passam pela origem. Tais transformações não 
são lincares, mas podem ser efetuadas usando multiplicação matricial 
em coordenadas homogéneas. Essa idéia é explorada nos Exercícios 
D1 até D3. 


D1. Uma maneira de efetuar uma rotação de R? em torno do ponto x, = 


25. A rotação de 60º de R? em torno da origem seguida da translação 
por (3, -1). 


26. A translação de R^ por (1, 1) seguida da mudança de escala 
(х, y) > (2х,7у). 


27. A transformação (х, Y, 2) > (-x,2y +2,X + y) seguida da 
translação por (2, —3, 5). 


28. A rotação de 30º de R" em torno do eixo y positivo seguida da trans- 
lação por (1, —2, 3). 


Encontre a imagem de um ponto qualquer (x, y) por uma rotação de 
R? por 30º em torno do ponto (2, -1). 


D2. (a) Use a idéia discutida no Exercício D1 para encontrar a matriz Н 
em coordenadas homogéneas que reflete А? pela linha que pas- 
sa pelo ponto x, = (X, y,) e faz um ângulo de 0 com o eixo x po- 
sitivo. (Expresse H como um produto, como no Exercício D1.) 

(b) Use a matriz obtida em (a) para encontrar a imagem de um 
ponto qualquer (х, y) pela reflexão na reta pelo ponto (2, -1) 
que faz um ângulo de 30º com o eixo x positivo. 


D3. Encontre a imagem do ponto (3, 4) pela reflexão na reta de inclina- 


(x, Yo) por um ángulo 6 é a seguinte: primeiro transladamos К por 
x, para trazer o ponto x, à origem, depois efetuamos a rotação de 
К? em torno da origem pelo ângulo 6 e finalmente transladamos R^ 
por x, para trazer a origem de volta ao ponto x, = (X, у,). Assim, 
uma matriz R em coordenadas homogéneas que efetua a rotação 
de R? pelo ângulo 8 em tomo do ponto x, = (х,у) 6 

1 0 xp] [coso —senó 1 0 -x 
R=|0 1 y||senô cosg 0110 1 -y 

Quo 1 0 0 LIDO O: vd 


çãom = і que passa pelo ponto (1, 2). [Sugestáo: Ver o Exercício 
31(a) da Seção 6.1 e o Exercício D2 acima.) 


D4. Lembre que se À, e À, são escalares positivos, então a mudança de 


escala (x, y) > (Aix, Азу) de R comprime ou expande a coor- 
denada x na razão À, e comprime ou expande a coordenada y na 
razão À,. Como essas mudanças de escalas deixam a origem fixa, 
costumamos dizer que a origem é o centro da mudança de esca- 
la. Contudo, também existem mudanças de escalas não-lincares 
de R? que comprimem ou expandem nas direções de x e de y mas 
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deixam fixo um ponto x, = (Xo Yo) que não é a origem. Esses ope- 
radores podem ser criados usando primeiro a translação de R por 
=x, para levar o ponto x, para a origem, depois a mudança de es- 
cala (x, y) > (Aix, A2y), e finalmente a translação de x, por x, 
para trazer a origem de volta ao ponto x. Encontre uma matriz 5 
de tamanho 3 x 3 em coordenadas homogéneas que efetua essas 
três operações e use-a para provar que a transformação pode ser 
expressa por 


(x, 


Y) > (xo +A1(x — хо), Yo + MY — yo) 


Usando Recursos Computacionais 


TI. (a) 


(b) 


(с) 
(4) 


A figura dada mostra a estrutura de um cubo num sistema de 
coordenadas retangulares xyz. Encontre uma matriz de vértices 
para essa estrutura e esboce a projeção ortogonal dessa estrutu- 
ra no plano xy. 


Figura Ex-T1 


Encontre uma matriz 4 x 4 em coordenadas homogéneas que 
efetua a rotação da estrutura por 30º em torno do eixo z positi- 
vo e depois translada a estrutura uma unidade na direção do ci- 
xo x positivo. 

Calcule a matriz de vértices para a estrutura girada e translada- 
da. 

Use a matriz obtida na parte (c) para esboçar a projeção ortogo- 
nal no plano xy da estrutura girada e transladada. O resultado 


[Observe que (Xo, Yo) permanece fixo por essa transformação e 
que a transformação é não-linear se (xo, Yo) (0, 0), a menos 
que À, = А = 1] 


05. (а) 


(b) 
(c) 


Encontre uma matriz 3 x 3 em coordenadas homogéneas que 
primeiro translada x = (x, y) por x, = (xo у) e então gira o ve- 
tor resultante em torno da origem pelo ángulo Ө. 

Encontre uma matriz 3 x 3 em coordenadas homogêncas que 
efetua as operações da parte (a) em ordem inversa. 

O que os resultados das partes (a) e (b) dizem sobre a comuta- 
tividade da rotação e da translação? Esboce uma figura ilus- 
trando as conclusões. 


obtido confirma sua intuição geométrica do que deveria ser es- 
ta projeção ortogonal? 


T2. Repita as partes (b), (с) e (d) do Exercício Т1 supondo que a estru- 
tura seja girada 30º em torno do eixo y positivo e depois translada- 
da de tal modo que o vértice na origem acabe no ponto (1, 1, 1). 


T3. A figura dada mostra a letra L num sistema de coordenadas xy e 
uma versão itálica dessa letra criada por cisalhamento e translação. 
Use o método do Exemplo 3 para encontrar os vértices do L itálico 
transladado, com precisão de duas casas decimais. 


Figura Ex-T3 


CAPÍTULO 


Praticamente todas эз aplicações 


BASES DE 
SUBESPAÇOS 


EXEMPLO 1 
Algumas 
Bases Simples 


EXEMPLO 2 
A Bue 
Canônica de R” 


Dimensão e Estrutura 


Seção 7.1 Base e Dimensão 


Na Seção 25, discutimos informalmente o conceito de dimensão. O objetivo desta seção é tomar essa idéia matemati- 
camente тай precisa. 


Se V=ger( Y. Y... Y,} €um subespaço de R' e se os vetores do conjunto S= (v, v... v.) são linear- 
mente dependentes, então pelo menos um dos vetores de 5 pode ser е os demais vetores conti- 
nuam gerando V. Por exemplo, suponha que V=ger[ Y, v,], onde S= (v,.v, v,] Є um conjunto linear- 
mente dependente. A dependência linear de 5 implica que pelo menos um vetor daquele conjunto é uma 
“combinação linear dos outros dois, digamos 

vemm tm в 


Assim, cada vetor w em V pode ser expresso como uma combinação linear só де ү, e v, pois escrevendo 
w como uma combinação linear de v, v, ev, digamos. 


w=ew + om + ст 
e então substituindo (1) nesta expressão, obtemos 
ч = сч tav + субут + haa) = (cs +oki)vi + (ea ok) 


Essa discussão sugere que são especiais os conjuntos geradores constituídos de vetores linearmente 
independentes, por não conterem vetores supérfluos. À seguinte definição é conveniente. 


Definição 7.1.1. Um conjunto de vetores de um subespaço V de К” é denominado uma base de V se 
é linearmente independente e se gera V. 


Aqui temos alguns exemplos. 


+ Se Vé uma reta pela origem de К^, então qualquer vetor não-nulo da reta constitui uma base de V. 


+ Se Vé um plano pela origem de R’, então quaisquer dois vetores não-nulos do plano que não são 
múltiplos escalares um do outro constituem uma base de V. 


* Se V= [0] £o subespaço nulo de К^, então V não possui base, por não conter quaisquer vetores li- 
nearmente independentes.” . 

Os vetores unitários canónicos e, e; е, são linearmente independentes, pois escrevendo 
centos + +oe=0 o 
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EXEMPLO 3 
Independência 
Linear Usando o 
Teorema 7.1.2 


EXEMPLO 4 
Independência de 
Vetores-Linha 
Não-Nulos em uma 
Forma Escalonada 


em forma de componentes, obtemos (c, c; — c,)=(0,0,..., 0) que implica que todos coeficientes em (2) 
são nulos. Além disso, esses vetores geram R” pois um vetor x = (x, x,  x,) qualquer de R” pode ser ex- 
presso como 


x = х1(1,0,...,0) + х›(0,1,...,0)+---++х„(0,0,...,1) = хе + X262 +- -© + Xn€n 
Dizemos que (e, e, e Jéabase canónica de К". " 

Sabemos que um conjunto de dois ou mais vetores S = (v, V» ..., v,) em R” é linearmente depen- 
dente se, e somente se, algum vetor do conjunto é uma combinação linear dos outros vetores do conjunto. 
O próximo teorema, que nos será útil no nosso estudo de bases, vai um passo adiante mostrando que, in- 


dependentemente da ordem na qual os vetores estão listados no conjunto, pelo menos um vetor da lista é 
uma combinação linear dos vetores que o antecedem na lista. 


Teorema 7.1.2 SeS = (V, ү,,...,ү,} é um conjunto de dois ou mais vetores não-nulos em К", en- 
tão S é linearmente dependente se, e somente se, algum vetor de S é uma combinação linear de veto- 
res que o antecedem na lista. 


Prova Se algum dos vetores de 5 é uma combinação linear dos vetores que o antecedem em S, então а 
dependência linear de S segue pelo Teorema 3.4.6. 


Reciprocamente, suponha que 5 seja um conjunto linearmente dependente. Isso implica que existem 
escalares, não todos nulos, tais que 


пу + уз ++ Уу = 0 @) 
Seja 1, o escalar não-nulo de maior índice. Isso implica que, se existirem, são nulos todos termos de (3) que 
vêm depois do j-ésimo e portanto podemos reescrever essa equação como 

пу va ee tv; = 0 


Como 1, 0, podemos multiplicar essa equação em ambos lados por 1/1, e resolver v, como combinação li- 
near dos vetores v,, V,,..., а queo antecedem na lista de S, completando a prova. = 


Mostre que os vetores 
v,=(0,2,0), v,2(3,0,3, v,=(-4,0, 4), 


são linearmente independentes mostrando que nenhum vetor do conjunto (v,, V} v,) é uma combinação 
linear dos que o antecedem. 


Solução О vetor v, não é um múltiplo escalar de v, e, portanto, não é uma combinação linear de v,. O 
vetor v, não é uma combinação linear de v, e v,, pois se existisse uma relação do tipo v, = 1,V, + fV, en- 
tão seria necessário tomar t, = 0 para produzir o segundo componente nulo de у,. Isso então implicaria que 
v, é um múltiplo escalar de v,, o que não ocorre. Assim, nenhum vetor no conjunto (v,, V}, Y;) é uma com- 
binação linear dos que o antecedem. ГЫ 


Os vetores-linha não-nulos de uma matriz em forma escalonada por linhas são linearmente independen- 
tes. Para visualizar isso, considere as seguintes matrizes típicas em forma escalonada por linhas, onde os 
asteriscos denotam números reais arbitrários: 


O i'x x X Ж Ae X ow 
lapy L1 wc» SE Le 

ООМО Do x oe ЖОЖ 
9.1 ж ж 01 ж ж 0 d * ж 6:096 po aod oec di 
Quo: dd OO Т.ж Ө ONO O MC OUS OT X жж 
0001 0000 0000 O -0v9. 0050 090: 3 ж 


Listando os vetores-linha não-nulos dessas matrizes na ordem v,, v., . - . , começando na base e continuan- 
do para cima, nenhum vetor dessa lista pode ser expresso como combinação linear dos que o antecedem 
porque não é possível produzir um pivô com tal combinação. A independência linear dos vetores-linha 
não-nulos segue então do Teorema 7.1.2. = 


Agora temos todas as ferramentas matemáticas para provar um dos teoremas principais desta seção. 
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Teorema 7.1.3 (Existência de uma Base) Se V ё um subespaço não-nulo de К”, então existe uma ba- 
se de V que tem no máximo n vetores. 


Prova Seja V um subespaço não-nulo de R”. Daremos um procedimento para construir um conjun- 
to com no máximo n vetores em V que gera V e no qual nenhum vetor é uma combinação linear dos 
vetores que o antecedem na construção (e, portanto, é um conjunto linearmente independente). Aqui 
está a construção: 


* Seja у, um vetor não-nulo qualquer em V. Se V = ger(v,), então temos nosso conjunto linearmen- 
te independente e gerador. 


e Se Vx ger(v,), escolhemos um vetor у, qualquer em V que não é combinação linear de v,, ou se- 
ja, não é um múltiplo escalar de у,. Se V = ger(v,, v,), temos nosso conjunto linearmente indepen- 
dente e gerador. 

© SeV* ger(v,, v,), escolhemos um vetor v, qualquer em V que não é combinação linear de v, e v,. Se 
V=ger(v,, у, У, }, temos nosso conjunto linearmente independente e gerador. Se V # ger( v,, Ya, Vs), 
escolhemos um vetor v, qualquer em V que não é uma combinação linear de v,, v, e v, e repetimos 
o processo dos passos anteriores. 

e Continuando esse processo construtivo, há duas possibilidades lógicas: Em algum estágio da cons- 
trução obtemos um conjunto linearmente independente que gera V ou, caso contrário, encontrare- 
mos um conjunto linearmente independente de n + 1 vetores. Mas essa última opção é uma impos- 
sibilidade, pois um conjunto linearmente independente em R” não pode conter mais do que n ve- 
tores, pelo Teorema 3.4.8. ш 


Em geral, os subespaços não-nulos têm muitas bases. Por exemplo, se У é uma reta pela origem de 
К", então qualquer vetor não-nulo da reta forma uma base da reta e se V é um plano pela origem de А", en- 
tão quaisquer dois vetores não-colineares do plano formam uma base do plano. Não é acidental que as ba- 
ses da reta todas têm um vetor e que as bases do plano todas têm dois vetores, pois o próximo teorema mos- 
tra que as bases de um subespaço não-nulo de R" necessariamente têm todas o mesmo número de vetores. 


Teorema 7.1.4 Todas as bases de um subespaço não-nulo de К” têm o mesmo número de vetores. 


Prova Seja У um subespaço não-nulo de R” e suponha que os conjuntos В, = (V,, у,,..., v) eB;=(w,, 
Was » +», W,) sejam bases de V. Nosso objetivo é provar que k = m e o plano é partir de К * m e chegar em 
alguma contradição. Como os casos k < m e m < k diferem apenas na notação, é suficiente dar a prova no 
caso em que k < т. 


Como B, gera V e como os vetores em B, são vetores de V, cada w, em B, pode ser expresso como 
uma combinação linear dos vetores de B,, digamos 


Wi = апу + 12 +++ ашу 
М2 = ауу + ару; t: + аур 
(4) 
Wm = disVi + dos Vo + +++ + OV 
Agora considere o sistema linear homogêneo 


an an +": Gim|[c; 0 
аз an © am | | с 0 
ак аю ct] Aim] (Сп 0 


de k equações nas m incógnitas c,, с,,...,с,„. Como k < m, esse sistema tem mais incógnitas do que equa- 
ções e, portanto, uma solução não-trivial (Teorema 2.2.3). Isso implica que existem números c,, Cz . .. + Co 
não todos nulos, tais que 
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A Álgebra Linear na História 


Às vezes ocorrem descobertas matemáticas 
que abalam os fundamentos de nossa intui- 
ção. Uma dessas descobertas ocorreu em 
1890, quando o matemático italiano Giusep- 
pe Peano produziu equações paramétricas x 
= f(t), y = g (t) de uma curva que passa por 
cada ponto de um quadrado pelo menos 
uma vez enquanto o parámetro t varia de O a 
1. Essa curva, agora conhecida como Curva 
de Peano, causou confusão com a noção de 
que curvas sáo objetos unidimensionais e 
quadrados sáo objetos bidimensionais. A 
descoberta de Peano motivou os matemáti- 
cos a reexaminar todo o conceito de dimen- 
sáo e a trabalhar para colocá-lo em funda- 
mento matemático preciso. Felizmente para 
o nosso estudo, a noção de dimensão de su- 
bespaços vetoriais é menos complexa do que 
a noção de dimensão de curvas e superfícies. 


Giuseppe Peano 
(1858-1932) 


EXEMPLO 5 
Número de Vetores 
numa Base 


+ Dimensão e Estrutura 


ац an ат 0 

a21 an Am 0 
cal. (toj . {tetea "ML 

ац ar ат 0 


ou, equivalentemente, 
Сац + can +++ + Сй = 0 


PA лан (5) 
сак + Соар +++ + Сый, = 0 

Para completar a prova, mostraremos que 
суз + Wo d +++ + С„%„ =0 (6) 


contradizendo a independência linear de w,, W», . . . , w,,. Para conseguir isso, primeiro 
usamos (4) para reescrever o lado esquerdo de (6) como 
сүү См + +CmWm= 
ci(anvi + a21V2 + +++ + aki Y) 
+ co(ai2 Vi + a22V2 + +++ + аюу) (7) 


+ Cm (aim V1 + do Va + +++ + аку) 
Em seguida, multiplicamos todas as parcelas do lado direito de (7) e reagrupamos os ter- 
mos para formar uma combinação linear de v,, V}, . . . , у. Os coeficientes resultantes 
nessa combinação linear correspondem às expressões do lado esquerdo de (5) (verifi- 
que), de modo que, por (5), segue 
сү + C2W2 + cc C64, W, = Ovi + бу; +- +0v; = 0 


que é a contradição que estávamos procurando. H 


e Cada base de uma reta pela origem de R” tem um vetor. 
e Cada base de um plano pela origem de R” tem dois vetores. 


e Cada base de R” tem n vetores (pois a base canônica tem n vetores). a 


Em cada parte do Exemplo 5 vemos que o número de vetores da base de um subespago combina com nos- 
sa noção intuitiva de dimensão. Assim, somos levados naturalmente à definição seguinte. 


Definição 7.1.5 Se V é um subespago não-nulo de А", então a dimensão de V, denotada por 
dim(V), é definida como o número de vetores de uma base de V. Além disso, dizemos que o espa- 
ço nulo tem dimensão 0. 


EXEMPLO 6 
Dimensões de 
Subespaços де А" 


Segue da Definição 7.1.5 е do Exemplo 5 que: 
e Uma reta pela origem de R'tem dimensão 1. 


* Um plano pela origem de А" tem dimensão 2. 


e О К" tem dimensão n. bi 


DIMENSÃO DE UM 
ESPAÇO-SOLUÇÃO 


Ao final da Seção 3.5, afirmamos que a solução geral de um sistema linear homogéneo Ax = 0 que resul- 
ta da eliminação de Gauss-Jordan é da forma 


X = hV HUV eb SV, (8) 


na qual os vetores v,, Y, . . 


- , V, são linearmente independentes. Dizemos que esses vetores são as solu- 


ções canônicas de Ах = 0. Observe que essas são as soluções que resultam de (8) tomando um dos pará- 
metros igual a 1 e os demais iguais a 0. Como os vetores das soluções canônicas geram o espaço-solução 
e são linearmente independentes, eles formam uma base do espaço-solução, que denominamos a base ca- 
nônica do espaço-solução. 


Segáo7.1 + BaseeDimensáo 333 


EXEMPLO 7 Encontre a base canônica do espaço-solução do sistema homogêneo 
ES ху + 3x2 — 2x3 +2xs =0 
ESA 2x, + 6x2 — 5х3 — 2x4 + 4х5 – 3x,=0 
5x3 + 10x4 + 15x = 0 
2x, + 6x; + 8x4 + 4х5 + 18x, = 0 
e dê a dimensão desse espaço-solução. 
Solução Mostramos no Exemplo 7 da Seção 2.2 que a solução geral produzida pela eliminação de 
Gauss-Jordan é dada por 
(X1, X2, X3, X4, Xs, х6) = г(—3, 1, 0, 0, 0,0) + s(-4, 0, —2, 1, 0, 0) + 1(—2,0, 0,0, 1,0) 
Assim, os vetores da base canónica sáo 
v,=(3,1,0,0,0,0), v,=(+4,0,-2,1,0,0), v,=(-2,0,0,0, 1,0) 
e o espaço-solução é um subespago tridimensional de А“. a 
DIMENSÃO DE UM Lembre que na Seção 3.5 vimos que se a = (a,, a,,..., a,) € um vetor não-nulo em К”, então o hiperplano 
HIPERPLANO a” pela origem de R” é dado pela equação 
ax tax t aux, = 0 
Vamos ver essa equação como um sistema linear de uma equação a n incógnitas. Como esse sistema tem 
uma variável líder e n — 1 variáveis livres, seu espaço-solução tem dimensão n — 1, e isso implica que 
(a+) = n— 1. Por exemplo, os hiperplanos pela origem de А (retas) têm dimensão 1 e os hiperplanos pe- 
la origem de R’ (planos) têm dimensão 2. 
Teorema 7.1.6 Sea é um vetor não-nulo em К", então dim(a^) = n — 1. | 
Se excluirmos o próprio R”, então os hiperplanos de R” são os subespaços de dimensão máxima. 
Exercícios 7.1 
Nos Exercícios 1 e 2, mostre que os vetores são linearmente dependen- 6100). Encontre tits bases diferentes daras ya ош К, 
tes encontrando um vetor na lista que é uma combinação linear dos (b) Encontre três bases diferentes do plano x = t, + fa, y = t, — ty 
que o antecedem. Especifique o primeiro vetor na lista com essa pro- z=31, +21, em Р. 


priedade. (Tente resolver esse problema sem fazer contas.) 


Nos Exercícios 7 até 10, encontre a base canônica do espaço-solução 


1. (a) vi = (1, 3,4), v2 = (2, -6, 8), уз = (1, 1,0) do sistema homogéneo e dé a dimensão desse espaço. 
(b) vi = (1,1,1), v2 = (1,1,0), v3 = (0,0, 1) 
(c) vi = (1,0,0, 0), v; = (0, 1,0,0), уз = (0,0, 0, 1), 7. 3x, + x2 +x + ха = 0 8. х—-х+ х=0 
va = (-1,2,0, 6) 5x —5o +m-x=0 2x, -x; 4x=0 
2. (a) vı = (8, —6, 2), v; = (4, —3, 1), v = (0,0,7) ЛӨӨ A E Pp 
©) v; = (1,1, D, v; = (1,1,0), vs = (0,0,5) ч зач 8 I 
(с) vi = (0,0, 1,0), v; = (0, 1,0,0), v. = (0,0,0, 1), п ARSS 
va = (0, 4, 5, 8) xc х0 – 2х3 = 25 = 0 
_ Е хз + х + х5 = 0 
Nos Exercícios 3 e 4, mostre que os vetores da lista são linearmente | 10. xı +2x — 2x3 + x:+3x5=0 
dependentes expressando um dos vetores como uma combinação li- mw+3m-— 4- xs=0 
PEDO tores pero ántesedem. 2x, + Зх — Txs + Зх; + Txs = 0 
х2 — xi x5=0 
3. vı = (0,3, 1, 21), у = (6,0, 5, 1), уз = (4, 77, 1,3) 
4. vi = (2,4,2, —8), уз = (6,3, 9, —6), Nos Exercícios 11 e 12, encontre uma base do hiperplano a^. 
уз = (71,1, 2, -2) 
11. (а) a-(1,2, 3) (b) a=(2,-1,4.1) 


5. (a) Encontre três bases diferentes da reta y = 2x em R. 


(b) Encontre trés bases diferentes do plano x + у + 2z = 0 em R’. 12. (а) a2 (-2,1,4) (b) a=(0,-3,5.7) 
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Discussão e Descoberta 


DI. (a) SeAx= qa eea е ic Ан чейнн. а 
tão seu espaço-solução tem dimensão no máximo 


(b) Um hiperplano em R' tem dimensão 
(c) Os subespaços de R“ têm dimensões А 
(d) А dimensão do subespaço de R gerado pelos vetores v, = (1,0, 
1,0), v; = (1,1, 0, 0), v;=(1,1,1,0)é 
D2. Sejam v,, Vy v, € v, vetores em А° da forma 
Vim (1,ж,ж,ж,%ж,ж), v2 = (0,0, 1, ж, ж, ж) 
уз = (0,0,0, 1, ж, ж), у: = (0, 0,0,0, 1, ж) 


nos quais cada entrada denotada por asterisco pode ser qualquer 
número real. Decida se esses vetores são linearmente indepen- 
dentes. Justifique sua resposta. 


Trabalhando com Provas 
P1. Use o Teorema 7.1.2 para provar os seguintes resultados: 
(a) SeS=(v,, У,,..., V,] é um conjunto linearmente dependen- 
te em А", então também é linearmente dependente o conjunto 
Sm (V, Y, ..., Vis Wi. А 


para quaisquer vetores W,, W» . . ., W,em К^. 


Usando Recursos Computacionais 


T1. Decida se algum dos vetores do conjunto 
S= {(2, 6, 3, 4, 2), (3, 1, 5, 8, 3), (5, 1, 2, 6, 7), (8, 4, 3, 2, 
6), (5, 5, 6,3, 4)) 


é uma combinação linear dos que o antecedem. Justifique sua resposta. 


D3. Verdadeiro ou falso: Se S = {V}, Va, . . . , V¿) É um conjunto de dois 
ou mais vetores não-nulos em А", então S é linearmente indepen- 
dente se, e somente se, algum vetor em S é uma combinação linear 
dos vetores que o sucedem. Justifique sua resposta. 


D4. Seja 
2 ^4 t 
Az|t-1 1 
3 1-1 


Encontre os valores de г, se houver, para os quais o espaço-solução de Ax = 0 
tem dimensão positiva. Encontre a dimensão para cada um desses г. 


(b) 5е5= (v, Va... 


dente em R”, então também é lincarmente independente qual- 
quer subconjunto não-vazio de S. 


+ V,) € um conjunto lincarmente indepen- 


P2. Prove que se k é um escalar não-nulo e a é um vetor não-nulo em R”, 
então (ka)? = а>. 


T2. (SCS) Encontre a base canônica exata (sem aproximação decimal) 
do espaço-solução de Ax = 0, dado que 


42132419 1 3 
53 4 5 7 
9 9 10 21 10 17 


Seção 7.2 Propriedades de Bases 


Nesta seção, continuaremos nosso estudo de base e dimensão e desenvolveremos algumas propriedades impor- 


tantes de subespaços. 


PROPRIEDADES 


DE BASES ger{v, Va ..., 


Na auséncia de condicóes restritivas, em geral existem muitas maneiras de expressar um vetor em 
v,) como uma combinação linear dos vetores geradores. Por exemplo, consideremos as 


possíveis expressões do vetor v = (3, 4, 5) como uma combinação linear dos vetores 


vı = (1,0,0), 


v2 = (0,1,0), 


уз = (0,0, 1), vs=(1,1,1) 


Uma possibilidade óbvia é desconsiderar a presença de v, e escrever 
(3,4, 5) = 3v; + 4v; + 5v3 + 0v4 


Outras maneiras podem ser encontradas expressando os vetores em forma de coluna e escrevendo a equa- 


ção vetorial 


V=CiVi + C2V2 + C3V3 + C4V4 


como o sistema linear 


а) 
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100 1] 3 

о101|| 12| = |4 

0. 0 E 5 5 
C4 


Resolvendo esse sistema obtemos (verifique) 
c=3-t, c,24-t c=5-t =t 

de modo que, substituindo em (1) e escrevendo os vetores em forma de componentes, obtemos 
(3,4, 5) = (3— 0(1,0,0) + (4 — £)(0, 1,0) + (5 —1)(0,0,1)++(1,1,1) 

Assim, por exemplo, tomando г = 1, obtemos 
(3, 4, 5) = 2(1, 0, 0) + 3(0, 1, 0) + 4(0, 0, 1) + (1, 1, 1) 

e tomando г = –1, obtemos 


(3, 4, 5) = 4(1, 0, 0) + 5(0, 1, 0) + 6(0, 0, 1) — (1, 1, 1) 


O próximo teorema mostra que foi a dependência linear de v,, V}, у; e v, que tornou possível expres- 
sar y de mais de uma maneira como uma combinação linear desses vetores. 


Teorema 7.2.1 SeS- (v, V ..., V,) é uma base do subespago V de К", então cada vetor v em V po- 


de ser expresso de uma única maneira como combinagáo linear dos vetores de S. 


Prova Seja vum vetor qualquer em V. Como S gera V, existe pelo menos uma maneira de expressar y como 
combinação linear dos vetores de $. Para ver que existe exatamente uma maneira de fazer isso, suponha que 


у= у V2 ess Дур е у= у + VA Heo UE Q) 
Subtraindo a segunda equação da primeira, obtemos 

9 = (ti — tvi + (t2 — t5)va ++ (tk — ti) Yk 
Como o lado direito dessa equação é uma combinação linear dos vetores de $ e como esses vetores são li- 


nearmente independentes, cada um dos coeficientes dessa combinação linear deve ser zero. Assim as duas 
combinações lineares de (2) são idênticas. [s] 


O próximo teorema revela dois fatos importantes sobre bases: 


1. Cada conjunto gerador de um subespaço ou é uma base do subespaço ou então contém alguma ba- 
se como subconjunto. 


2. Cada conjunto linearmente independente de um subespaço ou é uma base do subespaço ou então 
pode ser estendido a uma base do subespaço. 


Teorema 7.2.2 Seja S um conjunto finito de vetores de um subespaço V não-nulo de R". 
(a) Se S gera V mas não é uma base de V, então obtemos uma base de V removendo vetores apro- 
priados de S. 


(b) Se S é um conjunto linearmente independente mas não é uma base de V, então obtemos uma ba- 
se de V acrescentando vetores apropriados de V a S. 


Prova (a) SeS gera V mas não é uma base de V, então 5 deve ser um conjunto linearmente dependente. 
Isso significa que algum vetor v em $ é uma combinação linear dos que o antecedem. Remova esse vetor 
de 5 para obter um conjunto S’. O conjunto S’ ainda gera V, pois qualquer combinação linear dos vetores 
de 5 pode ser reescrita como uma combinação linear dos vetores de S’, expressando v em termos de veto- 
res que o antecedem. Se S’ é linearmente independente, então é uma base de V e estamos feitos. Se S’ é li- 
nearmente dependente, então algum vetor em S’ pode ser expresso como uma combinação linear dos que 
o antecedem. Remova esse vetor de $' para obter um conjunto S”. Como antes, esse novo conjunto ainda 
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SUBESPAÇOS DE 
SUBESPAÇOS 


gera V. Se S”. é linearmente independente, então é uma base de V e estamos feitos; caso contrário, conti- 
nuamos o processo de remover vetores até chegar numa base. 


Prova (b) Se 5 = (w,, W» ..., W,) é um conjunto linearmente independente de vetores em V que não é 
uma base de V, então S não gera V. Assim, existe algum vetor v, em V que não é uma combinação linear 
dos vetores de S. Adicionamos esse vetor a S para obter o conjunto $' = (wi, W2, . . . , Ws, Уу}. Esse con- 
junto é linearmente independente porque nenhum de seus vetores pode ser escrito como combinação li- 
near de vetores que o antecedem. Se S’ gera V, então é uma base e estamos feitos. Se S’ não gera V, então 
existe algum vetor v, em V que não é uma combinação linear dos vetores de S’, Adicionamos esse vetor a 
S' para obter o conjunto $” = (му, W2, ..., Ws, V1, V2]. Como antes, esse conjunto ainda é linearmente in- 
dependente. Se S”. gera V, então é uma base e estamos feitos; caso contrário, continuamos o processo até 
alcançar uma base ou um conjunto linearmente independente de n vetores. Mas nesse segundo caso, o con- 
junto também deve ser uma base de V; de fato, se não fosse uma base, esse conjunto não geraria V e o pro- 
cedimento desenvolvido acima nos permitiria adicionar mais um vetor ao conjunto e criar um conjunto li- 
nearmente independente com n + 1 vetores, o que é impossível pelo Teorema 3.4.8. Assim, o procedimen- 
to deve acabar e produzir uma base em ambos casos. ГЫ 


Por definição, a dimensão de um subespaço não-nulo V de R” é o número de vetores numa base de 
V, contudo, a dimensão também pode ser vista como o número máximo de vetores linearmente indepen- 
dentes de V, pois se dim(V) = k e se pudermos apresentar mais do que k vetores linearmente independen- 
tes, então pela parte (b) do Teorema 7.2.2 aquele conjunto de vetores ou seria uma base de V ou então par- 
te de uma base de V, contradizendo o fato de todas bases de V terem k vetores. 


Teorema 7.2.3 Se V é um subespaço não-nulo de К", então dim(V) é o número máximo de vetores 
linearmente independentes em V. 


OBSERVAÇÃO Os engenheiros e físicos usam o termo grau de liberdade como sinónimo de dimensão, ar- 
gumentando que um espaço com k graus de liberdade permite o movimento ou a variação em no máximo 


k direções independentes. 


Até aqui, nos ocupamos com subespaços de А". Contudo, se V e W são subespaços de А", e se V é um 
subconjunto de W, então também dizemos que V é um subespaço de W. Por exemplo, na Figura 7.2.1, 
o espaço (0) é um subespaço da reta, que por sua vez é um subespaço do plano, que por sua vez é um 
subespaço de R’. 


& “Uma reta pela origem | 


(unidimensional) 


a Um plano pela origem| 
х y (bidimensional) 


Figura 7.2.1 


Como a dimensão de um subespaço de R” é o número máximo de vetores linearmente independen- 
tes que o subespaço pode ter, segue que se V é um subespaço de W, então a dimensão de V não pode exce- 
der a dimensão de W. Em particular, a dimensão de um subespaço de R” pode ser no máximo п, exatamen- 
te como poderíamos ter suspeitado. Além disso, se V é um subespaço de W e se os dois subespaços têm a 
mesma dimensão, então eles devem ser o mesmo espaço (Exercício P8). 


Teorema 7.2.4 SeV e W são subespaços de R” e se V é um subespaço de W, então: 


(a) 0 < dim(V) < dim(W) < n 
(b) V= W se, e somente se, dim(V) = dim(W) 
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ÀS VEZES, GERADOR 
IMPLICA 
LINEARMENTE 
INDEPENDENTE E 
VICE-VERSA 


Em certas ocasiões, temos algum conjunto não-vazio $ e queremos saber como o espaço ger(S) se- 
rá afetado se adicionarmos vetores a S. O próximo teorema trata desse assunto. 


Teorema 7.2.5 Seja S um conjunto não-vazio de vetores em R" e seja S um conjunto obtido adicio- 
nando mais vetores de К” a S. 

(a) Se os vetores adicionais estão em ger(S), então ger(S') = ger(S). 

(b) Se ger(S) = ger(S), então os vetores adicionais estão em ger(S). 


(c) Se ger(S”) e ger(S) têm a mesma dimensão, então os vetores adicionais estão em ger(S) e ger(S) 
= ger(S). 


Não demonstraremos formalmente esse teorema, mas seus enunciados deveriam ser quase evidentes. Por 
exemplo, a parte (а) diz que adicionando vetores a 5 que já são combinações lineares de vetores de S, real- 
mente não acrescentamos nada de novo ao conjunto de todas combinações lineares possíveis de vetores de 
S. A parte (b) diz que se a adição de vetores a 5 não acrescentar nada de novo ao conjunto de todas com- 
binações lineares possíveis de vetores de 5, então os vetores adicionais já devem ser combinações lineares 
de vetores de S. Finalmente, na parte (c), observe que se S é um subespaço de S' então ger(S) é um subes- 
paço de ger(S') (por quê?). Assim, se os dois espaços têm a mesma dimensão, então devem ser o mesmo 
espaço pelo Teorema 7.2.4(b) e isso significa que os vetores adicionais devem estar em ger(S). 


Em geral, quando queremos mostrar que um conjunto de vetores é uma base de um subespaço V de R”, de- 
vemos mostrar que o conjunto é linearmente independente e que gera V. Contudo, se soubermos, de ante- 
mão, que o número de vetores do conjunto é igual à dimensão de V, então, para mostrar que o conjunto é 
uma base, basta mostrar que o conjunto é linearmente independente ou que gera V, pois a outra condição 
segue automaticamente. 


Teorema 7.2.6 

(a) Um conjunto de k vetores linearmente independentes num subespaço não-nulo de К" de dimen- 
são k é uma base do subespaço. 

(b) Um conjunto de k vetores que gera um subespaço não-nulo de К" de dimensão k é uma base do 
subespaço. 

(с) Um conjunto com menos do que К vetores num subespaço não-nulo de К" de dimensão К não 
pode gerar o subespaço. 

(d) Um conjunto com mais do que К vetores num subespaço não-nulo de R" de dimensão k é linear- 
mente dependente. 


Prova (a) Seja S um conjunto linearmente independente de К vetores num subespaço não-nulo V de А" 
de dimensão k. Se 5 não é uma base de V, então 5 pode ser estendido a uma base adicionando vetores apro- 
priados de V. Contudo, isso produziria uma base de V com mais do que k vetores, o que é impossível, pois 
dim(V) = k. Assim, S é necessariamente uma base. 


Prova (b) Seja S um conjunto de k vetores que gera um subespaço não-nulo V de А" de dimensão k. Se 5 
não é uma base de V, então podemos eliminar vetores apropriados de S para reduzir S a uma base de V. 
Contudo, isso produziria uma base de V com menos do que k vetores, o que é impossível. Assim, S é ne- 
cessariamente uma base. 


Prova (с) Ѕеја S um conjunto com menos do que К vetores que gera um subespaço não-nulo V de А" de di- 
mensão К. Então ou 5 é uma base de V, ou então podemos eliminar vetores apropriados de S para reduzir S a 
uma base de V. Em cada caso, teríamos uma base de V com menos do que k vetores, o que é impossível. 


Prova (d) Seja $ um conjunto linearmente independente com mais do que k vetores num subespaço não- 
nulo V de R” de dimensão К. Então ou $ é uma base de V, ou então podemos adicionar vetores apropriados 
de V para estender $ a uma base de V. Em cada caso, teríamos uma base de V com mais do que К vetores, 
o que é impossível. = 
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EXEMPLO 1 
Bases 
Determinadas 

sem Fazer Cálculos 


EXEMPLO 2 
Um Teste de 
Determinante para 
a Independência 
Linear 


UM TEOREMA DE 
UNIFICAÇÃO 


(a) Mostre que os vetores v, = (-3, 7) e у, = (5, 5) formam uma base de R. 
(b) Mostre que os vetores v, = (2, 0, —1), v; = (4, 0, 7) e v, = (6, 1, —5) formam uma base de R. 


Solução (a) Temos dois vetores num espaço bidimensional de modo que basta mostrar que os vetores 
são linearmente independentes. Contudo, isso é óbvio porque nenhum dos dois vetores é múltiplo esca- 
lar do outro. 


Solução (b) Temos três vetores num espaço tridimensional de modo que novamente basta mostrar que 
os vetores são linearmente independentes. Podemos verificar isso mostrando que nenhum dos vetores v,, 
у; € у, é uma combinação linear de vetores que o antecedem. Mas o vetor у, não é uma combinação li- 
near de v,, por não ser um múltiplo escalar de v, e o vetor v, não é uma combinação linear de v, e y, por- 
que qualquer combinação linear desses dois vetores tem um segundo componente igual a zero, o que não 
ocorre com v}. ш 


(a) Mostre que os vetores v, = (1, 2, 1), v, = (1, —1, 3) e v, = (1, 1, 4) formam uma base de №. 
(b) Expresse w = (4, 9, 8) como combinação linear de v,, v; € V3. 


Solução (a) Temos três vetores num espaço tridimensional de modo que basta mostrar que os vetores 
são linearmente independentes. Uma maneira de mostrar isso é formar a matriz 


Il X | 
A=|2 -1 
їз 4 


que tem v,, V, e v, como vetores-coluna e aplicar o Teorema 6.3.15. O determinante da matriz А é náo-nu- 
lo [verifique que det(A) = —7], de modo que as partes (i) е (2) daquele teorema implicam que os vetores- 
coluna sáo linearmente independentes. 


Solução (b) O resultado da parte (a) garante que w pode ser expresso como uma combinação linear úni- 
ca de v,, v, € V}, mas o método usado naquela parte não nos diz qual é essa combinação linear. Para encon- 
trá-la, reescrevemos a equação vetorial 


(4,9,8) = ci(1,2, 1) + с2(1, —1, 3) + cx(1, 1, 4) (3) 


como o sistema linear 


1 1[ [е 4 
2-1 1[|о|= |9 
1 3 E Сз 8 


Esse sistema tem a solução única c, = 3, c; = –1, c, = 2 (verifique) e substituindo esses valores em (3) 
obtemos 


(4, 9,8) = 30,2, 1) - (1, -1,3) +2(1, 1,4) 
que expressa w como a combinação linear w = Зу, — v; + 2v3. ш 
Combinando o Teorema 7.2.6 com as partes (g) е (h) do Teorema 6.3.15, podemos acrescentar mais qua- 


tro afirmações a esse teorema. (Observe que reordenamos as partes do Teorema 6.3.15 para juntar as afir- 
mações sobre linhas e colunas no final.) 


Teorema 7.2.7 Se A é uma matriz n x n e T, ёо operador linear de К" com matriz canónica A, en- 
tão as seguintes afirmações são equivalentes. 
(a) A forma escalonada reduzida por linhas de A é I,. 


(b) A pode ser expressa como um produto de matrizes elementares. 
(c) A éinvertível. 
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(в) det(A) +0. 


(i) Т, é injetor. 
Q) Т, é sobrejetor. 


Exercícios 7.2 


] 
Nos Exercícios 1 e 2, explique рог que os vetores não formam uma ba- | 
se do espaço vetorial indicado. (Não é necessário fazer contas.) 


1. (a) v; = (1,2), v; = (0,3), v; = (2,7) de R?. 
(b) vi = (-1,3,2), v; = (6, 1, 1) de R”. 
(c) v; = (4,3), v; = (8, 6) de RÈ. 


2. (а) vi = (4,3) de R7. 
(b) vi = (1, 1, D, v2 = (71,2, 4), уз = (0,7,9), 
v4 = (-9, 8, 6) de R^. 
(c) vj = (1,1, 1), v; = (-1,2,4), v; = (0, 0, 0) de R?. 


1 
Nos Exercícios 3 e 4, use as idéias do Exemplo 1 para mostrar que os | 
vetores formam uma base do espaço vetorial indicado. | 


3. (а) vi 
(b vi 


4. (a) vi = (7, 5), v; = (4,8) de R?. 
(b) vi = (0, 1,3), v; = (0,8,0), vs = (1, 6, 0) de Rº. 


(2,1), v; = (3,0) de R7. 
(4, 1,0), vz = (—7,8, 0), vs = (1, 1, 1) de Rê. 


Nos Exercícios 5 e 6, use um teste de determinante para determinar se | 
os vetores formam uma base de R’. | 


5. (a) vi 
(b vi 


6. (a) vi = (5,1, -8, v; = (3,0,5), vs = (8,1, 3) 
(b) vi 2 (71,1, D), у = (1, 21, 1), уз = (1,1, —1) 


(3,2, 4), v = (4, 1, 22, v = (5,2, —3) 
(3,4, -5), v = (8,7, -2, v = (2, -1,8) 


7. (a) Mostre que os vetores 
у; = (1,0,0), v,=(0,2,0) 
у= (0,0,3), ж; = (1,1,1) 


geram R° mas não constituem uma base de R’. 
(b) Encontre três maneiras diferentes de expressar o vetor v = (1,2, 
3) como uma combinação linear dos vetores da parte (a). 


(d) Ax=0 tem somente a solução trivial. 
(е) Ах = é consistente para cada vetor b de К". 
(f) Ax=b tem exatamente uma solução para cada vetor b de К". 


(h) A=0 não é um autovalor de A. 


(k) Os vetores-coluna de A são linearmente independentes. 
(I) Os vetores-linha de A são linearmente independentes. 
Os vetores-coluna de A geram К". 

(n) Os vetores-linha de A geram К^. 

(о) Os vetores-coluna de A formam uma base de К". 

(p) Os vetores-linha de A formam uma base de К". 


8. (a) Mostre que os vetores 
w=(1,1,1), v,=(1,1,0) 
v,=(1,0,0), v,=(3,2,0) 
geram R mas não constituem uma base de R°. 


(b) Encontre três maneiras diferentes de expressar o vetor v = (1,2, 
3) como uma combinação lincar dos vetores da parte (a). 


Nos Exercícios 9 e 10, mostre que 5 = {v}, У) é um conjunto linear- 
mente independente em R` e estenda 5 a uma base de R'adicionando a 
S vetores unitários canônicos apropriados. 


9. v,=(-1,2,3), v,=(1,-2,2) 


10. v,=(1,-1,0), v,=(3,1,-2) 


Nos Exercícios 11 e 12, mostre que o conjunto 5 = (Vi, V2, Уз, Уз} 
gera R° e crie uma base de R° removendo vetores de 5 que são combi- 
nações lincares de vetores que os antecedem. Confirme que o conjun- 
to resultante é uma base. 


П. v,=(1,2,-2), v,=(3,-1,1), v,=(4,1,-1), v,=(1,3,6) 


12. v,=(3,2,2), v.=(6,4,4), v,=(1,2,3), v,=(0,1,4) 


Nos Exercícios 13 e 14, mostre que 5 = (Vi, V2, V3, V4) é uma base 
de R' e expresse y como uma combinação linear dos vetores da base. 


13. y,=(1,0,0), v,=(1,1,0), v,=(1,1,1), v=(2,5,1) 


14. v,=(1,1,0), v,=(1,0,1), v,=(0,1,1, v=(+4,2,3) 


| Nos Exercícios 15 e 16, sáo dados os subespagos V e W de R^. Deter- 
| mine se V é um subespaço де W. 


15. (a) Véa reta pela origem gerada роги = (1, 2, —1) e W é o plano 
pela origem com normal n = (2, 0, 1). 
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(b) Véa reta de equações paramétricas x = 2, у= -t,22 te Wéo 
plano de equação x + 3y +z = 0. 


16. (a) Véareta pela origem gerada роги = (1, 1, 3) e W é o plano pe- 
la origem com normal n = (2, 1, -1). 


(b) Véa reta de equações paramétricas x = t, y = 2, z2 -Ste Wé 
o plano de equação 3x + 2y +z = 0. 


Sejam 5 = (vi, V2, ..., Vn} uma base de А" е Т.К" — К" uma 
transformação linear. Se as imagens T (vi), T(v2), ..., T (Vn) dos ve- 
tores da base são conhecidas, então esses vetores da imagem podem 
ser usados para calcular a imagem de qualquer vetor x em А" escreven- 
do primeiro x como combinação linear dos vetores de S, digamos, 
X = Су + СУ + + + + + C, Vn, e então usando a linearidade da trans- 
formação T para expressar T(x) como 
T(x) = Т(у) + с;Т(у;) +++ + c,T(V,). Esse fato é muitas 
vezes descrito dizendo que a uma transformação linear é completa- 
mente determinada pelos seus “valores” numa base. Use essa idéia nos 
Exercícios 17 e 18. 


Discussão e Descoberta 


DI. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (Е). Justifique 
sua resposta. 

(a) Se 5 = (vi, v2,..., Ve} é um conjunto linearmente indepen- 
dente em А" então k $ n. 

(b) Se 5 = (vi, Vz, ..., V.) gera А" então k > n. 

(c) Se S = (vi, V2, ..., Ye) € um conjunto de vetores em R” e se 
cada vetor de R" pode ser expresso em exatamente uma única 
maneira como combinação linear dos vetores de S, então k = n. 

(d) Se Ax = 0 é um sistema linear de n equações a n incógnitas com 
uma infinidade de soluções, então os vetores-linha de A não 
formam uma base de R”. 

(c) Se Ve W são subespaços distintos de R" com a mesma dimen- 
são, então nem V nem W é um subespaço do outro. 


Trabalhando com Provas 


P1. Prove: Cada subespaço náo-nulo de R” possui uma base. 


P2. Prove: Se k é um inteiro qualquer entre 0 c л, então R" contém um 
subespaço de dimensão k. 


P3. Prove que se cada vetor em R” pode ser escrito de maneira única 
como uma combinação linear dos vetores de 5 = (vi, Vz, ..., Ya) 
então S é uma base de R”. [Sugestão: Use a hipótese da unicidade 
para provar a independência linear.) 


P4. Prove: Se T : R^ — К" é um operador linear injetor e se (V,, v... 
«+ V,) € uma base de Е", então (T(v,), T(v;), . . . , T(v,)) também é 
uma base de R”, ou seja, operadores lineares injetores levam bases 
em bases. (Sugestão: Use a hipótese de ser injetor para provar a in- 
dependência linear.) 

P5. Prove: Se B=(v,, V» ..., v) € B'=([W;, Wy-.., w,} são bases 
de R”, então existe um único operador linear de R” tal que T(v,) 
zw,T(v;) = ж,,..., T(v,) = W, [Sugestão: Como В é uma ba- 
se de R”, cada vetor x de К^ pode ser expresso de mancira única 


17. Seja T: R^ — К" uma transformação linear da qual sabemos que 


T, 1,0) 2 Q, 1, -1), TO, 1,2) = (1,0, 2), T2, 1, 3) =(4, 0, 1) 
(a) Encontre T(3, 2, -1). 
(b) Encontre Ta, b, с). 
(c) Encontre a matriz canônica de T. 


18. Seja T : R? — R* uma transformação linear da qual sabemos que 
T(1,1,1)=G,2,0,1), T(1,1,0)=(2,1,3,-1) 
Т(1, 0, 0) = (5, –2, 1, 0) 
(a) Encontre T(4, 3, 0). 
(b) Encontre T(a, b, c). 
(c) Encontre a matriz canônica de T. 


19. Mostre que os vetores v, = (1, —7, —5), у, = (3, 2, 8), v,=(4,-3,5) 
formam uma base de А e expresse um vetor arbitrário x = (x, y, z) 
como combinação linear dos vetores dessa base. 


D2. Se 5 = (vi, v2,..., Vn} é um conjunto linearmente dependente 
em А”, é possível criar uma base de R^ usando combinações lineares 
apropriadas dos vetores de 5? Explique seu raciocínio. 

D3. Se B = (vi, V2, ..., Va} é uma base de А", quantos operadores li- 
neares injetores diferentes podem ser criados que levem cada vetor 
de B num vetor de B? (Ver o Exercício P4.) 

D4. Encontre, se houver, os valores de a e В para os quais os vetores 

v, = (sen © + sen D, cos В + соз о) 


V, = (cos В — cos о, sen a — sen В) 


formam uma base de R°? 
D5. Explique por que a dimensão de um subespaço W de А" é o número 
mínimo de vetores de um conjunto que gera W. 


сото x = СУ + суу, +... + c,v,. Mostre que a fórmula T(x) = 
cw + су, +... + c, w,define um operador linear com as pro- 


priedades solicitadas.) 
Рб. (a) Prove que se (v,, у, v.) é uma base de R°, então também (u,, u» 
u, é uma base, onde 
Uu-v, US Y U-vtYVY, 


(b) Enuncie uma generalização do resultado da parte (a). 


P7. Prove que x é um autovetor de uma matriz A de tamanho n x n 
se, e somente se, o subespago de R” gerado por x e Ax tem di- 
mensão 1. 


P8. Prove: Se V e W são subespaços de А" tais que V C We se dim(V) 
= dim(W), então У = W. (Sugestão: Use o Teorema 7.2.2(b) para 
mostrar que se S (v,, у,,..., Va} é uma base de V, então 5 é uma 
base também de W. Agora use isso para mostrar que W C V.] 
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Usando Recursos Computacionais 


T1. Crie três procedimentos diferentes com os quais sua ferramenta po- Encontre todos os possíveis subconjuntos de $ que constituam ba- 
de ser usada para encontrar a dimensão do subespaço gerado por um ses de А?. 
conjunto de vetores de R” e entáo use os trés procedimentos para en- 


contrar a dimensão do subespago de R“ gerado por 


T3. (SCS) Use um teste de determinante para encontrar condigóes sobre 


v,=(2,2,-1,0,1) w=(1,-1,2,-3,1) a, b, ce d sob as quais os vetores 
v,=(1,1,2,0,-1) v,=(0,0,1,1,1) v,=(a,b,c,d) w=(-b,a,d, с) 


T2. Seja 5 =(v,, va, Уу, Vo Vs), onde 


v,=(=c,-d, a,b) v,=(-d,c,-b, a) 
formam uma base de Rº. 


v,2(,2,1) v,=(4,4,4) v,=(1,0,1) 
v,=(2,4,2) vs=(0,1,1) 
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Seção 7.3 Espaços Fundamentais de uma Matriz 


O desenvolvimento da Geometria Analítica foi uma das pedras fundamentais da Matemática, pois forneceu uma 
maneira de estudar propriedades de curvas geométricas usando equações algébricas e, reciprocamente, uma ma- 
neira de usar curvas geométricas para estudar propriedades de equações algébricas. Nesta seção e nas seguintes, 
veremos como as propriedades algébricas das matrizes podem ser usadas para estudar as propriedades geométri- 
cas dos subespaços e, reciprocamente, como as propriedades geométricas dos subespaços podem ser usadas pa- 
ra estudar as propriedades algébricas das matrizes. Nesta seção, também consideraremos vários métodos para en- 
contrar bases de subespaços. 


Se A é uma matriz т хп, então existem três espaços importantes associados com А: 
1. Oespaço-linha de A, denotado por lin(A), é o subespaço de R” gerado pelos vetores-linha de A. 
2. Oespaço-coluna de A, denotado por col(A), é o subespaço de R” gerado pelos vetores-coluna de A. 


3. Oespaço nulo de A, denotado por nuc(A), é o espaço-solução de Ax = 0. Esse é um subespaço 
de А". 


Se considerarmos A e A” simultaneamente, aparentemente teremos seis desses subespaços: 
lin(A), lin(A^), col(A), col(A^), nuc(A), nuc(A”) 


No entanto, transpondo uma matriz converte-se linhas em colunas e colunas em linhas, de modo que 
lin(A^) =col(A) e col(A”) = lin(A). Assim, dos seis subespagos originais, somente quatro sáo distintos: 


Esses são os espaços fundamentais de A. As dimensões de lin(A) e de nuc(A) são suficientemente impor- 
tantes a ponto de ter terminologia associada. 


Definição 7.3.1 А dimensão do espaço-linha de uma matriz A é denominada o posto de A e é 
denotado por pos(A); a dimensão do espaço nulo de A é denominada a nulidade de A e é denota- 
da por nul(A). 


OBSERVAÇÃO Adiante neste capítulo, mostraremos que o espaço-linha e o espaço-coluna de uma matriz 
sempre têm a mesma dimensão, de modo que podemos pensar no posto de A como a dimensão do espaço- 
coluna. Contudo, isso não será relevante no nosso trabalho aqui. 


Um dos objetivos desta seção é desenvolver algumas das propriedades básicas dos espaços fundamentais. 
Como um primeiro passo, precisamos estabelecer mais alguns resultados sobre ortogonalidade. 

Lembre que na Seção 3.5 vimos que se a é um vetor não-nulo em R”, então a” é o conjunto de to- 
dos os vetores em R” que são ortogonais a a. Dizemos que esse conjunto é o complemento ortogonal de 
a (ou o hiperplano pela origem com normal a). A próxima definição estende essa idéia ao complemen- 
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EXEMPLO 1 
Complemento Ortogonal 
de Subespaços de R^ 


EXEMPLO 2 
Complemento Ortogonal 
de Vetores-Linha 


Figura 7.3.1 


EXEMPLO 3 
Complemento 
Ortogonal de 
Dois Vetores 


PROPRIEDADES DOS 
COMPLEMENTOS 
ORTOGONAIS 


* Dimensão e Estrutura 


to ortogonal de conjuntos com mais de um vetor. 


Definição 7.3.2 Se Sé um conjunto náo-vazio em R”, então o complemento ortogonal de S, denota- 


do por S+, é o conjunto de todos vetores em А" que são ortogonais a cada vetor de 5. 


Se L é uma reta pela origem de R°, então L” é o plano pela origem que é perpendicular a L, e se W é um 
plano pela origem de R’, então У“ é a reta pela origem que é perpendicular a W (Figura 7.3.1). L] 


Se S é o conjunto de vetores-linha de uma matriz A de tamanho m xn, então segue do Teorema 3.5.6 que 
S” é o espaço-solução de Ax = 0. = 


O conjunto $ na Definição 7.3.2 não precisa ser um subespaço de R”. Contudo, o próximo teorema 
mostra que o complemento ortogonal de 5 é sempre um subespaço de А", independentemente de S ser ou 
não um subespaço. 


| Teorema 7.3.3 Se S é um conjunto não-vazio em К, então S^ é um subespaço de R'. 


Prova О conjunto $ contém o vetor 0, de modo que sabemos que é não-vazio. Vamos mostrar que é fe- 
chado na multiplicação por escalar e na adição vetorial. Para isso, sejam u e v vetores em S* e a um esca- 
lar. Para mostrar que au e u + у são vetores de S”, precisamos mostrar que au * х = 0 e (u + v) * x = 0 pa- 
ra cada vetor x de S. Mas u e v são vetores em S”, de modo que u * x = 0 e v + x=0. Assim, pelas proprie- 
dades do produto escalar, obtemos 

aurx=a(ux)=a(0)=0 e (u+v)"x=(u-x)+(v"x)=0+0=0 


o que completa a prova. = 


Encontre o complemento ortogonal num sistema de coordenadas xyz do conjunto S = (v,, v,), onde 
v,=(1,-2,1) е v,2(3,-7,5) 


Solução Deveria ser geometricamente evidente que 5° é a reta pela origem que é perpendicular ao pla- 
no determinado por v, e у,. Uma maneira de encontrar essa reta é usar o resultado do Exemplo 2, toman- 
do A como a matriz de vetores-linha v, e v, e resolvendo o sistema Ax = 0. Esse sistema é 


[ -2 ] % E s 
3-7 S z 0 
e uma solução geral é (verifique) 
х=3, у=, z=t (1) 


Assim, S* é a reta pela origem que é paralela ao vetor w = (3, 2, 1). 
Solução Alternativa Um vetor que é ortogonal a ambos y, e v, é 
vo Е 
vixw=|l -2 1|2-3i-2j-k- (-3, -2, -1) 
3-7 S 
O vetor w = – (v, X v,) = (3, 2, 1) é também é ortogonal a v, e v, e, na verdade, é uma escolha mais sim- 


ples por ter menos sinais de menos. Esse é o vetor w que obtivemos na primeira solucáo, de modo que de 
novo o complemento ortogonal é a reta pela origem dada parametricamente por (1). п 


O seguinte teorema lista três fatos básicos sobre complementos ortogonais. 


Teorema 7.3.4 
(a) Se W é um subespaço de К", então W^ ^ W = (0). 


(b) Se S é um subconjunto não-vazio de К", então 5 = ger(S)”. 
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(с) Se W é um subespaço de К", então (Уу = W. 


Vamos provar as partes (a) e (b); a prova da parte (c) será adiada até uma seção mais adiante, na qual tere- 
mos mais ferramentas matemáticas à nossa disposição. 


Prova (a) O conjunto W* ^ W contém pelo menos o vetor nulo, pois We И são subespaços de К”. Mas 
esse é o único vetor em W" ^ W, pois se v é um vetor qualquer dessa interseção, então v * v = 0, o que im- 
plica у = 0 pela parte (d) do Teorema 1.2.6. 


Prova (b) Queremos mostrar que cada vetor em ger(S)^ está em S* e reciprocamente. Para isso, seja v 
um vetor qualquer em ger(S)”. Esse vetor é ortogonal a cada vetor em ger(S), portanto é ortogonal a cada 
vetor em S, já que S está contido em ger(S). Assim, v está em S`. Reciprocamente, seja v um vetor qual- 
quer em S". Para mostrar que v está em ger(S)”, precisamos mostrar que v é ortogonal a cada combinação 
linear de vetores em S. Para isso, seja 


W=1V,+LV,+...tV, 
uma tal combinacáo linear. Usando propriedades do produto escalar, obtemos 

v*Wwzve(tv tbv... v)mt(v*v)tt(v*v)o...t(v* v) 
Mas cada produto escalar do lado direito é nulo, pois v é ortogonal a cada vetor em S. Assim, v * w = 0, 
que mostra que v é ortogonal a cada vetor em ger(S). п 


OBSERVAÇÃO Se W é um subespaço de R” e У: é seu complemento ortogonal, então a equação (W^) = 
W da parte (с) do teorema acima afirma que W é o complemento ortogonal de W`. Isso estabelece uma si- 
metria que nos permite dizer que W e У são complementos ortogonais um do outro. Observe, contudo, 
que para que isso valha é necessário que W seja um subespaço (não só um subconjunto) de R”. 


Em palavras, a parte (b) do Teorema 7.3.4 afirma que o complemento ortogonal de um conjunto não- 
vazio e o complemento ortogonal do subespaço gerado pelo conjunto são iguais. Assim, por exemplo, o 
complemento ortogonal do conjunto de vetores-linha de uma matriz é o mesmo que o complemento orto- 
gonal do espaço-linha daquela matriz. Assim, estabelecemos a seguinte versão mais forte do Teorema 3.5.6. 


Teorema 7.3.5 Se A é uma matriz m хп, então o espaço-linha de A e o espaço nulo de A são com- 
plementos ortogonais. 


Além disso, se aplicarmos esse teorema a A” e usarmos o fato do espago-linha de A” ser o espaço-coluna 
de A, obteremos o seguinte teorema paralelo. 


Teorema 7.3.6 Se A é uma matriz m хп, então o espaço-coluna de A e o espaço nulo de A” são com- 
plementos ortogonais. 


Os resultados nesses dois teoremas estão resumidos pelas fórmulas 


linA)' = пис(А), nuc(A)'-lin(A) 


(2) 
colA)'-nuc(A),  nuc(4® = col(A) 
O próximo teorema fornece uma ferramenta computacional importante para estudar as relações entre os 
espaços fundamentais de uma matriz. As primeiras duas afirmações no teorema vão ao cerne da elimina- 
ção de Gauss-Jordan e da eliminação de Gauss e foram simplesmente considerados verdadeiros quando 
esses métodos foram desenvolvidos no Capítulo 2. 


Teorema 7.3.7 
(a) As operações elementares sobre as linhas não mudam o espaço-linha de uma matriz. 


(b) As operações elementares sobre as linhas não mudam o espaço nulo de uma matriz. 


(c) Os vetores não-nulos de qualquer forma escalonada por linhas de uma matriz formam uma 
base do espaço-linha da matriz. 


Provaremos as partes (a) e (b) e daremos um argumento informal para a parte (c). 
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ENCONTRANDO 
BASES ATRAVÉS 
DE REDUÇÃO 
POR LINHAS 


EXEMPLO 4 
Encontrando uma 
Base Através 

de Redução 

por Linhas 


Prova (а) Observe que quando multiplicamos uma linha de uma matriz А por um escalar não-nulo ou so- 
mamos um múltiplo escalar de uma linha a uma outra linha de 4, na verdade estamos calculando combina- 
ções lineares de vetores-linha de A. Assim, se B é obtida por uma sucessão de operações elementares sobre 
as linhas de 4, então cada vetor em lin(B) está em lin(A). Contudo, se B é obtido de A por operações elemen- 
tares sobre as linhas, então A pode ser obtido de B efetuando as operações elementares inversas em ordem in- 
versa. Assim, cada vetor em lin(A) também deve estar em lin(B), e portanto concluímos que lin(A) = lin(B). 


Prova (b) Pela parte (a) sabemos que efetuar operações elementares sobre as linhas de uma matriz não 
muda o espaço-linha da matriz e, portanto, não muda o complemento ortogonal do espaço-linha. Mas о 
complemento ortogonal do espaço-linha de A é o espaço nulo de A (Teorema 7.3.5), de modo que efetuar 
operações elementares sobre as linhas de uma matriz A não muda o espaço nulo de 4. 


Prova (с) Os vetores-linha não-nulos na forma escalonada por linhas de uma matriz A formam uma ba- 
se do espaço-linha de A porque geram o espaço-linha pela parte (a) desse teorema e são linearmente inde- 
pendentes pelo Exemplo 4 da Seção 7.1. ш 


PROBLEMA CONCEITUAL Será o espaço-coluna alterado por operações elementares sobre as linhas de 
uma matriz? Justifique sua resposta. 


O próximo teorema é muito útil por tratar das relações entre os espaços fundamentais de duas matrizes. 


Teorema 7.3.8 Se A e B são matrizes com o mesmo número de colunas, então as seguintes afirma- 
ções são equivalentes. 
(a) Ae B tém o mesmo espaço-linha. 


(b) AeB tém o mesmo espaço nulo. 


(c) Os vetores-linha de A são combinações lineares dos vetores-linha de B e reciprocamente. 


Provaremos a equivalência das partes (a) e (b) e deixamos a prova da equivalência (a) <> (с) como exer- 
cício. A equivalência (Б) <> (c) então segue como conseqüéncia lógica. 


Prova (а) < (b) О espaço-linha e o espaço nulo de uma matriz são um o complemento ortogonal do outro. 
Assim, se A e B têm o mesmo espaço-linha, então ambas têm o mesmo espaço nulo e reciprocamente. L| 


Passamos, agora, ao problema de encontrar uma base do subespaço W de А" que é gerado por um dado 
conjunto de vetores 


Siro vaso cV 
Existem duas variações desse problema, cada um exigindo métodos diferentes. 


1. Se qualquer base de W resolve o problema, então podemos começar formando a matriz A de veto- 
res-coluna y, V, . . . , Y, Isso torna W o espaço-linha de A, de modo que podemos encontrar uma 
base reduzindo A à forma escalonada por linhas e extraindo as linhas não-nulas. 


2. Se a base deve consistir em vetores do conjunto original S, então o método precedente não é apro- 
priado porque as operações elementares sobre as linhas em geral alteram os vetores-linha. Um mé- 
todo para resolver esse tipo de problema será discutido mais tarde. 


(a) Encontre uma base do subespaço W de в que é gerado pelos vetores 


v,=(1,0,0,0,2), | w=(-2,1,-3,-2,-4) 
v, = (0, 5, —14, —9, 0), v, = (2, 10, 28, —18, 4) 


(b) Encontre uma base de Ww. 
Solução (a) O subespaco gerado pelos vetores dados é o espaço-linha da matriz 


- [cg -D A 6) 
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EXEMPLO 5 
Encontrando um 
Sistema Lincar 
com um Espaço- 
Solução Dado 


Reduzindo essa matriz à forma escalonada por linhas obtemos 


Lo "ox 

0. 2 132 0 (4) 
pus xm 
0000 0 


Extraindo os vetores não-nulos temos os vetores da base 
w=(1,0,0,0,2), w,=(0,1,-3,2,0), ж, = (0, 0, 1, 1,0) 


que exibimos em formato de ênupla por consistência com а forma dos vetores originais. Como temos três 
vetores na base, mostramos que dim(W) = 3. Alternativamente, podemos levar a matriz A até a forma es- 
calonada reduzida por linhas 

02 

E (5) 
0 


0 
0 
1 
0 0 


10 
01 
00 
00 


om m 


que fornece os vetores da base 
м! =(1,0,0,0,2), w=(0,1,0,1,0), w,=(0,0,1,1,0) (6) 


Embora seja trabalho adicional chegar à forma escalonada reduzida por linhas, os vetores da base resul- 
tante sáo em geral mais simples por terem mais entradas iguais a zero. Se esse trabalho extra é justificado 
ou náo depende do propósito para o qual será usada a base. 


Solução (b) Segue do Teorema 7.3.5 que W” é o espaço nulo de A, de modo que o nosso problema se re- 
duz a encontrar uma base do espaço-solução do sistema homogêneo Ax = 0. Vamos usar a base canônica 
produzida pela eliminação de Gauss-Jordan. A maior parte do trabalho já foi feita, pois R em (5) é a for- 
ma escalonada reduzida por linha de A. Deixamos a cargo do leitor usar R para obter a solução geral 


Xj -2 0 
X2 0 -1 
x|=s| O|-t|—1 (7) 
X4 0 1 
X5 1 0 


Assim, os vetores 
u,=(-2,0,0,0,1) е u,=(0,-1,-1, 1,0) 


formam uma base де W”. Deixamos a cargo do leitor conferir que u, e u, são ortogonais a todos vetores 
da base de W obtidos na parte (a). = 


Encontre um sistema linear homogéneo Bx = 0 cujo espaço-solução é o espaço W gerado pelos vetores v,, 
у» V, € V, do Exemplo 4. 


Solução Ма parte (b) do Exemplo 4 encontramos os vetores ш e u, da base de W`. Usamos esses veto- 
res como vetores-linha da matriz 


=2 +01 10 0, 1 
Ве | O -t=14 1 " 
O espaço-linha de B é W+, de modo que o espaço nulo de B é (W^)* = W. Assim, o sistema linear Bx = 0, 
ou equivalentemente, 
-2x, +x,=0 
-—X-X,tx, =0 


tem W como seu espaço-solução. [а] 
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DETERMINANDO 
SE UM VETOR 
ESTÁ NUM DADO 
SUBESPAÇO 


EXEMPLO 6 
Condições para 
um Vetor Estar 
num Dado 


Subespaço 


Considere os três problemas seguintes: 


Problema 1. Dado um conjunto de vetores 5 = {у,, V» . . . , v,) em А", encontre condições sobre os 
números b,, b,, . .. , b, que garantam que o vetor b = (b,, b,,..., b,,) esteja em ger(S). 
Problema 2. Dada uma matriz А de tamanho m X n, encontre condições sobre os números b,, by, ..., 


b, que garantam que o vetor b = (b,, b,,...,b,.) esteja em col(A). 
Problema 3. Dada uma transformação linear T : К" — К", encontre condições sobre os números 
b, b, ..., b, que garantam que o vetor b = (b,, b, . . . , b„) esteja em im(7). 


Embora esses problemas pareçam distintos, eles são somente formulações diferentes do mesmo problema 
(por quê?). O próximo exemplo ilustra três maneiras de atacar a primeira formulação do problema. 


Que condições deve satisfazer um vetor b = (b,, b,, b,, b,, b.) para estar no subespaço de к gerado pelos 
vetores v,, V}, V, € у, do Exemplo 4? 

Solução 1 А maneira mais direta de resolver esse problema é procurar condições sob as quais a equa- 
ção vetorial 


XV + ХУ; XV. + ХУ, = b (8) 


tenha uma solução em x,, xX, x, € x,. Essa é a forma vetorial do sistema linear Сх = b, na qual os vetores v,, 
Va V; € V, São as colunas sucessivas de C. A matriz aumentada desse sistema é 


12 09 21% 
0 1 $ 01% 
0 -3 -14 -28 ! ГА (9) 
0 -2 -9 -18 | ba 
2-4 0 4!bs 


e nosso objetivo é determinar condições sobre os componentes de b que tornem esse sistema consistente. 
Isso é o que se denomina um "problema de consisténcia" (ver 3.3.10). Como no Exemplo 8 da Secáo 3.3, 
reduzimos o lado esquerdo de (9) à forma escalonada por linhas, que é (verifique) 


1-2 021! by 
0 3 sii b; 

0 0 1 2! 5+3, 
0 о 0 0! h-bh-b 
0 0 0 о! 65-20 


Assim, para que esse sistema seja consistente, os componentes de b devem satisfazer as duas condições 
b,— by—b;—-0 - b4 = bz + b3 
bs — 2b, = 0 bs= 2b 
Por exemplo, o vetor (7, —2, 5, 3, 14) está ет W mas (7, -2, 5, 3, 6) e (0, –1, 3, –2, 0) não estão em 
W (verifique). 
Solução 2 Aqui apresentamos uma outra maneira de atacar o problema, olhando para as linhas em vez 
das colunas. Segue do Teorema 7.2.5 que b está em ger(v,, у, V, V4} se, e somente se, esse espaço tem a 
mesma dimensão do que ger(v,, v., V} Va b}, ou seja, se, e somente se, a matriz А com vetores-linha v,, 
V5, Y, € у, tem o mesmo posto do que a matriz que resulta se b é juntado a A como vetor-linha adicional. A 
matriz A é dada em (3), de modo que juntando b como vetor-linha adicional dá 


(10) 
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EXEMPLO 7 
Um Algoritmo 
Útil 


Para determinar condições sob as quais (3) e (10) têm o mesmo posto, vamos começar reduzindo a parte 
de A em (10) à forma escalonada reduzida por linhas para revelar uma base do espaço-linha de A (uma for- 
ma escalonada por linhas também serve). Obtemos 


10002 
от Юю X 0 
O MD dl 4-30 (11) 
00000 
bi b; by bi bs 


Para essa matriz ter o mesmo posto do que A (posto 3), deveria ser possível tornar a última linha zero usan- 
do operações elementares sobre as linhas. Para obter isso, vamos agora zerar aquelas entradas da última li- 
nha de A que estão em colunas de pivô de A somando múltiplos convenientes das linhas de pivô de A à úl- 
tima linha. Deixamos a cargo do leitor verificar que dessa maneira obtemos 


1 0 0 0 2 
0 1 0 1 0 
0 0 1 1 0 (12) 
0 0 0 0 0 
uó —— 0 — 1 O 6-6-5 bs- 2b, 


Assim, рага (11) ter posto 3 precisamos ter b, — b, — b; = 0 e b, — 2b, = 0. Essas são as mesmas condições 
que obtivemos no primeiro método. 

Solução 3 Aqui temos uma terceira maneira de atacar o mesmo problema. Dizer que b = (b,, b,, b,, by 
b.) está no subespago W gerado pelos vetores v,, V» v, e v, é o mesmo que dizer que b é ortogonal a cada 
vetor em №. Mas mostramos na parte (b) do Exemplo 4 que os vetores 


u,=(-2,0,0,0,1) e u,=(0,-1,-1,1,0) 


formam uma base de W”. Assim, b é ortogonal a cada vetor em W* se, e somente se, é ortogonal a u, e u,. 
Escrevendo as condições de ortogonalidade u, + b = 0 e u, + = 0 em forma de componentes, obtemos 


-2b,+b,=0e-b,-b,+b,=0 
que são as mesmas condições obtidas nos dois primeiros métodos. ГЫ 


Determine quais dos três vetores b, = (7, 2, 5, 3, 14), b, = (7, 2, 5, 3, 6) e b, = (0, —1, 3, —2, 0) estão no 
subespaço de А gerado pelos vetores v,, у,, v, e v, do Exemplo 4, se houver algum. 


Solução Uma maneira de resolver esse problema é considerar a matriz C que tem v,, V}, v, € v, como ve- 
tores-coluna sucessivos e determinar qual vetor b está no espaço-coluna de C, se é que existe algum. Para 
ver issso, investigamos se os sistemas Cx =b,, Сх = b, e Cx = b, são consistentes. Uma maneira eficaz de 
fazer isso foi apresentada no Exemplo 7 da Seção 3.3. Como naquele exemplo, juntamos os três vetores- 
coluna b,, b, e b, a C e consideramos a matriz subdividida 


1-2 0 21717150 
o 4 5 01-21-21 -1 
0-3 -14 -281 5 5 3 
0-2 -9-18! 3! 3! 2 
2-4 о 4141 610 


Aplicando, agora, operações sobre as linhas dessa matriz até a submatriz С ficar em forma escalonada por 
linhas, obtemos (verifique) 


1-2 0 Aiara 
01 5 10-21-21 
0 01 2:r-b1-1! 0 
000 0! 0! 0!-4 
оо о 0: 01-81| 0 
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Neste ponto, podemos ver que o sistema Cx = b, é consistente, mas os sistemas Cx = b, e Cx = b, não 
o são. Assim, o vetor b, = (7, —2, 5, 3, 14) está em ger(v,, Vz}, V3 е V4}, mas os vetores b, = (7, —2, 5, 3, 
6)eb,=(0,-1,3,-2, 0) não estão. Isso é consistente com o que observamos ao final da primeira so- 


lução do Exemplo 6. 


Exercícios 7.3 


Nos Exercícios 1 e 2, use os dois métodos do Exemplo 3 para encon- 
trar o complemento ortogonal do conjunto 5 = (v,, V,) num sistema 
de coordenadas xyz. Confirme que suas respostas são consistentes 
nos dois métodos. 


1. v, =(1,1,3), v; 2 (0,2, -1) 


2. у= (2,0, -1, у, = (1,1,5) 


Nos Exercícios 3 e 4, mostre que и está по complemento ortogonal де 
У = ger(v,, Vos Y3). 


3. uz (-1, 1,0, 2); v,=(6,2,7, 2), v,=(1, 1, 3, 0) 
v, = (4,0,9, 2) 


4. а= (0,2, 1,2); v, = (4, 1, 2, 2), v, = (3, 5, 0, 5) 
v,=(1,2,2,3) 


5. Seja Wa reta em А? de equação y = 2x. Encontre uma equação pa- 
ra Wº 


6. Seja Wo plano em R? de equação x — 2y — 3z = 0. Encontre equa- 
ções paramétricas de W*. 


7. Seja Wa reta em Rº de equações paramétricas x = 2t, y = —5t, z = 4t. 
Encontre equações paramétricas de W*. 


8. Seja Wa interseção dos planos x +y +z=0ex-y+z=0em R. 
Encontre equações paramétricas de У. 


Nos Exercícios 9 até 14, seja W o espaço gerado pelos vetores dados. 
Encontre bases de We de W°. 


9. v, =(1,-1, 3), v, = (5, 4, 4), v, = (7, —6, 2) 
10. v,=(2,0,-1), v, = (4, 1,-2), v, = (8, 1, 4) 


11. v, =(1,1,0,0), v,=(0,0, 1, 1), 
v, 7 (2,0, 2,2), v,=(4,2,-1,-1) 
12. v, = (2,4, —5,б), у, = (1,2, 22,3), 
v,=(3, 6, —3, 9), v, = (5,4, -1, 6) 


13. y, = (1,0, 0, 2, 5), у, = (0, 1, 0, 3, 4), 
v; 7 (0, 0, 1, 4, 7), v, = (2, -3, 4, 11, 12) 


14. v, 7 (1,4, 2,3, 5), у, = (0, 1, 6, 7, 1), 


v; = (0, 0, 1, 2, 23), v, = (0, 0, 0, 1,2) 
v, 7 (1,5, 5, -1, 5) 


Nos Exercícios 15 até 18, encontre um sistema linear cujo espaço-so- 
lução é gerado pelos vetores dados. 


15. Os vetores do exercício 9. 
16. Os vetores do exercício 10. 


17. Os vetores do exercício 11. 


18. Os vetores do exercício 12. 


| Nos Exercícios 19 até 22, use os três métodos no Exemplo 6 para de- 


terminar condições que um vetor b deve satisfazer para estar no espa- 


ço gerado pelos vetores dados. 


19. Os vetores do exercício 9. 
20. Os vetores do exercício 10. 


21. Os vetores do exercício 11. 


22. Os vetores do exercício 12. 


Nos Exercícios 23 e 24, determine (se houver) os vetores b que estão 


no espaço gerado pelos vetores v. 


23. v,=(1,1,0,-1,2),v,=(-2,0,1,1,3), 
v, 2 (-1,1,2, 1, 21) v,=(0,2,-1, 1, 1) 
b, = (-2, 4, 2, 2, 5), b, = (0, 2, -3, -1, 5), 
b, 2 (-2,2, -1, 1,0) 


24. v, = (0, 1,0, 2, 0), у, = (1, 1, 3, 1, –1), 
v, 7 (—1, 0, 2, 1, 1), v, = (3, 2, 1,0, 1) 


b,=(3,-1,7, 2, 1), b, =(-2,0,-1,2, 2), 
b, =(3, 2, 6, 4, 1) 


Nos Exercícios 25 e 26, confirme que nuc(A) e lin(A) são complemen- 
tos ortogonais, como garante o Teorema 7.3.5. 


1392020 
2 6 -5 -2 4 3 
25. A= 
A=lo o s 10 10 15 
2 16 000 8 4 18 
2 7 4 з € 
4 E 4 
zeiten 0 3 м5 ай 
A" i$ cw X 16 
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27. A matriz do exercício 25. 


28. A matriz do exercício 26. 


Nos Exercícios 29 e 30, mostre que as matrizes A e B têm o mesmo 
espaço-linha. 


2) 6 -6. 8 
e 8 3 

aas 24 Belo VE > 
2424 9 cL 0 

2 1-8 =4 

Nur md 4-6 0 

30. A— z B=|0 1 0 3 
ah do 2.4 e E: 
q 4 1$ 1 

Discussão e Descoberta 


D1. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 

sua resposta. 

(a) Os vetores-linha não-nulos de uma matriz A formam uma base 
do espaço-linha de A. 

(b) Se E é uma matriz elementar, então A e EA têm o mesmo espa- 
go nulo. 

(c) Se A é uma matriz n x n de posto n, então A é invertível. 

(d) Se A é uma matriz m x n não-nula, então nuc(A) су lin(A) con- 
tém pelo menos um vetor não-nulo. 

(e) Se Sé um subconjunto não-vazio de R”, então qualquer combi- 
nação linear de vetores em $^ é um vetor em Я 

D2. Indique se a afirmação dada é verdadeira (У) ou falsa (Е). Justifique 

sua resposta. 

(a) O espaço-linha e o espaço-coluna de uma matriz invertível 
são iguais. 

(b) Se Véum subespaço de R” c W é um subespaço de V, então w 
é um subespago de y. 

(c) Se cada linha de uma matriz A é uma combinação linear das li- 
nhas de uma matriz B, então A e B têm o mesmo espaço nulo. 

(d) Se A e B são matrizes n X n com o mesmo espaço-linha, então 
A e B têm o mesmo espaço-coluna. 

(e) Se E é uma matriz elementar, então A c EA têm o mesmo espa- 
go-linha. 


D3. Encontre todas matrizes 2 x 2 cujo espaço nulo é a reta 3x ~ 5у = 0. 


Trabalhando com Provas 


P1. Prove a equivalência das partes (a) e (c) do Teorema 7.3.8. [Sugestão: 
Mostre que cada espaço-linha contém o outro.) 


P2. Prove que os vetores-linha de uma matriz n x n invertível formam 
uma base de R”. 


Nos Exercícios 27 e 28, encontre uma base do espaço-linha da matriz. | 


31. Construa uma matriz cujo espaço nulo consiste em todas combina- 
ções lineares dos vetores 


1 2 


32. (a) Mostre que num sistema de coordenadas xyz o espaço nulo da 
matriz 

0110 

100 

000 


A= 


consiste em todos pontos do eixo z e o espago-coluna consiste 
em todos pontos no plano xy. 


(b) Encontre uma matriz 3 x 3 cujo espago nulo é o eixo x e cujo 
espago-coluna é o plano yz. 


D4. Se Tu: К" — R" é a multiplicação por A, então o espaço nulo de A 
é igual ao de T, e o espaço-coluna de A é igual ao 
de T,. 


DS. Se Wé um hiperplano em К”, o que pode ser dito sobre W" ? 
D6. Seja Ax = 0 um sistema homogéneo de três equações nas incógnitas 
xyez. 


(a) Seo espaço-solução é uma reta pela origem em R’, que tipo de ob- 
jeto geométrico é o espaco-linha de A? Explique seu raciocínio. 

(b) Se o espaço-coluna de A é uma reta pela origem, que tipo de 
objeto geométrico é o espaço-solução de A'x = 0. Explique 
seu raciocínio. 


D7. Esboce os espaços-nulos das seguintes matrizes: 


^-[ 5): 4=[o 3 


A 


D8. (a) Seja S o conjunto de todos vetores da reta y = 3x no plano xy. 
Encontre equações рага S" e ($^). 
(b) Seja v o vetor (1, 2) no plano xy e seja S = (v). Encontre equa- 
ções para S^ e ($^). 


D9. É possível encontrar uma matriz n x n invertível e uma matriz n x n 
singular que têm o mesmo espaço-linha? Explique seu raciocínio. 


P3. Prove: Se P é uma matriz n X n invertível e A é uma matriz n x k 
qualquer, então 


pos(PA) = pos(A) e nul(PA)= nul(A) 
[Sugestáo: Use as partes (a) e (b) do Teorema 7.3.8.) 
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P4. Prove: Se S é um subconjunto não-vazio de А", então 
(S^) = ger(S) 
[Sugestáo: Use o Teorema 7.3.4.) 


Usando Recursos Computacionais 


Т1. Muitas ferramentas computacionais têm um comando para encon- 
trar a base do espaço nulo de uma matriz. 

(a) Determine se sua ferramenta tem esta função e, se tiver, use es- 

se comando para encontrar uma base do espaço nulo da matriz 


INZ 23 5 
64 3 5 7 
96 5 7 9 
3 2 0-4. 8 
(b) Confirme que a base obtida na parte (a) é consistente com a ba- 


se que resulta se a sua ferramenta é usada para encontrar a so- 
lução geral do sistema linear Ax = 0. 


T2. Algumas ferramentas computacionais tém um comando para en- 
contrar a base do espaço-linha de uma matriz. 

(a) Determine se sua ferramenta tem essa função e, se tiver, use es- 

se comando para encontrar uma base do espaço-linha da matriz 


P5. Prove: Se A é uma matriz n x n invertível e k é um inteiro satisfa- 
zendo 1 < К < п, então as К primeiras linhas de A e as últimas n — 
k colunas de A”' são ortogonais. (Sugestão: Subdivida A e A” 
apropriadamente.) 


(b) Confirme que a base obtida na parte (a) é consistente com a ba- 
se que resulta se a sua ferramenta é usada para encontrar a for- 
ma escalonada reduzida por linhas de A. 


T3. Algumas ferramentas computacionais têm um comando para en- 
contrar a base do espaço-coluna de uma matriz. 

(a) Determine se sua ferramenta tem essa função e, se tiver, use es- 
se comando para encontrar uma base do espaço-coluna da ma- 
triz do Exercício T2. 

(b) Confirme que a base obtida na parte (a) é consistente com a ba- 
se que resulta se a sua ferramenta é usada para encontrar uma 
base para o espaço-linha de A”. 

T4. Determine, se houver, os vetores b, = (2, 6, -17, —11, 4), b, = (1, 

16, -45, -29, 2) e b, = (7, 14, 2, 1, 14) que estão no subespaço de 

К gerado pelos vetores do Exemplo 4. 


Seção 7.4 Teorema da Dimensão 
e suas Consequências 


Nesta seção, obteremos uma relação entre o posto e a nulidade de uma matriz e utilizaremos essa relação para explo- 


2-1 *$ 5 
4 -3 18 
A=|3 2 3 4 
4 1 15 17 
767 0 
rar a estrutura geométrica do R”. 
O TEOREMA 
DA DIMENSÃO 
PARA MATRIZES 


Lembre que no Teorema 2.2.2, que denominamos o teorema da dimensão para sistemas lineares ho- 
mogêneos, vimos que se Ax = 0 é um sistema linear homogéneo a n incógnitas e se a forma escalo- 
nada reduzida por linhas da matriz aumentada tem r linhas não-nulas, então o sistema possui n — r 


variáveis livres. Contudo, para um sistema homogêneo, a matriz aumentada e a matriz de coeficien- 
tes têm o mesmo número de linhas nulas em sua forma escalonada reduzida por linhas (a saber, o 
posto de A), de modo que podemos reescrever o teorema da dimensão para sistemas lineares homo- 


gêneos como 


número de variáveis livres = n — pos(A) 


ou, alternativamente, como 


pos(A) + número de variáveis livres = número de colunas de A (1) 


Mas cada variável livre produz um parámetro da solução geral do sistema Ax = 0, de modo que o número 
de variáveis livres é igual à dimensão do espaço-solução do sistema, a saber, a nulidade de A. Assim, po- 


demos reescrever (1) como 


pos(A) + nul(A) = número de colunas de A 


e, portanto, estabelecemos a versão matricial do teorema da dimensão como segue. 
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EXEMPLO 1 
O Teorema da 
Dimensão para 
Matrizes 


ESTENDENDO UM 
CONJUNTO 
LINEARMENTE 
INDEPENDENTE 
A UMA BASE 


EXEMPLO 2 
Estendendo um 
Conjunto Linearmente 
Independente a 

uma Base 


Teorema 7.4.1 


(Teorema da Dimensão para Matrizes) Se A é uma matriz m X n, então 


pos(A) + nul(A) 2 n 


А 


No Exemplo 4 da última seção, vimos que а forma escalonada reduzida por linhas da matriz 
1 0 0 0 2 


jalo 8 £o 4 
"l6 5-4 -9 9 
2 10:-28 48 4 


tem três linhas não-nulas [Fórmula (5) da Seção 7.3] e vimos que o espaço nulo de A tem dimensão 2 [Fór- 
mula (7) da Secáo 7.3]. Assim, 


pos(A) + nul(A) =3+2=5 


que é consistente com a Fórmula (2) e o fato de A ter cinco colunas. |а| 


Segue da parte (b) do Teorema 7.2.2 que cada conjunto linearmente independente (v,, у,,..., v) em А" 
pode ser estendido a uma base de R” adicionando vetores linearmente independentes apropriados ao con- 
junto. Uma maneira de encontrar esses vetores é formar a matriz A que tem v,, у,,..., v, como vetores- 
linha e com isso tornando o subespaço gerado por estes vetores igual ao espaço-linha de A. Resolvendo o 
sistema linear homogéneo Ax = 0, podemos encontrar uma base do espaço nulo de A. Pelo teorema da di- 
mensão para matrizes, esta base tem n — k vetores, digamos w, , ,, - - ., w,, € cada um dos novos vetores w 
é ortogonal a todos os vetores originais v, pois nuc(A) e lin(A) são ortogonais. Essa ortogonalidade impli- 
ca que o conjunto {V}, Va, ... , Vis W,, 5... » W,) É linearmente independente (Exercício P4) e, portanto, 
forma uma base de А". 


Os vetores 


v, 7 (1,3, -1, 1) e v, = (0, 1, 1, 6) 


são linearmente independentes, pois nenhum deles é múltiplo escalar do outro. Estenda o conjunto (v,, v,) 
a uma base de А“. 


Solução Епсопігагетоѕ uma base do espaço nulo da matriz 
"T: lo 3 -1 1 
“lo 1 1 6 


resolvendo o sistema linear Ax = 0. A forma escalonada reduzida por linhas da matriz aumentada do 
sistema é 


E 0 -4 7! n 


0 1 1 6/0 

de modo que uma solucáo geral é 
x 4s + 171 4 17 
x»| |-s-6| _ е -1 e —6 
x s a 1 0 
X4 t 0 1 


Assim, os vetores 
vi = (1, 3, -1, 1) e v, = (0, 1, 1, 6), w, = (4, -1, 1, 0) e w, = (17, -6, 0, 1) 


formam uma base de Rº. ш 
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ALGUMAS 
CONSEQUÊNCIAS DO 
TEOREMA DA 
DIMENSÃO PARA 
MATRIZES 


EXEMPLO 3 
Consequências do 
Teorema da 
Dimensão para 
Matrizes 


EXEMPLO 4 
Restrições 
Impostas pelo 
Teorema da 
Dimensão para 
Matrizes 


O TEOREMA DA 
DIMENSÃO PARA 
SUBESPAÇOS 


EXEMPLO 5 
O Teorema da 
Dimensão para 
Subespaços 


UM TEOREMA DE 


UNIFICAÇÃO 


* Dimensão e Estrutura 


O próximo teorema lista algumas propriedades de uma matriz m X n que o leitor deveria conseguir dedu- 
zir do teorema da dimensão para matrizes e dos outros resultados que discutimos. 


Teorema 7.4.2 Se ита matriz А de tamanho m х n tem posto k, então: 
(a) A tem nulidade n — К. 


(b) Cada forma escalonada por linhas de A tem k linhas não-nulas. 
(c) Cada forma escalonada por linhas de A tem m — k linhas nulas. 
(d) O sistema homogêneo Ax = 0 tem К variáveis líderes (com pivô) e n — К variáveis livres. 


Enuncie alguns fatos sobre uma matriz А de tamanho 5 x 7 e nulidade 3. 
Solução Aqui estão algumas possibilidades: 
e pos(4)=7-3=4 
* Cada forma escalonada por linhas de A tem 5 — 4 = 1 linhas nulas. 
* O sistema homogéneo Ax = 0 tem 4 variáveis líderes e 7 — 3 = 4 variáveis livres. = 


Pode uma matriz A de tamanho 5 x 7 ter um espaço nulo unidimensional? 
Solução Não pode. Caso contrário, o posto de А seria 
роѕ(А) = 7 —nul(A)=7-1=6 
que é impossível, pois os cinco vetores-linha de А não podem gerar um espaço de dimensão 6. = 


O teorema da dimensão para matrizes (Teorema 7.4.1) pode ser reformulado como o seguinte teorema so- 
bre subespaços de R”. 


Teorema 7.4.3 (Teorema da Dimensão para Subespaços) Se W é um subespaço de К" então 


dim(W) + dim (W^) 2 n (3) 


Prova Se W= {0}, então W` = А", caso em que dim(W) + dim (W^) =0 + n = n. Se W + (0), então esco- 
lhemos uma base de W e formamos a matriz A que tem esses vetores de base como vetores-linha. A matriz 
A tem n colunas pois seus vetores-linha vêm de R”. Além disso, o espaço-linha de A é W e o espaço nulo 
de A é W", de modo que pelo Teorema 7.4.1 resulta 


dim(W) + dim (W^) = pos(A) + nul(A) =n = 


No Exemplo 4 da última seção consideramos um subespaço W gerado por quatro vetores v,, V}, v, € v, em 
К. Na parte (a) daquele exemplo, encontramos uma base de W com três vetores e na parte (b) encontra- 
mos uma base de W" com dois vetores. Assim, 


dim(W) + dim (W^) 232-5 
que é consistente com a Fórmula (3) e o fato de R' ter dimensão 5. = 


O Teorema 7.2.7 juntou todos os principais conceitos que tinham sido desenvolvidos até aquele ponto. O teo- 
rema da dimensão para matrizes nos permite acrescentar dois últimos resultados adicionais ao Teorema 7.2.7. 


Teorema 7.4.4 Se A é uma matriz n x n e T, ёо operador linear de К" com matriz canónica A, então 
as seguintes afirmações são equivalentes. 


(a) A forma escalonada reduzida por linhas de A é I,. 
(b) A pode ser expressa como um produto de matrizes elementares. 
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MAIS SOBRE 
HIPERPLANOS 


MATRIZES 
DE POSTO 1 


(c) A é invertível. 
(d) Ax = 0 tem somente a solução trivial. 
(е) Ax = b é consistente para cada vetor b de К". 
(f) Ax = b tem exatamente uma solução, para cada vetor b de К". 
(g) det(A) +0 
(h) A=0 não é um autovalor de A. 
(i) T, é injetor. 
() T, é sobrejetor. 
(k) Os vetores-coluna de A são linearmente independentes. 
(D Os vetores-linha de A são linearmente independentes. 
(m) Os vetores-coluna de A geram К”. 
(n) Os vetores-linha de A geram К". 
(о) Os vetores-coluna de A formam uma base de К". 
(p) Os vetores-linha de A formam uma base de К". 
(4) pos(A) = n. 
(r) nul(A) = 0. 


As afirmações (q) e (r) são equivalentes pelo teorema da dimensão para matrizes e as afirmações (r) e (d) 
são equivalentes pois nul(A) é a dimensão do espaço-solução de Ax = 0. Assim, as afirmações (q) e (ғ) são 
equivalentes a todas as demais afirmações do teorema por conseqüéncia lógica. 


Lembre que no Teorema 7.1.6 vimos que se a é um vetor não-nulo, então o hiperplano a^ é um subespaço 
de dimensão n — 1. O próximo teorema mostra que a recíproca também vale. 


Teorema 7.4.5 Se W é um subespaço de К" de dimensão n — 1, então existe um vetor náo-nulo a tal 


que W= a”, ou seja, W é um hiperplano pela origem de К". 


Prova Seja W um subespaço de R” de dimensão n — 1. Segue do teorema da dimensão para subespaços 
que dim(W”) = 1 e isso implica que W^ é o espaço gerado por algum vetor náo-nulo de А", digamos, W^ = 
ger(a). Assim, segue das partes (b) e (c) do Teorema 7.3.4 que 
= (И) = (ger(a)) =a” 
o que mostra que W é o hiperplano pela origem de R” com normal а. [| 
Como os hiperplanos pela origem de R” são subespaços de dimensão л — 1, seus complementos or- 


togonais são subespaços de dimensão 1, ou seja, retas pela origem de R”. Assim temos o seguinte resulta- 
do geométrico. 


Teorema 7.4.6 О complemento ortogonal de um hiperplano pela origem de R" é uma reta pela ori- 
gem de К” e o complemento ortogonal de uma reta pela origem de К" é um hiperplano pela origem de 


К". Mais especificamente, se a é um vetor não-nulo ет R", então a reta ger(a) e o hiperplano a^ são 
complementos ortogonais um do outro. 


As matrizes de posto 1 desempenharão um papel importante no nosso trabalho mais adiante, motivo 
pelo qual iremos concluir esta seção discutindo alguns resultados básicos sobre essas matrizes. Aqui 
estão alguns fatos sobre uma matriz A de tamanho m X n que seguem imediatamente de nosso traba- 
lho até aqui. 
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EXEMPLO 6 
Algumas Matrizes 
de Posto 1 


EXEMPLO 7 
Uma Matriz 

de Posto 1 
Proveniente de 
um Produto 
Externo uv” 


e Se pos(A) = 1, então nul(A) = n — 1, de modo que o espaço-linha de A é uma reta pela origem de 
R' e o espaço nulo é um hiperplano pela origem de R”. Reciprocamente, se o espaço-linha de A é 
uma reta pela origem de R” ou, equivalentemente, se o espaço nulo de A é um hiperplano pela ori- 
gem de R”, então A tem posto 1. 


e Se роѕ(А) = 1, então o espago-linha de A é gerado por algum vetor não-nulo a, portanto todos ve- 
tores-linha de A são múltiplos escalares de a e o espaço nulo de A é a”. Reciprocamente, se os ve- 
tores-linha de A são todos múltiplos escalares de algum vetor não-nulo a então A tem posto le o 
espaço nulo de A é o hiperplano a”. 


As seguintes matrizes têm posto 1 porque em cada caso os vetores-linha podem ser dados como múltiplos 
escalares de um vetor-linha não-nulo: 


з -1 A ND 
Е p P: ab -6 2|, |-2-2-2 
з 1 о о о 


Observe que, em cada caso, os vetores-coluna também são múltiplos escalares de um vetor não-nulo. Isso 
ocorre porque o espaço-linha e o espaço-coluna de uma matriz sempre têm a mesma dimensão, um fato 
que será provado mais adiante. El 


As matrizes de posto 1 surgem quando calculamos produtos externos de vetores-coluna não-nulos. Para 
ver isso, sejam 


uj Uu 

и? v 
u= E e Үш 

Um Un 


vetores náo-nulos e lembre, do conceito de produto externo dado na Definigáo 3.1.11, a saber, 


и ий Шуу И), 

nr = na A q юш и Та uzta 
і у : (4) 

Um UmU, UmU *** UmUn 


Essa matriz tem posto 1, pois todos vetores-linha são múltiplos escalares do vetor não-nulo v” e pelo me- 
nos um dos componentes de u é náo-nulo. 


Sejam 
2 я 
uz 1 e у= 
4 -2 
-1 
Entáo 
-2 -2 -6 4 2 
шу = | 1|[(1 3 -2 -]2| 1 3-2-1 
4 4 12 -8 -4 
que é uma matriz de posto 1. a 


Vimos em (4) que o produto externo de vetores-coluna náo-nulos tem posto 1. O seguinte teorema 
mostra que todas matrizes de posto 1 surgem de produtos externos. 


EXEMPLO 8 
Fatorando uma 
Matriz de Posto 1 
na Forma uv” 


MATRIZES 
SIMÉTRICAS 
DE POSTO 1 


EXEMPLO 9 
Uma Matriz Simétrica 
de Posto 1 
Proveniente de 

um Produto 

Externo uu” 
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Teorema 7.4.7 Seu é uma matriz т х 1 não-nula e v é uma matriz n X 1 não-nula, então o produto externo 
A-uv 


tem posto 1. Reciprocamente, se A é uma matriz m x n de posto 1, então A pode ser fatorada como um 
produto do tipo acima. 


Prova Falta provar somente a recíproca. Seja, pois, A uma matriz m X n de posto 1. Os vetores-linha de 
A são todos múltiplos escalares de algum vetor-linha nào-nulo v”, portanto podemos expressar A na forma 


uv” us 

ГАА ш | т T 
Az а =|. |v uv 

Um” [9 


onde u é o vetor-coluna de componentes и, 4,, . . . , и. Esses componentes não podem ser todos nulos, 
pois nesse caso А teria posto 0. п 


A prova desse teorema sugere um método de fatorar uma matriz de posto 1 num produto uv” de um 
vetor-coluna vezes um vetor-linha, a saber, tomando v como qualquer vetor-linha não-nulo de A e toman- 
do as entradas do vetor-coluna u como os escalares que produzem as sucessivas linhas de A a partir de v”. 
Aqui temos um exemplo. 


Vamos fatorar a primeira matriz no Exemplo 6, tomando v” como a primeira linha. Assim obtemos 
2-4 -6 0 1 
= 2 -4 -6 O=uv” 
È 6 9 o] Lj]: кт в 


Se и é um vetor-coluna não-nulo, então 


uy ul щи IT 
2 
uz ии и [UM 
T 2 
w =|. [ш us c u]- s E : (5) 
и P» TN - 
n. nM) UM un 


que, além de ter posto 1, é simétrica. Isso é uma parte do próximo teorema, cuja prova está esboçada 
nos exercícios. 


Teorema 7.4.8 Seu é um vetor-coluna n x 1 não-nulo, então o produto externo uu” é uma matriz si- 
métrica de posto 1. Reciprocamente, se A é uma matriz simétrica de posto 1, então A pode ser fatora- 
da como A = uu” ou então A = —uu' para algum vetor-coluna n x 1 não-nulo и. 


Se 
-2 
а= 1 
então 
-2 4 -2 -6 
ши = | 1|[-2 1 3J=|-2 1 3 
3 -6 3 9 


É imediato ver que essa matriz é simétrica e tem posto 1. n 
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Exercícios 7.4 


Nos Exercícios 1 até 6, confirme que o posto e a nulidade da matriz sa- 
tisfazem a Fórmula (2) do teorema da dimensão. 


Nos Exercícios 13 e 14, encontre, se houver, as matrizes que têm pos- 
to 1 e expresse-as na forma A = uv” garantida pelo Teorema 7.4.7. 


| ыз à 2. 0 41 
1 As 4.4 24=|4 0-2 
70.26 2 0) о 0 
1452 
38-1 21 30 
E 
14 5 6 9 
3.3 13 M = 
sum CN ITI 
238578 
es 6 YM 
O 3 6 0:23 
&42|2-3-2 4 4 
3 26 0 63 
da 19º E 4 25 
1d 0 3 €. 1-3 
2 4 ъ= 58-2 
$e bu do 5 0. 
З a Dies ¿0 i5 A 


Nos Exercícios 7 e 8, use a informação fornecida para encontrar o nú- 
mero de variáveis líderes e o úmero de parámetros na solução geral do 
sistema Ax = 0. 


7. (a) A é uma matriz 5 x 8 de posto 3. 
(b) A é uma matriz 7 x 4 de nulidade 2. 
(c) A é uma matriz 6 x 6 cujas formas escalonadas por linhas têm 
duas linhas não-nulas. 


8. (a) A é uma matriz 7 x 9 de posto 5. 
(b) A é uma matriz 8 x 6 de nulidade 3. 
(c) A é uma matriz 7 x 7 cujas formas escalonadas por linhas têm 
três linhas não-nulas. 


Nos Exercícios 9 e 10, encontre o maior valor possível de pos(A) e o 
menor valor possível de nul(A). 


9. (а) AéSx3. (b) Aé3x5. (c) Aé4x4. 


10. (a) Aé6x4. (b) Aé2x6. 


11. Confirme que v, = (1, 1, 0, 0) e v, = (0, 3, 4, 5)sáo vetores linear- 
mente independentes e use o método do Exemplo 2 para estender o 
conjunto (v,, v+} a uma base de А“. 


(c) А&5х5. 


12. Confirme que v, = (1, 0, -2, 3, -5), у, = (-2, 3,3, 1, -1) e v, = (4, 
1, -3, 0, 5) são vetores linearmente independentes e use o método do 
Exemplo 2 para estender o conjunto (v,, V}, v,) a uma base de R. 


ioc 100 
13. о 4-| 5 2l () А= [0 2 2 
0i Е 
L dy 5 91 29 
() А=|-2 -2 -6 -6 18 
3-3, 0 0-7 
T. 1 6 -3 
14. (3) А = |o y (b)A=| 0 о 0 
-4 -24 12 
2, =6 10 2 -6 $8 
aa 2 -6 10 12 -6 8 


3 -9 15 18 -9 12 
-1 3 -5 -6 3 -4 


Nos Exercícios 15 e 16, expresse u em forma de vetor-coluna e confirme 
que uu” é uma matriz simétrica de posto 1, como garante o Teorema 7.4.8. 


15. u=(2,3,1,1) 16. u=(0,-4,5,-7) 


Nos Exercícios 17 e 18, expresse o posto de A em termos de t. | 
lg t 3-1 
17. А= |1 t 1 18. А = 3 6 -2 
£11 | -1 -3 t 


x 


z 2 
19. Mostre que se i A tem posto 1, então x =t, y= f, z =f pa- 


ra algum t. 


20. Seja W o subespaço de R* gerado pelos vetores v, = (1, 1, 1), v, = 
(1,2,-3) e v, = (4, 5, 0). Encontre bases para W e W* e verifique 
a validade do Teorema 7.4.3. 


21. Seja Wa reta em А dada parametricamente por x = 2t, y = —t, z = —3t. 
Encontre bases para W' e verifique a validade do Teorema 7.4.3. É W 
ou W* um hiperplano de R°? Explique. 


22. Sejam u е y vetores-coluna não-nulos em A" e seja Т: R^ — R" o ope- 
rador linear cuja matriz canônica é A = uv”. Mostre que nuc(T) = v* 
e que im(T) = ger(u). 


23. (a) Mostre que se uma matriz B é obtida de uma matriz A pela tro- 

ca de uma entrada, então A — B tem posto 1. 

(b) Mostre que se uma matriz B é obtida de uma matriz A pela tro- 
ca de uma linha ou de uma coluna, então A — B tem posto 1. 

(c) Mostre que se é alterada uma entrada, uma coluna ou uma linha 
de uma matriz А de tamanho m х n, então a matriz resultante В 
pode ser expressa na forma B = А + uv”, onde u é um vetor-co- 
luna m x 1 e v é um vetor-coluna n x 1. 


24. Sejam u e v vetores-coluna náo-nulos em А" e seja А = uv”. 
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(a) Mostre que А? = (u* v)A. 
(b) Use o resultado da parte (a) para mostrar que se u * v # 0, en- 
táo u * v é o único autovalor náo-nulo de A. 


Discussáo e Descoberta 


D1. 


D3. 


D5. 


Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 
sua resposta. 

(a) SeA não é quadrada, então os vetores-linha de A ou os vetores- 
coluna de A são linearmente dependentes. 

Acrescentando uma linha não-nula adicional a uma matriz au- 
menta seu posto por 1. 

Se A é uma matriz m X n não-nula, então a nulidade de A é no 
máximo т. 

A nulidade de uma matriz quadrada com linhas linearmente de- 
pendentes é no mínimo 1. 

Se A é quadrada e Ax = b é inconsistente para algum vetor b, 
então nul(A) = 0. 

Não existe uma matriz 3 x 3 cujo espaço-linha e espaço nulo 
são ambos retas pela origem. 


(b) 
(с) 
(4) 
(e) 
(f 


. Se A é uma matriz m x n, então pos(A”) + nul(A") = 


Por qué? 


Se A é uma matriz 3 x 5, entáo o námero de pivós na forma esca- 
lonada reduzida por linhas de A é no máximo igual a 
— e о número de parâmetros numa solução geral de 
Ax = 0 é no máximo igual a 


. Se A é uma matriz 5 x 3, então o número de pivôs na forma escalo- 


nada reduzida por linhas de A é no máximo igual a co 
número de parámetros numa solução geral de Ax = 0 é no máximo 
igual a К 


Quais são os possíveis valores рага o posto е a nulidade de uma ma- 
triz 3 x 5? E de uma matriz 5 x 3? E de uma matriz 5 x 5? 


Trabalhando com Provas 


P1. 


P2. 


Prove que a matriz 


[^ a sj 
a» 


а» аз 
tem posto 2 se, e somente se, um ou mais dos determinantes 


ац 
azı 


an an 


аз! 


а\з а; a3 


, , 


an aa an аз 
é não-nulo. [Sugestáo: Isso segue do resultado mais geral enunciado no 
Exercício T6 abaixo, mas prove este resultado aqui independentemen- 


te.] 


Prove que se А é uma matriz simétrica n X n de posto 1, então A pode ser 
expressa como А =uu' ou -uu”, onde и é um vetor-coluna em А". [Su- 
gestáo: O Teorema 7.4.7 e a simetria de A implicam que A=xy'= yx. 
Mostre que x y # 0 e considere os casos x'y > 0 e x'y < 0 separadamen- 
te. Mostre que se x y > 0, então 

xx 

х у? 


D6. 


D7. 


D10. 


D11. 


P4. 


(c) Use os resultados das partes (a) e (b) para mostrar que se uma 
matriz А tem posto 1, então 1 ~ A é invertível se, e somente se, 
A +A. 


Seu e y são vetores-coluna náo-nulos em А", então a nulidade da 
matriz A = цу é 


Se T: К" — R" é um operador linear e se o núcleo de T é uma reta 
pela origem, que tipo de objeto geométrico é a imagem de Т? Expli- 
que seu raciocínio. 


. Oque pode ser dito sobre o posto da seguinte matriz? 


L9 0 
0r-2 2 
@ = aU, el +2 
0 0 3 
Encontre o(s) valor(es) de À para o(s) qual(is) a matriz 
3 d 14 
A 4 10 1 
AS |17 7з 
232 4 3 
tem posto mínimo. 


Mostre com um exemplo que é possível duas matrizes A e B terem 
o mesmo posto e А? e B° terem postos diferentes. 


Use as desigualdades de Sylvester no Exercício T4 abaixo para 
mostrar que se A e B são matrizes n X n tais que AB = 0, então 
pos(A) + pos(B) S n. O que diz isso sobre a relação entre o posto de 
A ea nulidade de B? E entre o posto de B e a nulidade de A? 


tem a propriedade solicitada e entáo encontre uma fórmula análoga 
no caso em que x'y <0.) 


. Sejam A e B matrizes não-nulas e subdivida А em vetores-coluna e 


B em vetores-linha. Prove que multiplicando A e B como matrizes 
em blocos produz uma subdivisão de AB em matrizes de posto 1. 


Prove: Se V = (v,, у,,..., Y,) é um conjunto linearmente indepen- 
dente de vetores em R" e se W = (w,,,, .. ., W,) é uma base do es- 
paço nulo da matriz А que tem os vetores v,, Y, . . . , V, como suas 
linhas sucessivas, então VU W = (v, v ..., Vis Wasp + + + W,} É 
uma base de R”. [Sugestáo: Como V U W contém n vetores, é sufi- 
ciente mostrar que VU W é lincarmente independente. Como pri- 
meiro passo, reescreva a equação 
€1V1 + C2V2 + + суу + diw: 
dw; EUER y d, 4 Ws =0 


сүү + су; ++ СУ 
= dW, — djw; — +++ — ¡We 


e use isso para mostrar que as expressões dos dois lados são iguais a 0.) 
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P5. Use as desigualdades de Sylvester do Exercício T4 abaixo para pro- 
var os seguintes resultados, conhecidos como as leis de Sylvester da 
nulidade: Se A e B são matrizes quadradas para as quais o produto 
AB está definido, então 

nul(A) S nul(AB) S nul(A) + nul(B) 
nul(B) < nul(AB) < nul(A) + nul(B) 


P6. Sejam A uma matriz n x n invertível com inversa conhecida e B a 
matriz que resulta trocando uma entrada, uma linha ou uma coluna 


Usando Recursos Computacionais 


TI. (a) Algumas ferramentas computacionais têm um comando para 
encontrar o posto de uma matriz. Determine se sua ferramenta 
tem essa função e, se tiver, use esse comando para encontrar o 
posto da matriz do Exemplo 1. 


(b) Confirme que o posto obtido na parte (a) é consistente com o 
posto obtido se a sua ferramenta é usada para encontrar o nú- 
mero de linhas não-nulas na forma escalonada reduzida da 
matriz. 


T2. A maioria das ferramentas computacionais não tem um comando 
para encontrar a nulidade de uma matriz, já que a nulidade pode ser 
calculada usando o comando para o posto e a Fórmula (2). Use esse 
método para encontrar a nulidade da matriz no Exercício Т1 da Se- 
ção 7.3 e confirme que o resultado obtido é consistente com o nú- 
mero de vetores da base obtidos naquele exercício. 


T3. Confirme a Fórmula (2) para algumas matrizes 5 x 7 de sua escolha. 


T4. As desigualdades de Sylvester para o posto (cujas provas são bas- 
tante envolvidas) afirmam que se A é uma matriz com n colunas e B 
é uma matriz com л linhas, então 
pos(A) + роз(В) – п < pos(AB) < pos(A) 
pos(A) + pos(B) — n < pos(AB) < pos(B) 


de A. Sabemos pelo Exercício 23(c) que B pode ser expressa como 
B =A + uv’, onde и e v são vetores-coluna em К". Assim, somos le- 
vados a perguntar se a invertibilidade de A implica a invertibilida- 
de de В = А + uv” e, caso positivo, qual a relação que pode existir 
entre A™ e B”. Prove que B é invertível se 1 + УА 'u # Ое que nes- 
se caso vale 

A^luv/A^! 


B-"=(A тулыл E des 
(Aur 1+ v/A-!u 


Confirme essas desigualdades para algumas matrizes de sua escolha. 


Т5. (a) Considere as matrizes 


7 4-2 4 71 4 -2 4 
2-3 7 -6 2 -3 7 -6 
Ala б il & 2:5 
3 3-5 8 з 3-5 8 


que diferem em somente uma entrada. Calcule A” e use o re- 
sultado do Exercício P6 para calcular B '. 


(b) Confira sua resposta calculando B` diretamente. 
T6. Pode ser provado que o posto de uma matriz A é o tamanho da 


maior submatriz quadrada de A (ou seja, formada por eliminação de 
linhas e colunas de A) com determinante não-nulo. Use esse resul- 


tado para encontrar o posto da matriz 
J sb 3 0 ® 

5-9 2 S3 4 

a 8 cs 1-7 

q y n cw И 


€ confira sua resposta usando um método diferente para encontrar 
o posto de A, 


Seção 7.5 Teorema do Posto e suas Consequências 


Nesta seção, provaremos que o espaço-linha e o espaço-coluna têm a mesma dimensão e discutiremos algumas das im- 
plicações desse resultado. 


O TEOREMA DO О próximo teorema, que provaremos no final desta seção, é um dos mais importantes da Álgebra Linear. 
POSTO 
Teorema 7. (Teorema do Posto) О espaço-linha e o espaço-coluna de uma matriz têm a mes- 
ma dimensão. 
EXEMPLO 1 No Exemplo 4 da Seção 7.3 mostramos que o espaço-linha da matriz 
Espaço-Linha e 
Espaço-Coluna 1 0 0 0 2 
têm a Mesma = -2 1 -3 -2 -4 (D 
pnm | o 5-14 -9 0 
2 10 -28 -18 4 


é tridimensional, de modo que o teorema do posto implica que o espaço-coluna também é tridimensional. 
Vamos confirmar isso encontrando uma base do espaço-coluna. Uma maneira de fazer isso é transpor A (o 


EXEMPLO 2 
Dimensões 

dos Espaços 
Fundamentais 
em Termos 

do Posto 
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que converte colunas em linhas) e então encontrar uma base do espaço-linha de A” por redução à forma es- 
calonada por linhas e extraindo os vetores-linha não-nulos. Procedendo desse modo, começamos trans- 
pondo А para obter 


1 -2 0 2 


0 1 5 10 
AT=|0 -3 -14 -28 
O =2% 29: —18 
2-4 0 4 


e entáo reduzimos essa matriz à forma escalonada por linhas para obter 


D S8 3 
бол 5 30 
0.01 2 Q) 
ооо 0 
ооо о 


(verifique). Os vetores-linha não-nulos dessa matriz formam uma base do espaço-linha de A”, portanto о 
espaço-coluna de A é tridimensional, conforme antecipamos. Se quisermos, poderemos obter uma base de 
vetores-coluna do espaço-coluna de A transpondo os vetores-linha de (2), ou seja, 


1 0 0 
-2 1 0 

а = ol Q= sl сз = 1 E 
2 10 2 


Lembre que, pela Definição 7.3.1, o posto de uma matriz A é a dimensão de seu espaço-linha. Co- 
mo uma conseqüéncia do Teorema 7.5.1, agora podemos pensar no posto de uma matriz como a dimensão 
de seu espaço-coluna. Além disso, como a transposição de matrizes converte linhas em colunas e colunas 
em linhas, é evidente que uma matriz e sua transposta devem possuir o mesmo posto. 


Teorema 7.5.2 SeA é uma matriz m X n, então 


pos(A) = pos(A”) 


Esse resultado tem algumas implicações importantes. Por exemplo, se A é uma matriz m X n, então 
uma aplicação do Teorema 7.4.1 a A! fornece 


pos(A^) + nul(A”) = m 


que, usando (3), pode ser reescrito como 
pos(A) + nu(A^ = m (4) 


Essa relação agora torna possível expressar a dimensão dos quatro espaços fundamentais de uma matriz em 
termos de tamanho e posto da matriz. Mais especificamente, se A é uma matriz m X n de posto k, então 


dim(lin(A)) = k, dim(nuc(A)) 2 n — k 


(5) 
dim(col(A)) = k, dim(nuc(A^) = m — k 
Encontre o posto de 
1 2-3 1 
A=|-3 1 7-1 1 
-2 3 4 0 2 


e use esse resultado para calcular as dimensões dos espaços fundamentais de A. 
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RELAÇÃO ENTRE 
CONSISTÊNCIA 


E POSTO 


EXEMPLO 3 
Visualizando o 
Teorema de 
Consistência 


Solução O posto de A é o número de linhas não-nulas em qualquer forma escalonada por linhas de 
A, portanto, começamos reduzindo A à forma escalonada por linhas. Introduzindo os zeros na primei- 
ra coluna obtemos 


1 2-3 1 1 
0 7-2 2 4 
0 7-2 2 4 


Vemos que não é preciso ir adiante, pois agora é evidente que o espaço-linha é bidimensional. Assim, A 
tem posto 2 e 

dim(lin(A)) = posto = 2, dim(nuc(A)) = número de colunas ~ posto = 5 - 2 = 3 

dim(col(A)) = posto = 2, dim(nuc(A”)) = número de linhas — posto=3-2=1 = 


PROBLEMA CONCEITUAL Ѕе A é uma matriz m хп, qual é o maior valor possível para o posto de A? 
Explique. 


Ao longo deste texto, desenvolvemos uma sucessão de teoremas de unificação envolvendo sistemas linea- 
res de n equações a n incógnitas, o último dos quais foi o Teorema 7.4.4. Agora passamos nossa atenção 
para sistemas lineares nos quais o número de equações e de incógnitas não necessariamente é o mesmo. O 
próximo teorema, que estende o Teorema 3.5.5, fornece uma relação entre a consistência de um sistema 
linear e os postos de suas matrizes de coeficientes e aumentada. 


Teorema 7.5.3 (Teorema de Consistência) Se Ах = b é um sistema linear de m equações a n incóg- 
nitas, então as seguintes afirmações são equivalentes. 


(а) Ax = b é consistente. 


(b) b está no espaço-coluna de A. 
(c) A matriz de coeficientes A e a matriz aumentada [A | b] têm o mesmo posto. 


A equivalência das partes (a) e (b) foi dada no Teorema 3.5.5, de modo que basta provar (b) > (c). A equi- 
valência (a) + (c) segue então como conseqüéncia lógica. 


Prova (b) €» (c) Se b está no espaço-coluna de A, então o Teorema 7.2.5 implica que o espaço-coluna de 
A eo de [A | b] têm a mesma dimensão, ou seja, as duas matrizes têm o mesmo posto. Reciprocamente, se 
Ae [A | b] têm o mesmo posto, então seus espaços-coluna têm a mesma dimensão, de modo que o Teore- 
ma 7.2.5 implica que b é uma combinação linear dos vetores-coluna de A. B 


Para obter um entendimento melhor da relação entre o posto da matriz de coeficientes e o posto da matriz 
aumentada de um sistema linear, considere o sistema 
x 72x, - 3x,2 -4 
—3х,+7х,- x,2-3 
2x, -Sx,+4x,= 7 
—3x, + 6х, + 9х, = –1 


А matriz aumentada desse sistema é 


1-2 -3¡-4 
-3 7 -1i-3 
2-5 417 
-3 6 9i-1 
e a forma escalonada reduzida por linhas dessa matriz é (verifique) 
1 0-2310 
0 1-00 
0 0 019 (6) 
0 0 0:0 


A terceira linha "ruim" dessa matriz torna evidente que o sistema é inconsistente. Contudo, essa linha 
também faz com que a correspondente forma escalonada por linhas da matriz de coeficientes tenha 
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EXEMPLO 4 
Posto-Coluna 

e Posto-Linha 
Máximos 


posto menor do que a forma escalonada por linhas da matriz aumentada [para ver isso, basta encobrir 
a última coluna de (6)]. Esse exemplo deveria tornar evidente que a matriz aumentada e a matriz de 
coeficientes de um sistema linear têm o mesmo posto se, e somente se, não existem linhas ruins em 
qualquer forma escalonada por linhas da matriz aumentada ou, equivalentemente, se, e somente se, o 
sistema é consistente. п 


O próximo conceito é uma ferramenta importante no estudo de sistemas lineares nos quais o núme- 
ro de equações e o número de incógnitas não são necessariamente iguais. 


Definição 7.5.4 Dizemos que uma matriz A de tamanho m X n tem posto-coluna máximo se seus ve- 
tores-coluna são linearmente independentes e tem posto-linha máximo se seus vetores-linha são linear- 
mente independentes. 


Como os vetores-coluna de uma matriz geram o espaço-coluna e os vetores-linha geram o espaço- 
linha, os vetores-coluna de uma matriz de posto-coluna máximo são uma base do espaço-coluna e os ve- 
tores-linha de uma matriz de posto-linha máximo são uma base do espaço-linha. Assim, temos a seguinte 
maneira alternativa de ver os conceitos de posto-coluna e posto-linha máximos. 


Teorema 7.5.5 Seja A uma matriz m X n 
(a) A tem posto-coluna máximo se, e somente se, os vetores-coluna de A formam uma base do es- 
paço-coluna, ou seja, se, e somente se, pos(A) = n. 


(b) A tem posto-linha máximo se, e somente se, os vetores-linha de A formam uma base do espa- 
go-linha, ou seja, se, e somente se, pos(A) = m. 


A matriz 


tem posto-coluna máximo porque os vetores-coluna não são múltiplos escalares um do outro mas não tem 
posto-linha máximo porque três vetores em R° são linearmente dependentes. Por outro lado, 


1 2-3 
| ão 
a =h 1 1) 


tem posto-linha máximo mas não tem posto-coluna máximo. ш 


PROBLEMA CONCEITUAL SeA é uma matriz m X n com posto-coluna máximo, o quer pode ser dito so- 
bre os tamanhos relativos de m e n? E se A tiver posto-linha máximo? Explique. 


O próximo teorema está relacionado de perto com o Teorema 3.5.3. 


Teorema 7.5.6 Se A é uma matriz m X n, então as seguintes afirmações são equivalentes. 
(а) Ах = 0 tem somente a solução trivial. 
(b) Para cada b em R”, Ax = b tem no máximo uma solução. 
(c) A tem posto-coluna máximo. 


Como a equivalência das partes (a) e (b) está contemplada no Teorema 3.5.3, é suficiente mostrar que as 

partes (a) e (c) são equivalentes para completar a prova. 

Prova (а) = (с) Sejama, a, ...,a, os vetores-coluna de A e escreva o sistema Ax = 0) no formato vetorial 
xa +xa,+...+xa =0 (7) 

Assim, dizer que Ах = 0 tem somente а solução trivial é equivalente а dizer que os л vetores-coluna em (7) 


são linearmente independentes, ou seja, Ах = 0 tem somente a solução trivial se, e somente se, А tem pos- 
to-coluna máximo. = 
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EXEMPLO 5 
Conseqüéncias 
de Posto-Coluna 
Máximo 


SISTEMAS 
LINEARES 

SUB E SOBRE 
DETERMINADOS 


EXEMPLO 6 
Um Robó 
Malcomportado 


MATRIZES DA FORMA 
A'A E AA' 


Mostramos no Exemplo 4 que 
1 0 
А= | 21 
-3 1 


tem posto-coluna máximo. Assim, pelo Teorema 7.5.6 sabemos que o sistema Ax = 0 tem somente a solu- 
ção trivial e que o sistema Ax = b tem no máximo uma solução, para cada b em № Deixamos a cargo do 
leitor confirmar a primeira conclusão resolvendo o sistema Ax = 0 e mostramos que Ax = b tem no máxi- 
mo uma solução, para cada b = (b,, b, b.) em R°. 

Reduzindo a matriz aumentada [A | b] até ter o lado esquerdo em forma escalonada por linhas, obtemos 


1 0i bi 
0 1! b; — 2b 
0 0i bi — 2 +56; 


(verifique), de modo que existem duas possibilidades: b, — b, + 5b, + 0 ou b, — Б, + 5b, = 0. O sistema é 
inconsistente no primeiro caso e, no segundo, o sistema tem a solução única x, = b,, x, = b; ~ 2b,. Em am- 
bos casos, é correto afirmar que existe no máximo uma solução. ш 


Em aplicações na engenharia, as equações num sistema linear Ах = b são, muitas vezes, formulações ma- 
temáticas de restrições físicas sobre um conjunto de variáveis, e os engenheiros, em geral, tentam fazer 
coincidir os números das variáveis com o das restrições. Contudo, isso nem sempre é possível, de modo 
que um engenheiro pode acabar se deparando com um sistema linear que tem mais equações do que in- 
cógnitas (denominado sistema sobredeterminado) ou com um sistema linear que tem menos equações do 
que incógnitas (denominado sistema subdeterminado). Nas aplicações, a ocorrência de sistemas lineares 
sub e sobredeterminados muitas vezes sinaliza a ocorrência de algum fenômeno físico indesejável. O pró- 
ximo teorema explica por quê. 


Teorema 7.5.7 Seja A uma matriz m X n. 


(a) (Caso Sobredeterminado) Se m > n, então o sistema Ax = b é inconsistente para algum vetor 
b em К". 


(b) (Caso Subdeterminado) Se т < n, então, para qualquer vetor b em К", o sistema Ax = b é ou 
inconsistente ou tem uma infinidade de soluções. 


Prova (a) Se т> п, então os vetores-coluna de A não podem gerar А". Assim, existe pelo menos um ve- 
tor b em А" que não é uma combinação linear dos vetores-coluna de A e, para um tal b, o sistema Ax = b 
não tem solução. 


Prova (b) Ѕе т < n, então os vetores-coluna de A são linearmente dependentes (n vetores em R”). Isso 
implica que Ax = 0 tem uma infinidade de soluções, e o resultado segue pelo Teorema 3.5.2. BH 


Para expressar o Teorema 7.5.7 em termos de transformagóes, pensemos em Ax como uma transforma- 
ção matricial de R” em R” e no vetor b da equação Ax = b como a saída que desejaríamos que a trans- 
formação produzisse em resposta à entrada x. A parte (a) do Teorema 7.5.7 afirma que se m > n, então 
existe alguma saída que náo pode ser produzida por nenhuma entrada e a parte (b) afirma que se m « n 
então, para qualquer saída b possível, ou não existe entrada que a produza ou então existe uma infinida- 
de de entradas que produzem aquela saída. Assim, por exemplo, se a entrada x é um vetor de voltagens 
para os motores que controlam um robô e se a saída b é um vetor de velocidades e coordenadas de po- 
sições que descrevem a ação do robô em resposta à entrada, então um robô que não consegue executar 
certas ações é governado por um sistema sobredeterminado e um robô que pode executar certas ações 
de uma infinidade de maneiras é governado por um sistema subdeterminado. Ambas situações podem 
não ser desejáveis. H 


As matrizes da forma A'A e AA” desempenham um papel importante em muitas aplicações, de modo que 
passamos a dirigir nossa atenção a matrizes dessa forma. 
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ALGUNS TEOREMAS 
DE UNIFICAÇÃO 


Para começar, lembre que a Fórmula (9) da Seção 3.6 garante que se A é uma matriz m x n com ve- 
tores-coluna a,, a), ..., a, então 


а-а) а-а; o ae, 
а.а aca «e a 
Ай 2" 1 $ 2 кзы 
З : : (8) 
antal а„.а; ··· а, :а, 


Como transpor uma matriz converte colunas em linhas e linhas em colunas, segue de (8) que se г, г,,..., r, 
são os vetores-linha de A, então 


Ber Fel c рги 
Per F2*:T2 +e ГГ 

AA qn. s : o 
Em Гр Гр Гә c Гн Гн 


O próximo teorema fornece relações importantes entre as propriedades de uma matriz А arbitrária, 
sua transposta A” e a matriz quadrada simétrica A'A. 


Teorema 7.5.8 Se A é uma matriz m X n, então: 
(a) Ae ATA têm o mesmo espaço nulo. 
(b) Ae ATA têm o mesmo espaço-linha. 


(с) A' е ATA têm o mesmo espaço-coluna. 
(d) A e A'A têm o mesmo posto. 


Provaremos a parte (a) e deixamos as demais partes para os exercícios. 


Prova (a) Devemos mostrar que qualquer solução de Ax = 0 é uma solução de A'Ax = 0 e reciprocamen- 
te. Se x, é uma solução qualquer de Ax = 0, então x, também é uma solução de A'Ax = 0, pois 


АТАх, = А' (Ах) =А'0=0 


Reciprocamente, se x, é uma solução qualquer de A'Ax=0, então X, está no espaço-nulo de A'A e, 
portanto, pelo Teorema 3.5.6, é ortogonal a qualquer vetor no espago-linha de A'A. Contudo, A'A é si- 
métrica, de modo que x, é ortogonal a cada vetor no espaço-coluna de A'A. Em particular, x, deve ser 
ortogonal ao vetor A'Ax,, ou seja, x, * (А!Ах,) = 0. Pela Fórmula (23) da Seção 3.1, podemos escre- 
ver isso como 


x; (A"Ax,) = 0 ou, equivalentemente, como (Ах) (Ax) =0 
Isso implica que Ax, * Ax, = 0, de modo que Ax, = 0 pela parte (d) do Teorema 1.2.6. Isso prova que x, é 
uma solução de Ax = 0. Г 


O próximo resultado é semelhante ao Teorema 7.5.8 e dele decorre trocando А por 4”; a parte (4) de- 
corre do fato de A e A” terem o mesmo posto. 


Teorema 7.5.9 Se A é uma matriz m x n, então: 
(a) A” e AA” têm o mesmo espaço nulo. 
(b) A” e AA” têm o mesmo espaço-linha. 


(c) A e AA” têm o mesmo espago-coluna. 
(d) A e AA” têm o mesmo posto. 


PROBLEMA CONCEITUAL Qual é a relação entre (A”A) e (AA”)? Por quê? 


O próximo teorema de unificação acrescenta mais uma condição às do Teorema 7.5.6. 
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EXEMPLO 7 
Um Teste de 
Determinante para 
Posto-Coluna 

e Posto-Linha 
Máximos 


Teorema 7.5.10 Se A é uma matriz m x n, então as seguintes afirmações são equivalentes. 
(a) Ax=0 tem somente a solução trivial. 
(b) Para cada b em К", Ах = b tem no máximo uma solução. 
(c) A tem posto-coluna máximo. 
(d) ATA é invertível. 


É suficiente provar que as afirmações (c) e (d) são equivalentes, pois as demais equivalências seguem ime- 
diatamente do Teorema 7.5.6. 


Prova (с) €» (d) Como A'A é uma matriz n X n, segue das afirmações (c) e (q) do Teorema 7.4.4 que A'A 
é invertível se, e somente se, A'A tem posto n. Contudo, AA tem o mesmo posto do que A pela parte (d) 
do Teorema 7.5.8, de modo que A'A é invertível se, e somente se, pos(A) = n, ou seja, se, e somente se, А 
tem posto-coluna máximo. п 


OBSERVAÇÃO Sabemos pelo Teorema 3.6.5 que se А é quadrada, então A”A é invertível se, e somente se, 
A é invertível. Isso é um caso especial da equivalência de (c) e (d) no Teorema 7.5.10. 


O seguinte teorema, que é semelhante ao Teorema 7.5.10, segue deste substituindo A por 4”. 


Teorema 7.5.11 SeA é uma matriz m x n, então as seguintes afirmações são equivalentes. 
(a) A'x = 0 tem somente a solução trivial. 
(b) Para cada b em К”, A'x=b tem no máximo uma solução. 
(c) A tem posto-linha máximo. 
(d) AA” € invertível. 


Os Teoremas 7.5.10 e 7.5.11 tornam possível deduzir resultados sobre matrizes que não são qua- 
dradas utilizando resultados sobre matrizes quadradas. Por exemplo, sabemos que A'A é invertível se, 
e somente se, (AA) #0 е AA! é invertível se, e somente se, det(AA") * 0. Assim, segue dos Teoremas 
7.5.10 e 7.5.11 que A tem posto-coluna máximo se, e somente se, (ATA) + 0 e A tem posto-linha má- 
ximo se, e somente se, (AA") # 0. 


Mostramos no Exemplo 4 que a matriz 


10 
A=| 21 
-3 1 


tem posto-coluna máximo mas náo tem posto-linha máximo. Confirme esses resultados calculando deter- 
minantes apropriados. 
Solução Рага testar se o posto-coluna é máximo, consideramos a matriz 
1 0 
1 2-3 14 -1 
epa 
о nz uj: 31 -1 2 


e para testar se o posto-linha é máximo, consideramos a matriz 


10 1 2-3 
AAT=| 21 E : EE 2 5-5 
-3 1 -3 -5 10 


Сото (АГА) = 27 +0 (verifique), a matriz A tem posto-coluna máximo e, como (АА?) = 0, a matriz A não 
tem posto-linha máximo. = 


APLICAÇÕES 
DO POSTO 
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O advento da Internet tem estimulado a pesquisa na busca de métodos eficazes para transmitir gran- 
des quantidades de informação digital ao longo de linhas de comunicação com capacidade de trans- 
missão limitada. A informação digital em geral é armazenada em formato matricial e muitas técni- 
cas para melhorar a velocidade de transmissão utilizam, de alguma maneira, o posto de uma matriz. 
O posto tem um papel para desempenhar porque ele mede a “redundância” de uma matriz no seguin- 
te sentido: se A é uma matriz m х n de posto k, então n — k dos vetores-coluna e т — k dos vetores-li- 
nha podem ser expressos em termos de k vetores-coluna ou vetores-linha linearmente independen- 
tes. A idéia essencial em muitos esquemas de compressão de dados é aproximar o conjunto de dados 
original por um novo conjunto de dados de posto menor que contenha praticamente a mesma infor- 
mação e então eliminar os vetores redundantes no conjunto novo para aumentar a velocidade de 


transmissão. 


A Álgebra Linear na História 


Em 1924, o FBI norte-americano começou a 
colecionar impressões digitais e de mãos, 
tendo atualmente mais de 30 milhões de tais 
impressões arquivadas. Para reduzir o custo 
de armazenagem, o FBI começou a trabalhar 
com o Laboratório Nacional de Los Alamos, 
o Instituto Nacional de Padrões dos EUA e 
outros grupos para conseguir métodos de 
compressão para arquivar as impressões em 
formato digital. A figura abaixo mostra uma 
impressão digital original e uma reconstru- 
ção a partir de informação digital comprimi- 
da numa taxa de 26:1. 


OrcioNAL Prova do Teorema 7.5.1 


Queremos provar que o espaço-coluna e o espaço-linha de uma matriz A de tamanho m 
xn têm a mesma dimensão. Suponhamos que A tenha posto k, o que implica que a for- 
ma escalonada reduzida por linhas R de A tem exatamente k vetores-linha náo-nulos, 
digamos, г, F,,..., rj. Como À e R têm o mesmo espaço-linha pelo Teorema 7.3.7, se- 
gue que os vetores-linha a,, a,, . . . , a, de A podem ser expressos como combinações li- 
neares dos vetores-linha de R, digamos 
ау = cur; + Col) + Ciara +++: + СГ 
а = Car; + coro + cara +--+ cxrk 
j y К 5 ; (10) 
Am = Ст1Г1 + Cm2T2 + Cmara +++: + CmkTk 


Agora equacionamos os componentes correspondentes dos dois lados de cada equação. 


Para isso, seja a, o j-ésimo componente de a, е r; o j-ésimo componente de г,. Assim, 
as relações entre os j-ésimos componentes dos dois lados de (10) são 


aij = Cnh; + Cura; + Ciara; t: + Сү 
ал; = Carl ij + Cara; + Cara; + ecc + Cork; 
ат} = Cm j + Cmaraj + Съз?) +*+ + Ста 


que pode ser reescrito em formato matricial como 


aij сї Cn с\з Ск 

5j C21 ca ca Co 
="; trj +r3; T5 

mj Cmi Cm2 Сз Cmk 


Como o lado esquerdo desta equação é o j-ésimo vetor-coluna de A, mostramos que os k vetores-coluna 
do lado direito da equação geram o espaço-coluna de A. Assim, a dimensão do espaço-coluna de A é no 
máximo k, ou seja, 


dim(col(A)) < dim(lin(A)) (11) 
Segue disso que 

dim(col(A^) < dim(lin(A^)) 
ou 

dim(lin(A)) < dim(col(A)) (12) 


Podemos concluir de (11) e (12) que dim(lin(A)) = dim(col(A)). m 


366  Capítulo7 + Dimensão e Estrutura 


Exercícios 7.5 


Nos Exercícios 1 e 2, verifique que o espaço-linha de A e o espaço-co- 
luna de A têm a mesma dimensão e use esse número para encontrar a 
dimensão dos dois outros espaços fundamentais de A e o número de 
parâmetros numa solução geral de Ax = 0. 


Nos Exercícios 9 e 10, determine se A tem posto-coluna máximo, pos- 
to-linha máximo, ambos, ou nenhum. 


1-1 2-1 1 
4 -3 -1 1-2 
uni Rat в 3 
6-5 3-1 0 

D 1-2 8 2 

-1 3 4 1 

oA = à d Up 
3 0 bm 4 


Nos Exercícios 3 e 4, verifique que pos(A) = pos(A”), de acordo com o 
Teorema 7.5.2. 


Da 1240 
sis la o 25 4 A=|-31 52 
a а $ DELE 


18 
9. (а) А= | 20 ©) A= E de 
EE. 
3 15 2 0 
o 4-[ 1 ó 1 @ 4-[ | 
13 
10. (a) A=| 2 6 o а= |а 5 E 
0 3 6 
-1 0 
4-1 3 5 
©л=[; E «| waf 1] 


11. Confira suas repostas no Exercício 9 usando determinantes para tes- 
tar a invertibilidade de A'A e de AA”. 


12. Confira suas repostas no Exercício 10 usando determinantes para 
testar a invertibilidade de A'A e de AA”. 


Nos Exercícios 5 e 6, use a informação da tabela para encontrar as di- 
mensões dos quatro espaços fundamentais de A. 


Nos Exercícios 13 e 14, é dada uma matriz A de posto-coluna máximo. 
De acordo com o Teorema 7.5.6, verifique que Ax = 0 tem somente а 
solução trivial e que o sistema Ax = b tem no máximo uma solução, 
para qualquer b em А", 


1 2 14 
13. A=|-1 -2 14 A=|2 5 
з 0 36 


Nos Exercícios 15 e 16, verifique que A e A'A têm o mesmo espago | 


nulo e o mesmo espaço-linha, de acordo com o Teorema 7.5.8. 


Nos Exercícios 7 e 8, use a informação da tabela para determinar se o 
sistema linear Ax = b é consistente. Se for, dé o número de parámetros 
de uma solução geral. 


—  MEEHENEN 


1 
15. 4=| 2 4 16. 4=[, 1 A 
_ї A 2 3 4 
17. De acordo com o Teorema 7.5.7, um sistema linear sobredetermina- 
do Ax = b necessariamente é inconsistente para algum vetor b. En- 
contre todos os valores de b,, b,, b,, b, е b. para os quais o seguinte 
sistema linear sobredeterminado é inconsistente. 

x — 3х: =b; 

— 2x2 =b: 

xit w=b; 

— 4x, = ba 

ху +5x, = bs 


18. De acordo com o Teorema 7.5.7, um sistema linear subdeterminado Ax 
= b é ou inconsistente ou tem uma infinidade de soluções para cada ve- 
tor b dado. Encontre todos os valores de b,, b, e b, para os quais o se- 
guinte sistema linear subdeterminado tem uma infinidade de soluções: 

х +2х;›+3х;— х= 
3x — x; х + 2х =b, 
4х + х +43 + x =b; 


Discussão e Descoberta 

Dl. Se A é uma matriz 7 x 5 de posto 3, então segue que 
dim(lin(4)) = , dim(col(A)) = e 
dim(nuc(A”)) = З 


D3. 


„ Se A é uma matriz m X n de posto k, então segue que dim(lin(A'A)) 


-  -edim(in(AA)) = 


Se o sistema homogêneo A'x = O tem uma única solução, o que po- 
de ser dito sobre o espaço-linha e o espaço-coluna de A? Explique 
seu raciocínio. 


. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 


sua resposta. 
(a) Se A tem mais linhas do que colunas, então a dimensão do es- 
paço-linha é maior do que a dimensão do espaço-coluna. 

Se pos(A) = pos(A”), então A é quadrada. 

Se A é uma matriz n X n invertível e b é qualquer vetor-coluna 
em R”, então a matriz A e a matriz aumentada [A | b] têm o 
mesmo posto. 

Se A tem posto-coluna e posto-linha máximos, então A é qua- 
drada. 


(b 
(c) 


= 


(d) 


Trabalhando com Provas 


P1. 


P2. 


P3. 


P4. 


P5. 


Prove que se А é uma matriz m X n, então ATA e AA” têm o mes- 
mo posto. 


Prove a parte (d) do Teorema 7.5.8 usando a parte (a) do teorema e 
o fato de A e AA terem n colunas. 


(a) Prove a parte (b) do Teorema 7.5.8 mostrando primeiro que 
lin(A'A) é um subespaço de lin(A). 
(b) Prove a parte (c) do Teorema 7.5.8 usando a parte (b). 


Prove: Se A é uma matriz que não é quadrada, então ou os veto- 
res-linha de A ou os vetores-coluna de A são linearmente depen- 
dentes. 


Prove: Se А é uma matriz quadrada tal que A e A^ têm o mesmo pos- 
to, então nuc(A) N col(A) = (0)]. (Sugestão: Mostre primeiro que 
nuc(A) = nuc(A)).] 


Prove: Se A é uma matriz não-nula de posto k, então A tem pelo me- 
nos uma submatriz k х К invertível e todas submatrizes quadradas de 
tamanho maior são singulares. Reciprocamente, se o tamanho da 
maior submatriz invertível de uma matriz não-nula A é k x k, então 
A tem posto k. (Interprete uma submatriz de A como sendo ou a pró- 


Usando Recursos Computacionais 


T1. 
ea 


(Encontrando posto usando determinantes) Como uma ma- 
triz quadrada é invertível se, e somente se, seu determinante é 
não-nulo, segue do Exercício P6 que o posto de uma matriz 
não-nula A é o tamanho da maior submatriz quadrada de A cu- 
jo determinante é não-nulo. Use esse fato para encontrar o pos- 
to de A e confira sua resposta usando um método diferente para 
calcular o posto. 


DS. 
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(e) Se ATA e AA” são ambas invertíveis, então A é quadrada. 

(f) Nenhuma matriz 3 x 3 pode ter posto e nulidade iguais. 

A equação x, + x, + x, = b pode ser vista como um sistema linear 
subdeterminado de uma equação a três incógnitas. 

(a) Mostre que esse sistema tem uma infinidade de soluções pa- 
ra qualquer valor de b. Isso viola a parte (b) do Teorema 
2:55:22 

De acordo com o Teorema 3.5.2, expresse uma solução ge- 
ral desse sistema como a soma de uma solução particular do 
sistema mais uma solução geral do sistema homogêneo cor- 


(b) 


respondente. 
D6. (a) Mostre que se A é uma matriz 3 x 5, então os vetores-coluna de 
A são linearmente dependentes. 
(b) Mostre que se A é uma matriz 5 x 3, então os vetores-linha de 
A são linearmente dependentes. 
(c) Generalize os resultados nas partes (a) e (b) para uma matriz 


m X n qualquer tal que т # n. 


pria А ou uma matriz obtida de A pela eliminação de linhas e colu- 

nas.) Para a primeira parte deste teorema, suponha que A tenha pos- 

to ke proceda como segue: 

Passo 1. Primeiro mostre que existe uma submatriz com k colunas 
linearmente independentes e então mostre que existe uma 
submatriz k x k dessa matriz que é invertível. 

Passo 2. Mostre que se C é uma submatriz r x r de A com г> k, en- 
tão aquelas colunas de A que contém as colunas de C são 
linearmente dependentes. 


Para a recíproca, suponha que А tenha posto r, que А tenha uma 
submatriz k x k invertível e que todas submatrizes quadradas de A 
de tamanho maior sejam singulares. Use a primeira parte para mos- 
trar que r=k. 


O Exercício P3 da Seção 7.3 afirma que se P é uma matriz n X n in- 
vertível e se A é uma matriz n X k qualquer, entáo 

pos(PA) = pos(A) e nul(PA) = nul(A) 
Use esses fatos e o Teorema 7.5.2 para provar que se P é uma matriz 


n xn invertível e C é uma submatriz k x n qualquer, então 


pos(CP) = pos(C) e nul(CP) = nul(C) 


B c 3» 5 
5-3 0: 3. 
Ба 323 3 
Ju 44 d 
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REVISÃO DE 
PROBLEMAS 
DE BASE 


Seção 7.6 Teorema do Pivô e suas Consequências 


Nesta seção, desenvolveremos um teorema importante sobre o espaço-coluna de matrizes que nos levará a um méto- 
do para extrair bases de conjuntos geradores. 


Reconsideremos o problema de encontrar uma base de um subespaço W gerado por um conjunto $ = (v,, 
У,,..., V,] de vetores. Existem duas variantes desse problema: 


1. Encontrar uma base qualquer de W. 
2. Encontrar uma base de W consistindo em vetores de 5. 


Já vimos que o primeiro problema de base pode ser resolvido transformando os vetores de $ em vetores-li- 
nha de uma matriz, reduzindo a matriz à forma escalonada por linhas e então extraindo os vetores-linha não- 
nulos (Exemplo 4 da Seção 7.2). Uma maneira de resolver o segundo problema de base é criar uma matriz 
A que tem os vetores de $ como vetores-coluna. Isso transforma W no espago-coluna de A e converte o pro- 
blema num problema de encontrar uma base do espaço-coluna de A consistindo em vetores-coluna de A. Pa- 
ra desenvolver um método de resolver este problema, precisamos de algumas idéias preliminares. 

Sabemos pelo Teorema 7.3.7 que as operações elementares sobre as linhas não alteram o espaço-li- 
nha nem o espaço nulo de uma matriz. Contudo, as operações elementares sobre as linhas alteram o espa- 
ço-coluna de uma matriz. Por exemplo, a matriz 


ї 2 
a=[, 2] 
pode ser reduzida por uma operação elementar sobre as linhas à matriz 
12 
s=[, o) 
Mas essas duas matrizes não têm o mesmo espaço-coluna, pois o espago-coluna de А é o espaço gerado pelo ve- 


tor v = (1, 1) e o espaço-coluna de B é o espaço gerado pelo vetor w = (1, 0), e esses espaços são diferentes retas 
pela origem de R°. Note, contudo, que os vetores-coluna de A, que denotamos por c, e €, satisfazem a equação 


c-30=0 
e que os vetores-coluna de B, que denotamos por c; e c5, satisfazem a equação 
e - te =0 


Os coeficientes correspondentes nessas equações são iguais; assim, mesmo que a operação sobre as linhas 
que tenha produzido B a partir de A não tenha preservado o espaço-coluna, ela preservou a relação de de- 
pendência entre os vetores-coluna. Mais geralmente, suponha que A e B sejam matrizes equivalentes por 
linhas que foram subdivididas em vetores-coluna como 


А = [6 с + &] e В=[с| 6€ > €] 


Segue da parte (b) do Teorema 7.3.7 que os sistemas lineares homogéneos Ax = 0 e Bx = 0 têm o mesmo 
conjunto-solução e portanto o mesmo é valido para as equações vetoriais 


хас + хос) +++ +XpC, =0 


ne + хос; + хл) = 0 


já que essas sáo o formato vetorial dos dois sistemas homogéneos. Segue dessas equagóes que os vetores- 
coluna de A sáo linearmente independentes se, e somente se, os vetores-coluna de B sáo linearmente inde- 
pendentes e mais: se os vetores-coluna de A e B sáo linearmente dependentes, entáo esses vetores tém as 
mesmas relações de dependência. Assim, as operações elementares sobre as linhas não afetam a indepen- 
dência linear nem a dependência linear e, no caso de dependência linear, não afetam as relações de de- 
pendência entre os vetores-coluna. Pode ser provado que essas conclusões também aplicam a qualquer 
subconjunto de vetores-coluna, o que nos leva ao seguinte teorema. 
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EXEMPLO 1 
Uma Base 

de col(A) 
Consistindo 

em Vetores- 
Coluna de A 


Teorema 7.6.1 Sejam A e В matrizes equivalentes por linhas. 


(a) Se algum subconjunto de vetores-coluna de A é linearmente independente, então os vetores-co- 
luna correspondentes de B são linearmente independentes e reciprocamente. 


(b) Se algum subconjunto de vetores-coluna de B é linearmente dependente, então os vetores-co- 
luna correspondentes de A são linearmente dependentes e reciprocamente. Além disso, os ve- 
tores-coluna nas duas matrizes têm as mesmas relações de dependência. 


Esse teorema é a chave para encontrar um conjunto de vetores-coluna de uma matriz que formem 
uma base de seu espaço-coluna. Aqui temos um exemplo. 


Encontre um subconjunto dos vetores-coluna de 
1-3 4-2 5 4 
2-6 9-1 8 2 
2-6 9-1 9 7 
21) DR 26025 =4 


A= 


que forme uma base do espaço-coluna de A. 


Solução Deixamos a cargo do leitor confirmar que reduzindo A à forma escalonada por linhas pela eli- 
minação gaussiana fornece 


1-3 4-2 5 4 
E 0.01 3 —2 -6 
o 0 O '0 Ts 
0 0 0 0 Q0 0 


Como as operações elementares sobre as linhas não alteram o posto e como U tem trés linhas não-nulas, 
segue que Á tem posto 3 e que, portanto, o espaço-coluna de A é tridimensional. Assim, se soubermos en- 
contrar três vetores-coluna linearmente independentes de A, então essses vetores constituirão uma base pa- 
ra o espaço-coluna de A pelo Teorema 7.2.6. Para isso, vamos concentrar nossa atenção nos vetores-colu- 
na de U com pivôs (as colunas 1, 3 e 5): 


a Ж ow SR 
0 x 1 *-2 $ 
u= O a (0 um de «e 
0 + 0 * 0 e 


Avançando da esquerda para a direita pelos três vetores-coluna, vemos que nenhum deles é uma combina- 
ção linear dos que o antecedem porque não há como obter um pivô com uma tal combinação linear. Isso 
implica que esses vetores-coluna são linearmente independentes e, portanto, o mesmo ocorre com os ve- 
tores-coluna correspondentes de A pelo Teorema 7.6.1. Assim, os vetores-coluna 


1 4 5 
с 2 c 2 с; = x 
vs e gp 5 9 
-1 —4 -5 
formam uma base do espaço-coluna de A. a 


Neste exemplo, verificamos que os vetores-coluna de A que ocupam as posições de coluna com pi- 
vôs na forma escalonada por linhas U constituem uma base do espaço-coluna de A. Em geral, os vetores- 
coluna naquelas posições têm um nome especial. 


о 7.6.2 Uma coluna de pivô de uma matriz A é um vetor-coluna na posição de coluna em 


que ocorre um pivô na forma escalonada por linhas de A 


É bastante simples converter o método do Exemplo 1 numa prova do seguinte resultado geral. 
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Teorema 7.6.3 (Teorema do Pivô) As colunas de pivô de uma matriz não-nula A formam uma ba- 
se do espaço-coluna de A. 


OBSERVAÇÃO Ао final da Seção 7.5 apresentamos uma prova levemente enfadonha do teorema do 
posto (Teorema 7.5.1). O Teorema 7.6.3 agora fornece uma maneira mais simples de provar aquele 
resultado. Basta observar que o número de colunas de pivô de uma matriz não-nula A é igual ao nú- 
mero de pivôs numa forma escalonada por linhas, que é igual ao número de linhas não-nulas naque- 
la forma escalonada por linhas. Assim, o Teorema 7.6.3 e a parte (c) do Teorema 7.3.7 implicam que 
o espaço-coluna e o espaço-linha têm as mesmas dimensões. 


Agora dispomos de todo o aparato matemático necessário para resolver o segundo problema de ba- 
se colocado no início desta seção. 


Algoritmo 1 Se W éo subespaço de А" gerado por S = (v,, V» . . . , v,), então o seguinte procedimen- 
to extrai do conjunto $ uma base do espaço W e também expressa os vetores de S que não estão na ba- 
se como uma combinação linear dos vetores da base. 


Passo 1. Forme a matriz А que tem v,, V, . . . , V, como vetores-coluna sucessivos. 


Passo 2. Reduza A à forma escalonada por linhas U e identifique as colunas com os pivôs para deter- 
minar as colunas de pivô de A. 


Passo 3. Extraia as colunas de pivô de A para obter uma base de W. Se for conveniente, reescreva es- 
ses vetores de base em forma de ênupla. 


Passo 4. Se for desejado, expresse os vetores de S que não estão na base como combinação linear 
dos vetores da base e então continue reduzindo U à forma escalonada reduzida por linhas 
RdeA. 


Passo 5. Expresse cada vetor-coluna de R que não contém pivô como combinação linear dos veto- 
res-coluna precedentes que contém pivós (isso pode ser feito sem fazer contas). Substitua 
os vetores-coluna nessas combinacóes lineares pelos vetores-coluna correspondentes de A 
para obter as equagóes que expressam os vetores-coluna de A que náo estáo na base como 
combinação linear dos vetores da base. 


EXEMPLO 2 Seja Wo subespaço de R que é gerado pelos vetores 
Fato ute w=(1,-2,0,3), w=(2,-5,-3,6), v,=(0,1,3,0) 
Base de um 
Conjunto de v,= (2,-1,4,—7), у; = (5, —8, 1, 2) 


Vetoes Geradores (a) Encontre um subconjunto desses vetores que forme uma base de W. 


(b) Expresse os vetores de S = (V,, У„ V3, V} Vs) que não estejam na base de (а) como combinação li- 
near dos vetores da base. 


Solução (a) Começamos criando uma matriz cujo espaço-coluna é W. Uma tal matriz é 
I 2 0 2 з 
-2 —5 1-1 -8 
Ае o. X o^ 3 


f d To T 


Y а "s YM Y 


Para encontrar as colunas de pivó, reduzimos A á forma escalonada por linhas U usando eliminagáo gaus- 
siana. Deixamos a cargo do leitor confirmar que assim obtemos 


E x 0 2 5 
U= 0 l -1 -3 2 
0 0 0 1 1 
D 0 0: 0 0 


Seção 76 + “Teorema do Pivô e suas Consenôências 371 


Os pivôs ocorrem nas colunas 1, 2e 4, de modo que os vetores da base de W (expressos em forma de ênupla) são 
v0.20, 1,=0,5,3,0. = 0,-1,4,-7) 


Solução (b) Para esse problema, convém levar A até a forma escalonada reduzida por linhas. Deixa- 
mos a cargo do leitor continuar a redução de U e confirmar que a forma escalonada reduzida por linhas. 
de A é dada por 


ase-co 


555550 
aro... 


onde indicamos os vetores-coluna de R por y, vj, vi, v4 e v 4 Nosso objetivo é expressar v, e v, como 
combinação linear de v, v, e v, Contudo, sabemos que as operações elementares sobre as linhas não al- 
teram as relações de dependência entre os vetores-coluna. Assim, se soubermos expressar ү, e v; como 
combinação linear de v;, Y, e v, então essas mesmas combinações valem para os vetores-coluna corres- 
pondentes de A. Olhado para R vemos que 


MA e ANN 


Assim, segue que 
$»-m-* е вете 


OBSERVAÇÃO Рага encontrar uma base do espaço-linha de uma matriz que consista em vetores-linha de 
A, podemos aplicar o Algoritmo 1 da seguinte maneira: Transponha A, identifique as colunas de pivô de 
A” por redução à forma escalonada por linhas e então transponha essas colunas de pivô para obter os veto- 
res-linha de A que formem uma base do espaco-linha de A. 


Já vimos como encontrar bases de trés dos quatro espaços fundamentais de uma matriz A, usando a redu- 
são da matriz à forma escalonada por linhas U ou à forma escalonada reduzida por linhas R: 


1. As linhas não-nulas de U formam uma base de lin(A). 
2. As colunas de U com pivôs identificam as colunas de pivô de A c estas formam uma base de col(A). 


З, Assoluções canônicas de Ax = 0 formam uma base de nuc(A) e essas soluções são facilmente ob- 
tidas a partir do sistema Rx = 0. 


Uma base de nuc(A") pode ser obtida usando a redução por linhas de A” para resolver A'x = 0. Contudo, 
seria desejável dispor de um algoritmo para encontrar uma base de nuc(A") usando a redução por linhas de 
A, porque então teríamos um procedimento comum para produzir bases de todos os quatro espaços funda- 
mentais de A, Vejamos como isso pode ser feito. 

Seja A uma matriz mx n de posto k. Queremos encontrar uma base de muc(A”) usando operações ele- 
amentares sobre as linhas de A. Lembre que а dimensão de nuc(A”) € т — k (número de linhas menos pos- 
10), de modo que se k = т, então nuc(A^) é o subespaço nulo de К”, que não possui base. Em vista disso, 
vamos passar a supor que k < т. Com essa hipótese, podemos estar certos que qualquer forma escalonada 
por linhas de A tem pelo menos uma linha nula (рог quê?). Aqui temos um procedimento (que será justi- 
ficado no final desta seção): 


| algoritmo 2 Se А é uma matriz m x n de posto ke se < m, então o procedimento seguinte produz 

uma base de nuc(A") por meio de operações elementares sobre as linhas de A. 

Passo 1. Junte a matriz identidade 1, de tamanho m x т ao lado direito de A para criar a matriz sub- 
dividida [A | 1.1. 

Passo 2, Aplique operações elementares sobre as linhas de [A | /, ] até A estar reduzida à forma esca- 
lonada por linhas U e seja [U | E] a matriz subdividida resultante. 
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EXEMPLO 3 
Uma Base 

de nuc(A”) Usando 
Redução por 
Linhas de A 


FATORAÇÃO 
COLUNA-LINHA 


Passo 3. Volte a subdividir [U | E] separando por uma linha horizontal as linhas nulas de U. Assim 
obtemos uma matriz da forma 


onde indicamos os tamanhos dos blocos. 
Passo 4. Os vetores-linha de E, formam uma base de nuc(A"). 


Aqui temos um exemplo. 


No Exemplo 1 encontramos uma base do espaço-coluna da matriz 
1-3 4-2 S 4 
2-6 9-1 8 2 
2-6 9-19 7 
-1 3-4 2 -5 -4 


Aplique o Algoritmo 2 para encontrar uma base de nuc(A”) usando redução por linhas. 


Solução Мо Exemplo 1 vimos que А tem posto 3, de modo que sem fazer contas sabemos que nuc(A”) 
tem dimensão 1 (número de linhas menos posto). Seguindo os passos do algoritmo obtemos 


153 4-2 5 41 0 0 0 


6 9-1 8 210 1 O0 
a E ө по о m 40) F 
=1 34 2-5 440 0 0 i 
1-3 4-2 5 411 0 00 
0 0 132=62 1 0 0 
WEB a 0 0 0 х sho т gj 
0 0 Uy б 0.0001 01 


0 0 0 0 0 ото @ 1 


Conforme antecipamos, a matriz E, tem somente um vetor-linha, a saber 
wz[1 0 0 1] 


Esse vetor é uma base de пис(А”). Como sabemos que nuc(A^) e col(A) sáo complementos ortogonais, o 
vetor w deveria ser ortogonal aos vetores da base de col(A) obtidos no Exemplo 1. Deixamos a cargo do 
leitor confirmar que isso realmente ocorre, mostrando que w * с, = 0, w · с, = 0e w c, = 0. L| 


PROBLEMA CONCEITUAL Os Exemplos 1 e 3 fornecem bases para col(A) e пис(А”). Use a matriz do Pas- 
so 3 acima para encontrar bases de lin(A) e nuc(A). 


Vimos que as colunas de pivô de uma matriz A formam uma base do espaço-coluna de A (Teorema 7.6.3) 
e que as linhas não-nulas de qualquer forma escalonada por linhas de A formam uma base do espaço-linha 
de A (Teorema 7.3.7). O próximo belíssimo teorema mostra que cada matriz não-nula A pode ser fatorada 
num produto de duas matrizes, o primeiro fator consistindo das colunas de pivô de A e o segundo consis- 
tindo nas linhas não-nulas da forma escalonada reduzida por linhas de A. 


EXEMPLO 4 
Fatoração 
Coluna-Linha 


EXPANSÃO 
COLUNA-LINHA 
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Teorema 7.6.4 (Fatoracáo Coluna-Linha) Se A é uma matriz não-nula m x n de posto k, então A 
pode ser fatorada como 


A=CR (1) 


onde C é a matriz m X К cujos vetores-coluna são as colunas de pivô de A e R é a matriz kX n cujos ve- 
tores-linha são as linhas não-nulas da forma escalonada reduzida por linhas de A. 


Prova Сото no Algoritmo 2, juntamos a matriz identidade /,, de tamanho m x т ao lado direito de A e 
aplicamos operações elementares sobre as linhas à matriz [A | 1,] até A ficar na forma escalonada reduzi- 
da por linhas R,. Se a matriz subdividida resultante é [R, | E], então E é o produto das matrizes que efetua- 
ram as operações elementares, de modo que 


EA=R, (2) 
Subdividindo R, e E” como 


o=[5] e E!=[C|D] 


onde a matriz R consiste nos vetores náo-nulos de A, a matriz C consiste nos k primeiros vetores-coluna 
de E e a matriz D consiste nas m — k últimas colunas de E. Assim, podemos reescrever (2) como 


A- к =1с|р1[0] =ск+ро=ск (3) 
Resta mostrar que as colunas sucessivas de C são as sucessivas colunas de pivô de A. Para isso, suponha 
que as colunas de pivô de A (e portanto de R,) tenham números de posição de coluna 

Crd; 


Um momento de reflexão deveria tornar evidente que os vetores-coluna de R nessas posições são os veto- 
res unitários canônicos 


8,6 «+ €, 


de R*. Assim (3) implica que a j-ésima coluna de pivô de A é Ce, que é a j-ésima coluna de C. п 


A forma escalonada reduzida por linhas da matriz 


1 2 8 
A= | =1 -5 
2 5 19 


102 
К= |0 1 3 
000 


(verifique), de modo que A tem a fatoração coluna-linha dada por 


1 2 8 1 2 102 
=| oce oepeb + 013 п 
2 ш 2 5 
A E R 


Sabemos da regra coluna-linha da multiplicação matricial (Teorema 3.8.1) que um produto matricial po- 
de ser expresso como a soma dos produtos externos das colunas do primeiro fator vezes as linhas cor- 
respondentes do segundo fator. Aplicando isso a (1) obtemos o resultado seguinte. 
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EXEMPLO 5 
Expansão 
Coluna-Linha 


Exercícios 7.6 


Teorema 7.6.5 (Expansão Coluna-Linha) Se A ё uma matriz não-nula de posto К, então A pode ser 
expressa como 


А = FO +... (4) 


onde с, €,,. . . с, são as sucessivas colunas de pivô de A егі, г,,.. . r, são os sucessivos vetores-linha 
da forma escalonada reduzida por linhas de A. 


A partir da fatoração coluna-linha para a matriz A obtida no Exemplo 4, a expansão coluna-linha corres- 
pondente de A é 


I 2 8 il 2 I 0 2 0 2 6 
-1 1 -S|=|-=1|0 0 2+|=1][0 1 3I=|=1 0 -2]+]0 -1 —3 


2 $ 19 2 5 2 0 4 0 5 15 


OPCIONAL Prova do Algoritmo 2 


Seja A uma matriz m x n de posto k, com k « m. Apliquemos operações elementares sobre as linhas de 
[A | Т] até A estar reduzida à forma escalonada por linhas U. As operações sobre as linhas que redu- 
ziram A a U podem ser efetuadas multiplicando A à esquerda por um produto E de matrizes elemen- 
tares convenientes. Assim, 

EA=U (5) 


onde E é invertível, pois é um produto de matrizes elementares, cada uma das quais é invertível. Multipli- 
cando [A |1,] à esquerda por E obtemos 


EIA | L] = [EA | ЕГ] = [U | E] 
Agora subdividimos a matriz [U | E] como 


I 
[U | E]= ЕЯ (6) 


onde V é a matriz k x n das linhas não-nulas de U. Agora segue de (5) e (6) que 


[s] =0= 4 [а= [85] 


e portanto temos E,A = 0. Olhando para as entradas de E,A como produtos escalares de vetores-linha de 
E, com vetores-coluna de A, vemos que a equação E,A = 0 implica que cada vetor-linha de E, é ortogonal 
a cada vetor-coluna de A. Isso coloca os vetores-linha de E, no complemento ortogonal de col(A), que é 
nuc(A”). Assim, resta mostrar que os vetores-linha de E, formam uma base de nuc(A as Mostremos primei- 
ro que os vetores-linha de E, são linearmente independentes. Como E é invertível, seus vetores-linha são 
linearmente independentes pelo Teorema 7.4.4 e isso implica que os vetores-linha de E, são linearmente 
independentes, pois formam um subconjunto dos vetores-linha de E. Além disso, existem m — k vetores- 
linha em E, e a dimensão de nuc(A") também é m — К, de modo que os vetores-linha de E, formam uma ba- 
se de nuc(A”) pelo Teorema 7.2.6. = 


Nos Exercícios 1 até 6, encontre uma base do espaço-coluna de A que lh 
consista em vetores-coluna de A e encontre uma base para o espaço-li- 3. А = 21 
nha que consista em vetores-linha de A. -13 


1-3 2 2 I1 
0 3S & ÉS 
sa-l 23.2 4 À 
SO gs 
2 9 245 
i э 2 
2 8 100-6 
3.9 1 8 
asas oa: „в 
1 3 2 1 
412 11 


Nos Exercícios 7 até 10, encontre um subconjunto dos vetores dados 
que forme uma base do espaco gerado pelos vetores e expresse cada um 
dos demais vetores como uma combinação linear dos vetores de base. 


7. vı = (1,2, -1, 1), № = (4, 0, —6, 2), 


va = (1,10, —11, 3) 


8. vi = (1,0,1,1), vz = (—3,3,7, 1), уз = (-1,3,9,3) 


va = (55,3, 5, —1) 
9. vi = (1, —2, 0,3), v2 = (2, —4, 0, б), v3 = (1, 1,2, 0) 
va = (0, —1,2, 3) 


vı = (1, —1,5,2), v; = (-2,3, 1,0), уз = (4, —5, 9, 4), 
v4 = (0,4, 2, —3), vs = (—7, 18, 2, —8) 


10. 


Nos Exercícios 11 e 12, use o Algoritmo 2 para encontrar uma base 
de nuc(A”). 


11. A matriz do Exercício 2. 


12. A matriz do Exercício 3. 


Nos Exercícios 13 e 14, encontre as bases dos quatro espaços funda- | 


mentais de A. 


Discussáo e Descoberta 


D1. (a) Se A é uma matriz 3 x 5, então o número de pivôs numa forma 
escalonada por linhas de A é no máximo 
ro de parámetros de uma solução geral de Ax = 0 é no máximo 

, O posto de A é no máximo , O posto 
de A” é no máximo e a nulidade de A” é no máxi- 
mo З 

Se A é uma matriz 5 х 3, então o número de pivôs numa forma 

escalonada por linhas de A é no máximo , O núme- 

ro de parâmetros de uma solução geral de Ax = 0 é no máximo 
, O posto de A é no máximo , O posto 
e a nulidade de A” é no máxi- 


, O núme- 


(b) 


de A” é no máximo 
mo И 
(c) Se A é uma matriz 4 x 4, então o número de pivôs numa forma 


escalonada por linhas de A é no máximo , O núme- 
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1-1 2 3 
age Y 1 
4-3 5 5 
0-1 3 7 
à 2 X й 
mad 4 PE 
а 1 6 Tus 
72 0 


15. A seguir estão dadas uma matriz А, sua forma escalonada reduzida 
por linhas R e a forma escalonada reduzida por linhas C de sua 


transposta: 
4 16 8 8 1400 
0 0 5 15 0010 
A-|0 00 4|, к= 0001 
0 03 9 0000 
L 4% 2 0000 
100014 
6898 5-0 
c= 5 
00100 
00000 


(a) Encontre uma base de col(A) consistindo em vetores-coluna de A. 
(b) Encontre uma base de lin(A) consistindo em vetores-linha de A. 
(c) Encontre uma base de nuc(A). 

(d) Encontre uma base de nuc(A”). 


Nos Exercícios 16 e 17, encontre a fatoração coluna-linha e a expan- 
sáo coluna-linha da matriz. 


pd id = 2 
16. |2 -3 —1 17. S E. E 
4 © d B 

0 6 -10 —10 


ro de parámetros de uma solução geral de Ax = 0 é no máximo 
, 0 posto de A é no máximo , O posto 
de A” é no máximo e a nulidade de A” é no máxi- 

mo 
(d) Se A é uma matriz т хп, então o número de pivôs numa forma 
escalonada por linhas de A é no máximo 
ro de parámetros de uma solução geral de Ax = 0 é no máximo 
, O posto de A é no máximo , O posto 


de A” é no máximo 


, O núme- 


e a nulidade de A” é no máxi- 
mo 


D2. Diga em palavras o que são as colunas de pivô de uma matriz. En- 
contre as colunas de pivô da matriz 
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90-2071 04, 5еаА = a, a, a, а, а, uma matiz 5x 5 cuja forma escalonada 
a=[2 4-0 6m ninii poe hana 
2405 6-5 + 1040 
D3, Sem fazer contas, encontre uma base de пос") sabendo que а ma- оиса 
triz dada abaixo é о resultado de efetuar operações elementares so- 00012 
bre as linhas da matriz [А | Is] мё A ficar em forma escalonada por оо о о о 
ты. 0 0 0 0 0 


1-3 4-2 $ 413 1 0 0 т (4) Encontre um subconjunto de S= [a, а, 8, & 8] que forme 
0 0 1 3-2-6i-5 2 0 0 0 uma base de сод). 
оо о о 1 $10 3-42 2 (0) Express cada vetor de 5 que não está na base como uma com- 
оо о о о 0/4 о 1-4 5 каралаш 
9 0 о о о 010 1 0 о 1 
Usando Recursos Computacionais 
TI. Considere os vetores (a) Use o Algoritmo 1 para encontrar um subconjunto dos vetores- 
v =(1,2,4,6,11,8,-14,0,2,2) coluna de A que forme uma base do espaço-coluna de A e ex- 
v¿=G3.1.-1,7,9,13,-12,8,6,-30) presse cada vetoroluna de А que não esteja na base como 
155,7, 5,31, 59, 0,8, 10,-26) combinação lincar dos vetores da base. 
v.2(5,0.-6,20,7,3,-10, 16, 10,-62) (6) Aplicando o Algoritmo 1 a A, encontre um subconjunto dos 
Use o Algoritmo 1 para encontrar um subconjunto desses vetores vetores linha de A que forme uma base do espaço-linha de A с 
que forme uma base de gel, Y Y». Y) e expresse os vetores que expresse cada vetorinha de A que não esteja na base como 
não estão na base como combinação linear dos vetores da base. combinação linear dos vetores da base. 
TA. Considere a matriz (6) Use o Algoritmo 2 para encontrar uma base do espaço nulo da 
matriz A. 
3 * £5 
26 0-6 
Wy lI 
ый = 
TEF 
42 10 


Seção 7.7 Teorema da Projeção e 
suas Consequências 


Neste capítulo, já estudamos trés teoremas que são fundamentais no estudo de R": o teorema da dimensão, o 
teorema do posto e o teorema do pivô. Nesta seção, acrescentaremos um quarto resultado a essa lista de teore- 
таз fundamentais. 


Nas Seções 6.1 e 6.2 já discutimos projeções ortogonais sobre retas pela origem de Rº е sobre os planos 
coordenados de sistemas de coordenadas retangulares em R’. Nesta seção, estaremos interessados по pro- 
blema mais geral de definir e calcular projeções ortogonais sobre subespaços de A". Para motivar as de- 
finições apropriadas, vamos rever as projeções ortogonais sobre retas pela origem de К: de um ponto de 
vista alternativo. 

Lembre que, pela Fórmula (21) da Seção 6.1, а matriz canónica Р, da projeção ortogonal de Rº so- 
bre a reta pela origem que faz um ângulo 8 com o eixo x positivo de um sistema de coordenadas retangu- 
lares xy pode ser expressa por 

coto senócos 
жабомё sen? 


Pr а) 
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Figura 7.7.1 


EXEMPLO 1 
Projeção 
Ortogonal sobre 
uma Reta pela 
Origem de к 


Figura 7.7.2 


PROJEÇÕES 
ORTOGONAIS 
SOBRE RETAS 
PELA ORIGEM 

EMP” 


Agora seja a um vetor náo-nulo em А? e vejamos como calcular a projeção ortogonal de um vetor x sobre 
a reta W = ger(a) sem precisar calcular Ө explicitamente. 

A Figura 7.7.1 sugere que o vetor x pode ser expresso por 

x=x,+x, 0) 
onde x, é a projeção ortogonal de х sobre W e 

X,zX-X 
éa projeção ortogonal de x sobre a reta pela origem que é perpendicualr a W. O vetor x, é algum múltiplo es- 
calar de a, digamos, 

x, = ka (3) 
e o vetor X, = X — х, = X — ka é ortogonal a a, de modo que temos 

(x— ka): a=0 
que pode ser reescrito como 

х'а- Ка · а) =0 
Resolvendo ет k e substituindo em (3) obtemos 


x-a x-a (4) 


х = —a = — a 
а.а llall? 


que é a fórmula para a projeção ortogonal de x sobre a reta ger(a) em termos de a e de x. É usual denotar 
X, por proj,x e expressar a Fórmula (4) como 
" x'a 
proj,x = lap? (5 
O próximo exemplo mostra que essa fórmula é consistente com a Fórmula (1). 
Use a Fórmula (5) para obter a matriz canônica P, da projeção ortogonal de R? sobre a reta W pela origem 


que faz um ángulo 0 com o eixo x positivo de um sistema de coordenadas retangulares xy. 


Solução О vetor u = (cos, sen6) é um vetor unitário ao longo de W (Figura 7.7.2), de modo que usan- 
do esse vetor como o vetor a na Fórmula (5) e o fato de ||u|| = 1, obtemos 


proj,x- (x • u)u 
Em particular, as projeções ortogonais dos vetores unitários canónicos e, = (1, 0) e e, — (0, 1) sobre a reta são 


proj,ei = (ез • u)u = (cos8)u = (cos? Ө, cos sen Ө) = (cos? Ө, sen Ө cos O 
proj,e» = (e, • u)u = (sen 9)u = (sen 8 cos, sen? 0) 


Expressando esses vetores em forma de coluna fornece a matriz canónica 


A F cos?9  senÓcos 
P; = [proj,e, proj,e;] = бон uei 


que é consistente com a Fórmula (1). = 


O próximo teorema, que estende a Fórmula (2) ao R”, é o fundamento da definição de projeção ortogonal 
sobre retas pela origem de R” (Figura 7.7.3). 


Teorema 7.7.1 Sea é um vetor não-nulo em К”, então qualquer vetor x em К" pode ser expresso de 
maneira única como 
xzX X (6) 


onde x, é um múltiplo escalar de a e x, é ortogonal a a (e portanto a x,). Os vetores x, e x, são dados 
pelas fórmulas 


x E^ e X X—X x E Я 
= 2=X—X =X- 
llall? lal? 


Xi 


Q9) 
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X, a 


x, ^ componente vetorial 
de x ao longo de a 
X; = componente vetorial 
de x ortogonal a a 


Figura 7.7.3 


EXEMPLO 2 
Calculando 
Componentes 
Vetoriais 


Prova A prova consiste em duas partes, uma de existéncia e outra de unicidade. A parte de existéncia é 
mostrar que efetivamente existem os vetores x, e x, que satisfazem (6) e são tais que x, é um múltiplo es- 
calar de a e x, é ortogonal a a; a parte de unicidade é mostrar que se x, e x; é um segundo par de vetores 
que satisfaz essas condições, então necessariamente x, = х, € x; =X. 

Para a parte de existência, mostremos que os vetores x, e x, de (7) satisfazem as condições requeri- 
das. É óbvio que x, é um múltiplo escalar de a e que vale (6), de modo que passamos a provar que х, é or- 
togonal a a, ou seja, que x, * a = 0. A conta é a seguinte: 


x-a xa 

X;:a—(x—-x)):a— (х- a) а= (к-а) – (aca) = 
Para a parte de unicidade, suponha que х possa ser escrito também como x = x; + х,, onde х, é um múl- 
tiplo escalar de a e x; é ortogonal a a. Então 

Xi X) — X, + 
e portanto 

xı =x =X —X (8) 
Como x; e x, são ambos múltiplos escalares de a, a diferença desses vetores também é e podemos reescre- 
ver (8) na forma 

ka-x х (9) 


Além disso, como x; e x, são ortogonais a a, a diferença desses vetores também é ortogonal e portanto se- 
gue de (9) que 


ka:a=k(a-:a)=0 (10) 
Mas а.а = llall? 4 0, já que estamos supondo a # 0, de modo que (10) implica que k = 0. Assim, (9) 
implica que x, = x; e agora (8), por sua vez, implica que x; = xj, provando o teorema. ГЫ 


No caso especial em que а e x são vetores em R”, a fórmula para x, em (7) coincide com a Fórmula 
(5) para a projeção ortogonal de x sobre ger(a) e isso sugere que usemos a Fórmula (7) para definir as pro- 
jeções ortogonais sobre retas pela origem em К^. 


Definição 7.7.2 Se a é um vetor não-nulo em R” e se x é um vetor qualquer em К", então a projeção 
ortogonal de x sobre ger(a) é denotada por proj,x e definida por 


proj,x a1) 


"ap" 


O vetor proj,x também é denominado componente vetorial de x ao longo de a e o vetor x — proj,x é de- 
nominado componente vetorial de x ortogonal a a. 


Sejam x = (2, -1, 3) e a = (4, -1, 2). Encontre os componentes vetoriais de x ao longo de a e ortogonal a a. 


Solução Como 

x а= (2)(4) + (—1)(—1) + (3)02) = 15 (12) 
е 

lal? = а.а = 42 +(—1)?+2? = 21 (13) 


segue de (7) e (11) que o componente vetorial de x ao longo de a é 


х = proj,x = net 2(4,-1,2) 2 (2, -$, 2) 
i a us prd c x rad 
ж =х—рюх = @, -1,3 - (8,4, 9) =(2$,-3, 4) 
Para conferir, o leitor pode verificar que x, e x, são ortogonais e que X= X, + х,. = 


Às vezes estaremos interessados no comprimento do vetor proj,x sem precisar conhecer o próprio 
vetor. Uma fórmula para esse comprimento pode ser deduzida de (11) escrevendo 


EXEMPLO 3 
Calculando o 
Comprimento de 
uma Projeção 
Ortogonal 


OPERADORES DE 
PROJEÇÃO EM R^ 
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Ix - al 
Па? 


xa 
IIproj,xl| = [ты llall 
a lall? 


que simplifica como 


llprojax!l = (14) 


Use a Fórmula (14) para calcular o comprimento de proj,x para os vetores a e x do Exemplo 2. 
Solução Usando os resultados de (12) e (13), obtemos 
рюх = М! „ 1231. 25. 
ОЧЕРЕТ Ты О ХО 


Deixamos a cargo do leitor verificar esse resultado calculando diretamente a norma do vetor proj,x obti- 
do no Exemplo 2. 


Como o vetor x da Definição 7.7.2 é arbitrário, podemos usar a Fórmula (11) para definir um operador 
T : R" — R" por 


А х.а 
T(x) = ргој,х = lap (15) 


que denominamos projecáo ortogonal de R" sobre ger(a). Deixamos como um exercício mostrar que is- 
so define um operador linear. O próximo teorema fornece uma fórmula para a matriz canónica de T. 


Teorema 7.7.3 Sea é um vetor não-nulo em К" e se а é expresso em forma de coluna, então a matriz 
canônica do operador linear T(x) = proj,x é d 


Б wn 


Р = a 


Essa matriz é simétrica е tem posto 1. 


Prova Os vetores-coluna da matriz canônica de uma transformação linear são as imagens dos vetores da 
base canónica pela transformação. Assim, denotando a j-ésima entrada de a por a, vemos que a j-ésima 
coluna de P é dada por 

pra a; 


i e 
T(e;) = proj,e; = lap? = Taj? 


Portanto, subdividindo P em vetores-coluna, dá 


а a An 1 
p= a al... а | = [аа | аза |--- | ana] 
(> lal? jo] Пар O? 
1 NEN 
= mph [а |- 1а] = Qa 


provando (16). Finalmente, a matriz aa” é simétrica e tem posto 1 (Teorema 7.4.7), de modo que P, sendo 
um múltiplo escalar não-nulo de aa”, também é simétrica e tem posto 1. ш 


PROBLEMA CONCEITUAL Explique geometricamente por que é de se esperar que a matriz canónica da 
projeção T(x) = ргој,х tenha posto 1. 

Deixamos como um exercício mostrar que a matriz P na Fórmula (16) não é alterada se trocamos 
a por um múltiplo escalar não-nulo de a. Isso significa que P está determinado pela reta sobre a qual 


projeta e não pelo particular vetor da base a que é usado para gerar a reta. Em particular, podemos usar 
um vetor unitário и ao longo da reta, caso em que uu = ||u||? = 1 e a fórmula para P simplifica para 


P=uu” (17) 
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Canônica de 
uma Projeção 
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Assim, mostramos que a matriz canônica da projeção ortogonal de R" sobre uma reta pela origem pode 
ser obtida encontrando um vetor unitário ao longo da reta e tomando o produto externo daquele vetor 
consigo mesmo. 


Use a Fórmula (17) para obter a matriz canônica P, da projeção ortogonal de R° sobre a reta W pela origem 
que faz um ângulo 0 com o eixo x positivo de um sistema de coordenadas retangulares xy. 


Solução Como и = (cos Ө, ѕепб) é um vetor unitário ao longo da reta, escrevemos esse vetor em forma 
de coluna e aplicamos a Fórmula (17) para obter 


2 
Qr [050 _[ cos 8  sen6cos 
== ыр, seal =| „соге sen? à ue 
Essa é a mesma matriz que já foi obtida no Exemplo 1. п 


(a) Encontre a matriz canônica P da projeção ortogonal de R’ sobre a reta gerada pelo vetor а = (1, —4, 2). 
(b) Use a matriz para encontrar a projeção ortogonal do vetor x = (2, —1, 3) sobre a reta gerada por a. 
(c) Mostre que P tem posto 1 e interprete esse resultado geometricamente. 

Solução (a) Expressando a em forma de coluna obtemos 


1 1 1-4 2 
aa=[1 -4 2]|-4|221 e aa =|-4|[1 -4 2]-|-4 16 -8 
2 2 2-8 4 


Assim, segue de (16) que a matriz canônica P da projeção ortogonal é 


d dt 4 

1 1-4 2 21 21 21 

= zs 16 8 
Р= = -4 16 -8|- -$ "Mes (19) 

2-8 4 ® f £ 

п “a 2 


[Teríamos obtido o mesmo resultado normalizando а e aplicando a Fórmula (17) usando о vetor normali- 
zado u.] Observe que P é simétrica, como deve ser. 


Solução (b) A projeção ortogonal de x sobre a reta gerada por a é o produto Px com x em forma de 
coluna. Assim, 


projx = Рх = 


Blu ja Xj- 


li 
| 
em malz aja 


Bjo Plz Pje 
I 

Pla Ple Bjo 
| 
МА 


Solução (с) А matriz Рет (19) tem posto 1 pois a segunda e terceira colunas são múltiplos escalares da 
primeira. Isso nos diz que o espaço-coluna de P é unidimensional, o que faz sentido porque o espaço-coluna 
é a imagem do operador representado por P e sabemos que esta imagem é uma reta pela origem. п 


Passamos agora ao problema de definir e calcular projeções ortogonais sobre subespaços arbitrários de R”. 
A seguinte generalização do Teorema 7.7.1 é o primeiro passo nessa direção. 


Teorema 7.7.4 (Teorema da Projeção para Subespaços) Se W é um subespaço de К", então cada 
vetor x em К" pode ser expresso de uma única maneira como 


X=X,+xX, 
onde x, está em W e x, está em W`. 


(20) 


Prova Deixamos o caso W = (0) como exercício e passamos a supor que W + (0) е, portanto, que W tem 
uma base. Seja (w,, W» . - - , w,) uma base de We forme a matriz M que tem esses vetores como colunas 
sucessivas. Isso torna W o espaço-coluna de M e № o espaço nulo de М". Assim, a prova estará completa 
se mostrarmos que cada vetor x em R” pode ser expresso de uma única maneira como 


X, = projyx 


X;2X-X, 


Figura 7.7.4 


= projy.x 


EXEMPLO 6 
Projeção 
Ortogonal 

de R’ sobre 

um Plano 

pela Origem 


Seção 7.7 + Teorema da Projeção e suas Conseqüéncias 381 


X=X,+xX 
onde x, está no espago-coluna de Me Mx, = 0. Contudo, dizer que x, está no espaço-coluna de M é equivalen- 
te a dizer que x, = Mv para algum vetor v em R' e dizer que M” x, = 0 é equivalente a dizer que M” (x — x,) = 0. 
Assim, se mostrarmos que a equação 

M'(x-Mv)=0 (21) 
tem uma única solução para v, então x, = Mv e x, = х – х, serão vetores determinados de maneira única pe- 
las propriedades desejadas. Para conseguir isso, reescrevemos (21) como 

M'Mv=M'x (22) 
A matriz M nessa equação tem posto-coluna máximo, pois seus vetores-coluna são linearmente indepen- 
dentes. Assim, segue do Teorema 7.5.10 que M'M é invertível, de modo que (22) tem a solução única 

у= (М'М) "Mx (23) 

ш 

No caso especial ет que W é uma reta pela origem de А", os vetores x, е x, desse teorema são os 
mesmos que os do Teorema 7.7.1. Isso sugere que é possível definir o vetor x, em (20) como a projeção 
ortogonal de x sobre W. Veremos adiante que o vetor x, é a projeção ortogonal de x sobre W`. Vamos de- 
notar esses vetores por X, = proj,X e X, = proj, x, respectivamente (Figura 7.7.4). Assim, a Fórmula (20) 
pode ser expressa por 


х = proj,x + proj, х (24) 


A prova do seguinte resultado segue da Fórmula (23) na prova do Teorema 7.7.4 e a relação x, = 
proj,x = Mv que foi estabelecida naquela prova. 


Teorema 7.7.5 Se W é um subespago não-nulo de К" e se М é uma matriz qualquer cujos vetores- 
coluna formam uma base de W, então 


proj,x = M(M'M) 'M'x (25) 


para cada vetor coluna x em К". 


A Fórmula (25) pode ser usada para definir o operador linear 

T(x) = proj,(x) = M(M'M) Mx (26) 
de А" cuja matriz canônica é 

P=MMMM (27) 


Denominamos esse operador projeção ortogonal de R” sobre W. 


OBSERVAÇÃO Quando trabalhamos com as Fórmulas (26) e (27) é importante lembrar que a matriz M não 
é única, pois seus vetores-coluna podem ser quaisquer vetores de base de W, ou seja, quaisquer que sejam os 
vetores de base que usarmos para construir M, sempre obteremos o mesmo operador T e a mesma matriz P. 


(a) Encontre a matriz canónica P da projegáo ortogonal de К sobre o plano x — 4y + 22 = 0. 
(b) Use a matriz P para encontrar a projeção ortogonal do vetor x = (1, 0, 4) sobre o plano. 


Solução (a) Primeiro vamos encontrar uma base do plano, depois criar a matriz M com os vetores de ba- 
se como colunas, e então usar (27) para obter P. Para encontrar uma base para o plano, olhamos para a 
equação x — 4y + 2z = 0 como um sistema linear de uma equação a três incógnitas e encontramos uma ba- 
se de seu espaço-solução. Resolvendo a equação para sua variável líder x e usando valores arbitrários pa- 
ra as variáveis livres, obtemos a solução geral 
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х 4t, — 21 4 -2 
y|= th =п|1|+ь| 0 
z t 0 1 


Os dois vetores-coluna do lado direito formam uma base do espaço-solução, de modo que tomamos a ma- 
triz M como sendo 


4 -2 
M=|1 0 
0. 1 
Assim, 
4 -2 5 8 
410 17 - 2 2 
TM — = TM)! = 
ЕЕЕ E HH 
0. q и 21 
e portanto 
20 4 2 
4 -2|Ls s aro à 2i TH 
E a 2 
P=MMMyM=|1 0 d. ds E 0 = 115 à (28) 
0 1 21 21 КЕ, 3. 17 
и à 2 
Solução (b) A projeção ortogonal de x sobre o plano x — 4y + 2z = 0 é Px com x expresso em forma de 


colunas. Assim, 


20 3 A 12 4 

21 21 21 1 21 7 

= 4 5 8 = as. I iz 
Px-| по ma axa||?|7|2|7|7 
22. 8 7||4 66 2 

п à 21 21 7 


Se preferirmos, isso pode ser reescrito em forma de ênuplas como Рх = (+, 2, 22), para combinar com 
a notagáo de énupla que foi usada originalmente para x. Para conferir, o leitor pode verificar que Px está 
no plano x — 4y + 22 = 0 e que x ~ Px é ortogonal a Px. = 


Passamos, agora, ao problema de determinar quais propriedades que uma matriz P de tamanho n x n deve 
ter para representar uma projeção ortogonal sobre um subespaço k-dimensional W de R”. Algumas das pro- 
priedades são evidentes. Por exemplo, sendo W de dimensão k, o espaço-coluna de P deve ser de dimen- 
são k e P deve ter posto igual a k. Também sabemos por (27) que se M é uma matriz n x k qualquer tal que 
seus vetores-coluna formam uma base de W, então 


Р" = (MMM) MY = MM'My'M' =P 
e, portanto, P deve ser simétrica. Além disso, 
Р? = (М(М'МУ'М”) = (MMM) M^) 
=MMM (M MIM MM = М(М'Му'М' = Р 
e, portanto, Р deve ser igual ао seu quadrado. Isso faz sentido intuitivamente, pois uma projeção orto- 


gonal de R” sobre W deixa os vetores de W inalterados. Em particular, deixa Px inalterado para cada x 
de R”, de modo que 

P'x = P(Px) = Рх 
e isso significa que P^ = P. 

Uma matriz que é igual ao seu quadrado é denominada idempotente. Assim, mostramos que a ma- 
triz canônica de uma projeção ortogonal de R” sobre um subespago k-dimensional tem posto k, é simétri- 
ca e idempotente. Nos exercícios, pedimos ao leitor mostrar que a recíproca também é verdadeira, e por- 
tanto estabelecemos o teorema seguinte. 
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EXEMPLO 7 
Propriedades 
de Projeções 

Ortogonais 


EXEMPLO 8 
Identificando 
Projeções 
Ortogonais 


DIAGRAMAS 
DE STRANG 


Teorema 7.7.6 Uma matriz P de tamanho n x n é a matriz canónica de uma projeção ortogonal de 
R" sobre um subespaço k-dimensional de К" se, e somente se, P é simétrica, idempotente e tem posto k. 
O subespaço W é o espaço-coluna de P. 


No Exemplo 5, mostramos que a matriz canónica P dada em (19) da projeção ortogonal de № sobre a re- 
ta gerada pelo vetor a — (1, -4, 2) tem posto 1, o que é consistente com o fato de uma reta ser unidimensio- 
nal. De acordo com o Teorema 7.7.6, a matriz de P é simétrica (verifique) e é idempotente, pois 


] d 2 L 4 2 1 4 2 
йи A 2 “a 2 a CH 1 
oque ы ЖИ A A A E ES 
P=l-3 à 21 a a CARA aa! Ж a | =P a 
2 4 4 2 4 4 2 É 4 
21 72 21 оо 21 2 “a 2 
Mostre que 
Аж 


Io Sis ое 
wola ela sol 
ola ola ol 


é a matriz canônica de uma projeção ortogonal de R° sobre uma reta pela origem e encontre a reta. 


Solução Deixamos a cargo do leitor confirmar que A é simétrica, idempotente e de posto 1. Assim, 
segue do Teorema 7.7.6 que A representa uma projegáo ortogonal de R* sobre uma reta pela origem. 
Essa reta é o espago-coluna de A e, como os segundo e terceiro vetores-coluna de A são múltiplos es- 
calares do primeiro, podemos tomar o primeiro vetor-coluna de A como uma base da reta. Além dis- 
so, como qualquer múltiplo escalar desse vetor-coluna é também uma base da reta, podemos perfei- 
tamente multiplicar todos componentes por 9. Assim, a reta pode ser expressa em forma de ênupla co- 
mo o espaço gerado pelo vetor a = (1, 2, 2) ou pode ser expressa parametricamente em coordenadas 
xyz como 


x=t,y=2t,2=2t = 


A Fórmula (24) é útil no estudo de sistemas lineares. Para ver por que, seja А uma matriz m X n, de modo 
que Ах = b é um sistema linear de т equações a n incógnitas. Como x está em R”, podemos aplicar a Fór- 
mula (24) a x com W = lin(A) e W` = nuc(A) para expressar x como a soma das duas parcelas ortogonais 


X = Xina) Хъл) (29) 
onde хл, 6 a projeção ortogonal de x sobre o espaço-linha de A e X.a) É a projeção ortogonal de x sobre 


o espaço nulo de A. Analogamente, como b está em R”, podemos aplicar a Fórmula (24) a b com 
W = col(A) e W^ = nuc(A") para expressar b como a soma das duas parcelas ortogonais 


b = bona + Bauan (30) 


onde boxa É a projeção ortogonal de b sobre o espaço-coluna de A e Б, É a projeção ortogonal de b so- 
bre o espaço nulo de A”. As decomposições em (29) e (30) podem ser visualizadas como na Figura 7.7.5, 
na qual representamos os espaços fundamentais de A como segmentos de reta perpendiculares. Denomi- 
namos esses diagramas de diagramas de Strang * 

A representação, num diagrama de Strang, dos espaços fundamentais por retas é somente figura- 
tiva e não pretende sugerir que esses espaços sejam unidimensionais. O que sabemos com certeza é que 


dim(lin(A)) + dim(nuc(A)) = п (31) 
dim(col(A)) + dim(nuc(A^) = m (32) 


Tomamos a liberdade de associar a este tipo de diagrama o nome de Gilbert Strang, atualmente professor do MIT, que popularizou es- 


ses diagramas numa série de artigos de divulgação. Nesses artigos, Strang usou retângulos em vez de segmentos de reta para represen- 
tar os espaços fundamentais, mas a idéia é essencialmente a mesma. 
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nuc(A) col(A) 


Хаа) х 


lin(A) nuc(A”) 


к" Xiin(A) baa) R” 
Figura 7.7.5 
nuc(A) col(A) 
Ax=b 
Xnuc(A) x b = booa) 


(consistente) 


E mm lin(A) nuc(A") к" 


Diagrama de Strang para um sistema linear consistente 


nucc(A) col(A) 


(inconsistente) 


lin(A) nuc(A”) 
R" Xiin(A) брус АТ) к" 


Diagrama de Strang para um sistema linear inconsistente 


Figura 7.7.6 


[ver (5) na Seção 7.5]. Também sabemos do Teorema 3.5.5 que o sistema Ax = b é consistente se, e somen- 
te se, b está no espaço-coluna de A, ou seja, se, e somente se, „д = 0 em (30). Isso é ilustrado no dia- 
grama de Strang da Figura 7.7.6. 
POSTO-COLUNA  O próximo teorema fornece uma visão mais profunda do papel que o posto-coluna máximo desempenha 
MÁXIMO E no estudo de sistemas lineares. 

CONSISTÊNCIA DE 

SISTEMA LINEAR | Teorema 7.7.7 Sejam A uma matriz m хп e b um vetor no espaço-coluna de A. 
(a) Se А tem posto-coluna máximo, então o sistema Ax = b tem uma única solução e essa solu- 

ção está no espaço-linha de A. 


(b) Se A não tem posto-coluna máximo, então o sistema Ax = b tem uma infinidade de soluções 
mas tem uma única solução no espaço-linha de A. Além disso, dentre todas as soluções do 
sistema, a solução no espaço-linha de A tem a menor norma. 


Prova Se А tem posto-coluna máximo, segue pelo Teorema 7.5.6 que o sistema Ax = b ou é inconsisten- 
te ou tem solução única. Mas b está no espaço-coluna de A, portanto, o sistema é consistente (Teorema 
3.5.5) e, portanto, tem solução única. Se A não tem posto-coluna máximo, então o Teorema 7.5.6 implica 
que Ax = 0 tem uma infinidade de soluções e portanto Ax = b tem uma infinidade de soluções pelo Teore- 
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ma 3.5.2 e pela consistência de Ax = b. Em cada caso, se x é uma solução, então o Teorema 7.7.4 implica 
que x pode ser repartido na soma de duas parcelas ortogonais 


X = Xina) + Жл) (33) 
onde Xixa) está em lin(A) e Xa está em nuc(A). Assim, 
b = Ax = A(Xin(a) + Xnucta)) = АХА) + АХпос(а) = AXinqa) + 0 = Ахил) (34) 


о que mostra que х, é uma solução do sistema Ax = b. No caso em que A tem posto-coluna máximo, es- 
sa é a única solugáo do sistema [provando a parte (a)] e no caso em que A náo tem posto-coluna máximo, 
mostra que existe pelo menos uma solução no espaço-linha de A. Para ver que nesse caso essa é a única 
solução no espaço-linha de A, suponhamos que x, e x; sejam duas tais soluções. Então 


A(x, —xj)) = Ax, - Ax, =b-b=0 
que implica que x, — x/ está em nuc(A). Contudo, x, — x/ também está em lin(A) = nuc(A)”, de modo que 
a parte (a) do Teorema 7.3.4 implica que x, — x, = (e, portanto, que x, = х;. Assim, existe uma única 


solução de Ax = b no espaço-linha de A. Finalmente, se (33) é uma solução qualquer do sistema, então pe- 
lo Teorema de Pitágoras (Teorema 1.2.11) temos 


lixll = y Xina IP? + хосс IP? > [tinca 


о que mostra que a solução x,,,,,, no espaço-linha de A tem norma mínima. п 


Esse teorema é ilustrado pelo diagrama de Strang da Figura 7.7.7. A parte (a) da figura ilustra o ca- 
so em que A é uma matriz т х п com posto-coluna máximo e Ax = b é consistente. Nesse caso, temos 
nuc(A) = (0), de modo que a reta vertical representando o espaço nulo de A colapsa num ponto e x =X, x) 
é a única solução do sistema. A parte (b) da figura ilustra o caso em que o sistema é consistente mas А não 
tem posto-coluna máximo. Nesse caso, se х, „у а solução do sistema que está no espaço-linha de A e se 
w é um vetor qualquer do espaço nulo de A então 


X = Xiin(a) + W 
também é uma solugáo do sistema, pois 
AX' = AXjn(a) + Aw=b+0=b 


Assim, as soluções de Ax = b são representadas por pontos numa reta vertical por X; paralela ao “ei- 
xo” de nuc(A). 


col(A) 


R" 0 X = Xina) к" 


Uma infinidade de soluções 


lin(A) nuca) —— — — — — —H— 


к" Xiinça) R 
Figura 7.7.7 
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O TEOREMA DA 
PERPENDICULAR 
DUPLA 


PROJEÇÕES 
ORTOGONAIS 
SOBRE W 


EXEMPLO 9 
Projeção 
Ortogonal 

sobre um 
Complemento 
Ortogonal 


No Teorema 7.3.4 afirmamos sem provar que se W é um subespaço де А", então (И) = W. Embora esse 
resultado possa parecer um tanto técnico, ele é importante porque estabelece que complementos ortogo- 
nais ocorrem aos pares, no sentido que cada um dos espaços W e Ў é o complemento ortogonal do outro. 
Assim, por exemplo, sabendo que o espaço nulo de uma matriz é o complemento ortogonal do espaço-li- 
nha, automaticamente implica que o espaço-linha é o complemento ortogonal do espaço nulo. 

Agora temos todas as ferramentas matemáticas para provar esse resultado. 


Teorema 7.7.8 (Teorema da Perpendicular Dupla) Se W é um subespaço de К", então quy zW. 


Prova А estratégia da prova é mostrar que cada vetor em W está em (W*) e, reciprocamente, que cada 
vetor em (W^) está em W. Em notacáo de conjuntos, mostraremos que W C (We que (W^) C W, com 
isso provando que W = (W^). 


Seja w um vetor qualquer de W. Por definição, W* consiste em todos os vetores que são ortogonais 
a cada vetor de W. Assim, cada vetor em W" é ortogonal а w e isso implica que w está em (W*)”. Recipro- 
camente, seja w um vetor qualquer em (W”)”. Segue do teorema da projeção (Teorema 7.7.4) que w pode 
ser escrito de maneira única como 


W=W+W, 


onde w, é um vetor em W e w, é um vetor em W”. Para mostrar que w é um vetor em W, basta mostra que 
w = 0 (e com isso w = w,, que sabemos estar em W). Observe que w, é ortogonal a w, portanto 


w'w=0 
o que implica que 

(w, + w,)+(w, + w,) =0 
Contudo, w, é ortogonal а w, (por quê?), de modo que essa equação simplifica para w, * w, = 0, im- 
plicando que w, = 0. п 


Dado um subespaço W de R”, a matriz canónica da projeção ortogonal proj,, x pode ser calculada de duas 
maneiras: ou aplicamos a Fórmula (26) tomando os vetores-coluna de M como os vetores de base de W", 
ou usamos o fato de x = proj,X + proj,,.x para escrever proj,,.x em termos de proj,,x como 


projy.x = x — projux = Ix — Px = (1 — P)x (35) 


Agora segue de (27) e (35) que a matriz canónica de proj,.x pode ser expressa em termos da matriz canó- 
nica P de proj,x como 


1-P=1-M(MM)'M” (36) 
onde os vetores-coluna de M formam uma base de W. 


No Exemplo 6 mostramos que a matriz canónica da projeção ortogonal de R° sobre o plano x — 4y + 2z= 0 é 


УБ Sje мр» 


~ 
І 

Ы Bla 2/8 

je Blu Pla 


Nesse caso, o complemento ortogonal do plano é uma reta pela origem que é perpendicular ao plano dado, ou 
seja, a reta gerada pelo vetor a = (1, 4, 2). Segue de (36) que a projeção ortogonal de R° sobre essa reta é 


20 4 2 1 4 2 
100 21 Dv Sa ar» “a 21 

= 4 - 4 
I-P-|o:0|-| 4 & dl=|-à É 
001 2 8 17 2. 16 4 
a л Ж a “a 21 


Observe que isso é consistente com o resultado obtido no Exemplo 5 usando o Teorema 7.7.3. п 


Nos Exercícios 1 e 2, encontre a projeção ortogonal de x sobre ger(a), 
primeiro usando a Fórmula (5) e depois encontrando e usando a matriz 
canônica da projeção. 


1. x= (—1,6), a = (1,2) 2. x= (2,3), a=(-2,5) 


Nos Exercícios 3 e 4, encontre a projeção ortogonal de x sobre a reta I, 
primeiro usando a Fórmula (5) e depois encontrando e usando a matriz 
canônica da projeção. 


3. x=(1,0; h 2x-y=0 


4. x = (—3, 2); l: х + 3у = 0 


Nos Exercícios 5 até 8, encontre os componentes vetoriais de x ао lon- 
go de a e ortogonal a a. 


5. х= (1,1,1), a = (0,2, —1) 
6. х = (2,0, 1), a = (1,2,3) 
7. x= (2,1,1,2), a = (4, -4,2, —2) 


8. х = (5,0, 3,7, a = (2, 1, —1, —1) 
Nos Exercícios 9 até 12, use a Fórmula (14) para encontrar o compri- 


mento da projeção ortogonal de x sobre a reta gerada por a sem encon- 
trar a própria projeção ortogonal. 


9. x= (1, —2, 4), a = (2,3,6) 
. x = (4, —5, 1), a = (2,2,4) 
11. x = (2,3, 1, 5), а = (—4, 2, —2, 3) 


12. x = (5, —3,7, 1), a = (7, 1,0, —1) 


Nos Exercícios 13 e 14, encontre a matriz canônica da projeção orto- 
gonal de R° sobre ger{a} e confirme que a matriz é simétrica, idempo- 
tente e tem posto 1, de acordo com o Teorema 7.7.6. 


L e 


13. a = (-1,5,2) 14. a = (7, -2,2) 


Nos Exercícios 15 e 16, encontre a matriz canônica da projeção orto- 
gonal de R° sobre ger(a,, а,} e confirme que a matriz é simétrica, 
idempotente e de posto 2, de acordo com o Teorema 7.7.6. 


15. 8| = [ER -4, 1), a = (2, 0, 3) 
16. a; = (1, -2,5), а = (4, -2,3) 


Nos Exercícios 17 e 18, encontre, sem fazer contas, a matriz canónica 


da projeção ortogonal de R° sobre o plano dado. Verifique sua respos- 
ta encontrando uma base do plano e aplicando a Fórmula (27). 


17. O plano xz. 18. O plano yz. 
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Nos Exercícios 19 e 20, encontre a matriz canónica da projeção orto- 
gonal de А sobre o plano dado e então use esta matriz para encontrar 
a projegáo ortogonal de y = (2, 4, —1) sobre o plano. 


19. O plano de equação x + y +z = 0. 
20. O plano de equação 2x — y + 3z = 0. 
Nos Exercícios 21 e 22, é dado um conjunto de vetores linearmente 


dependentes de R*. Encontre a matriz canónica da projeção ortogonal 
de К“ sobre o subespaço gerado por esses vetores. 


21. a; = (4, —6, 2, —4), a; = (2, —3, 1, —2), 
а; = a, 0, -2, 5), a = (5, —6, 0, 1) 


22. a; = (5, 23,1, –1), a; = (3, —6,0,9), 
аз = (8, —9, 1, 8), as = (1, —2, 0, 3) 


Nos Exercícios 23 e 24, encontre a projeção ortogonal de v sobre o es- 
paço-solução do sistema Ax = 0. 


E: 21001: 10 
23. v-&62n2:4-[; 21 | 
I ЧЛ 
24. v = (1,1,2,3);А=|1 1 - 
1-5 3 0 


Nos Exercícios 25 e 26, use a forma escalonada reduzida por linhas de 
A para ajudar a encontrar as matrizes canônicas das projeções ortogo- 
nais de А sobre o espaço-linha e o espaço-coluna de A. 


Nos Exercícios 27 e 28, mostre que Ax = b é consistente e encontre a 


1 1-1 -1 
25. А= |1 0 1 3 

3 2 -W 1 

1" 4 5 6 9 

3-2 1 4-1 
= -1 0-1 -2 -1 


solução x, que está no espago-linha de A. [Sugestáo: Se x é uma solu- 


ção qualquer, então Xin = ргој, „дух (Figura 7.7.7).] 


1 2-1 2 0 
27.A=| 3 1 0 S|[;bz|-1 
-1 3-2 -1 1 
3 0 2 =1 4 
28. А= |1 4 1 2|; ъ= |0 
4-8 2 -6 8 
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Nos Exercícios 29 e 30, encontre a matriz canônica da projeção orto- 
gonal de R’ sobre o complemento ortogonal do plano indicado. 


29. O plano do Exercício 19. 


Discussáo e Descoberta 


D1. (a) O posto da matriz canónica da projeção ortogonal de R” sobre 
uma reta pela origem é e sobre seu complemento 
ortogonal é 

(b) Sen 22, então o posto da matriz canónica da projeção ortogo- 
nal de R” sobre um plano pela origem é e sobre 
seu complemento ortogonal é 


D2. Quais são as propriedades que deve ter uma matriz Р de tamanho 5 


X 5 para ser a projeção ortogonal de R* sobre algum subespaço tri- 
dimensional de R^? 


D3. Se a é um vetor não-nulo em R” e x é um vetor qualquer de R”, o 
que representa o número 


| |х.а|? 
= 2 ——— 
q lxil Ta 


geometricamente? 


D4. Se P é a matriz canónica da projeção ortogonal de R” sobre um su- 
bespago W, o que pode ser dito sobre a matriz P^? 


DS. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 

sua resposta. 

(a) Se Wé um subespaço де А", então proj,u é ortogonal a proj „.u 
para cada vetor u de R”. 

(b) Uma matriz P de tamanho n X n que satisfaz a equação P* = P é 
a matriz canônica de uma projeção sobre algum subespaço de А". 

(c) Se x é uma solução do sistema linear Ax = b então proj,, „х É 
também uma solução. 


Trabalhando com Provas 
P1. Prove que a Fórmula (15) define um operador linear de R”. 


P2. Prove que multiplicando a por um escalar não-nulo não afeta a ma- 
triz P em (16). 


P3. Seja P uma matriz simétrica n X n que é idempotente e tem pos- 


Usando Recursos Computacionais 


TL (Matriz canónica de uma projegáo ortogonal) A maioria das ferramen- 
tas computacionais náo tem um comando especial para calcular proje- 
ções ortogonais, sendo necessário usar uma combinação de comandos. 
Uma maneira de encontrar a matriz canônica da projeção ortogonal so- 
bre um subespaço W gerado por um conjunto de vetores (v,, Ya, +... Va} 
é primeiro encontrar uma base de W, depois criar uma matriz A que te- 
nha os vetores de base como colunas e então usar a Fórmula (27). 


(a) Encontre a matriz canônica da projeção ortogonal de R^ sobre 
o subespaço W gerado por 


30. O plano do Exercício 20. 


31. Encontre a projeção ortogonal do vetor v = (1, 1, 1, 1) sobre o com- 
plemento ortogonal do subespaço de R“ gerado por v, = (1, —2, 3,0) 
ew=(3,4,-1,2). 


(d) Se P € a matriz canónica de uma projeção de R” sobre algum 
subespaço de W, então 1 — P é idempotente. 

(e) Se Ax = b é um sistema linear inconsistente, então também Ax 
= proj „b é um sistema linear inconsistente. 


D6. Se W é um subespaço de R”, o que pode ser dito sobre (W^)^)? 


D7. Encontre uma matriz 3 X 3 simétrica de posto 1 que não é a matriz 
canônica de uma projeção ortogonal. 


D8. Seja А uma matriz n X n com vetores-linha linearmente indepen- 
dentes. Encontre a matriz canônica da projeção ortogonal de R” so- 
bre o espaço-linha de A. 


D9. Quais são os possíveis autovalores de uma matriz n X n idempotente? 


DIO. (Usa Cálculo) Para as matrizes dadas, confirme que o sistema linear 
Ах = b é consistente e encontre a solução que está no espaço-linha 
usando Cálculo para minimizar o comprimento de um vetor-solugáo x 
arbitrário. Confira sua resposta usando uma projegáo ortogonal apro- 
priada. [Sugestdo: As contas são simplificadas minimizando ||х{! em 
vez de ||x||.) 


D11. Seja R a matriz formada pelas linhas não-nulas da forma escalonada 
reduzida por linhas de uma matriz não-nula А e seja С a transposta de 
R. O que representa a matriz G(G'G) 'G”? Explique seu raciocínio. 


to k. Prove que P é a matriz canônica de uma projeção ortogonal 
sobre algum subespago k-dimensional W de К^. [Sugestão: O su- 
bespaço W é o espaço-coluna de P. Como qualquer vetor x de A" 
pode ser escrito como x = Px + (1 — P)x,prove que Р(1— Р)х = 
0. Para terminar a prova, mostre que (1 — P)x está em W* e use 
o Teorema 7.7.4 e a Fórmula (24).] 


vi = (1,2, 3, -4), v; = (2,3, -4, 1), 
v; = (2, —5, 8, —3), v, = (5, 26, —9, —12), 
vs = (3, —4, 1,2). 


(b) Use a matriz obtida em (a) para encontrar proj,x, onde x = 
(1,0, –3, 7). 
(c) Encontre proj,,.x para o vetor da parte (b) 


T2. Confirme que o seguinte sistema linear é consistente e encontre a 
solução que está no espaço-linha da matriz de coeficientes. 


12x, + 14x; — 15x; + 23x, + 27x5 = 5 
16x, + 18x; — 22x3 + 29x: + 37x5 = 8 
18x, + 20x, — 21x; + 32x, + 41x, = 9 
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T3. (SCS) Use a Fórmula (16) para calcular a matriz canônica da 
projeção ortogonal de А sobre a reta gerada pelo vetor não-nulo 
a=(a, a, a,) e então confirme que a matriz resultante tem as 
propriedades enunciadas no Teorema 7.7.6. 


10x, + 12x; — 16x3 + 20x. + 23x5 = 4 


PROBLEMAS DE 
DISTÂNCIA MÍNIMA 
b 
0 
w 
$ LA 


Ў está mais perto de b do que 
qualquer outro vetor w em W. 


Figura 7.8.1 


EXEMPLO 1 
Distáncia de um 
Ponto aum 
Plano em R’ 


Figura 7.8.2 


Seção 7.8 Melhor Aproximação e 


Mínimos Quadrados 


O problema de encontrar a projeção ortogonal de um vetor sobre um subespaço de R" está estreitamente relacionado 
ao problema de encontrar a distância entre um ponto e um subespaço. Nesta seção, exploraremos essa relação e dis- 
cutiremos suas aplicações a sistemas lineares. 


Aqui estamos interessados no problema seguinte. 


O Problema da Distância Mínima em R° Dados um subespaço W e um vetor b em R”, encontre um ve- 


tor ет W que esteja mais próximo de b, ou seja, tal que ||b — || < ||b — w|| para qualquer vetor w em 
W distinto de &. Um tal vetor, se existir, é denominado melhor aproximação de b por W (Figura 7.8.1). 


Para motivar um método de resolver o problema da distância mínima, vamos nos concentrar no к. 
Sabemos da Geometria que se b é um ponto de R'eWéum plano pela origem, então o ponto & em W que 
está mais próximo de b é obtido pelo pé da perpendicular de b a W, ou seja, W = projyb. Segue disso que 
a distância de b a W éd = ||b — projybl| ou, equivalentemente, d = ||projw b||, onde W` é a reta pela 
origem que é perpendicular a W (Figura 7.8.2). 


Use uma projeção ortogonal apropriada para encontrar uma fórmula para a distância d de um ponto (Xy Yo Zo) 
ao plano ax + bx + cz = 0. 


Solução Seja b = (Xy, Yo» Zo) e denotemos por W o plano dado. Seja / a reta pela origem que é perpendi- 
cular a W, ou seja, | é W`. A reta | é gerada pelo vetor normal п = (a, b, c) e, portanto, segue da Fórmula 
(14) da Seção 7.7 que 
In - b| 

Inl 


Substituindo os componentes de n e b nessa fórmula, obtemos 
Ia, b, с) + (хо, Yo, Zo)! _ laxo + byo + czol 


d = [|projyy. bl] = Iprojabll = 


d= 1 
la, b, o N PRO " 
Assim, por exemplo, a distância do ponto (—1, 5, 4) ao plano x - 2y + 32 20 é 
а = tbn +0] D+ D+ — 1 а 


-arera O VESES CH 


À luz do que foi visto, o seguinte teorema não deve ser surpreendente. 


Teorema 7.8.1 (Teorema da Melhor Aproximação) Se W é um subespaço de R" e b é um ponto em 
К", então existe uma única melhor aproximação de b por W, a saber, % = projwb. 


Prova Para cada vetor w em W podemos escrever 
b — w = (b — projwb) + (projb — w) 


As duas parcelas do lado direito dessa equação são ortogonais (já que a primeira está em W" e a segunda está 
em W, por ser uma diferença de vetores em W). Assim, podemos aplicar o Teorema de Pitágoras para escrever 


IIb — w|? = [Б — projwbI? + IIprojwb — wl 
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EXEMPLO 2 
Distáncia de um 
Ponto a um 
Hiperplano 


SOLU DE 
MÍNIMOS 
QUADRADOS DE 
SISTEMAS LINEARES 


ENCONTRANDO 
SOLUÇÕES DE 
MÍNIMOS 
QUADRADOS DE 
SISTEMAS LINEARES 


* Dimensão e Estrutura 


Se w * proj,b, então a segunda parcela do lado direito dessa equação é positiva e, portanto, 
llb — projybll? < IIb — ж]? 


Isso implica que ||b — projwb|| < ||b — w|| se w Æ projwb, o que significa que Y = projyb é a melhor 


aproximação de b por W. A prova da unicidade é deixada como exercício. п 
Motivados pela Figura 7.8.2, definimos a distância de um ponto b ao subespaço W em R” por 
а = ||b — projwbl| [Distância de b a W] (2) 


ou, equivalentemente, 


d=Iprojybll [Distância deba W] (3) 


O próximo exemplo estende o resultado de Exemplo 1 ao R”. 


Encontre uma fórmula para a distância d de um ponto b = (b,, b . . . , b,) em R” ao hiperplano a,x, + 


ах,...+ах„=0. 

Solução Denotemos o hiperplano por W. Esse hiperplano é o complemento ortogonal de а = (a,, a;, . . 
- y 4,), de modo que o Teorema 7.4.6 implica que W` = ger(a). Assim, a Fórmula (3) acima e a Fórmula 
(14) da Segáo 7.7 implicam que 


á А a -bi a,b; + azb +--+ + anb, 
d = Iprojy.bl = prior = FED] = [ibi tona rhal (4) 
* a? +a} +. +a? 
Com a mudança apropriada de notação, isso reduz à Fórmula (1) em R’. = 


Existem muitas aplicações nas quais um sistema linear Ax = b deveria ser consistente por motivos teóri- 
cos, mas falha por causa de erros de medição nas entradas de A ou de b. Em tais casos, um procedimento 
científico comum é procurar vetores que cheguem tão perto quanto possível de serem soluções, no senti- 
do de minimizar | — Ax||. Em vista disso, apresentamos a definição seguinte. 


Definição 7.8.2 Se A é uma matriz m x n e b é um vetor em R”, então um vetor € em R” é denomi- 
nado melhor solução aproximada ou solução de mínimos quadrados de Ax =b se 


lb – Аў < Iib — Ах (5) 


para qualquer х em А". О vetor b — АЎ é denominado о vetor-erro de mínimos quadrados e o escalar 
|lb — AX || é denominado erro de mínimos quadrados. 


OBSERVAÇÃO Рага entender a terminologia nessa definição, seja b — Ax = (е, €», . . . , €,). Os compo- 
nentes desse vetor podem ser interpretados como os erros que resultam nos componentes: individuais quan- 
do usamos x como solução aproximada. Como uma melhor aproximação minimiza 


lb — Ax] = (e - à 2) ^ (6) 


essa solução também minimiza e? + e + - - - + e}, que é a soma dos quadrados dos erros dos componen- 
tes, e portanto a expressão solução de mínimos quadrados. 


Nosso próximo objetivo é desenvolver um método para encontrar as soluções de mínimos quadrados de 
um sistema linear Ax = b de m equações a n incógnitas. Para começar, observe que Ax está no espaço-co- 
luna de A рага cada x em R”, de modo que ||b — Ах|| é minimizado se 


Ax = projuub (Q) 


(Figura 7.8.3). Como proj,,,.,,b é um vetor no espaço-coluna de A, o sistema (7) é consistente e suas solu- 
ções são as soluções de mínimos quadrados de Ax = b. Assim, estamos garantidos que qualquer sistema 
linear Ax = b tem pelo menos uma solução de mínimos quadrados. 
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Em termos práticos, raramente encontramos as soluções de mínimos quadrados resolvendo (7), pois 


lb-Axj essa equação pode ser reescrita de uma forma alternativa que elimina a necessidade de calcular a projeção 


AX 
col(A) Projcoa) b 


llb — Axil é minimizado 
se Ах = ргој. д) b. 


Figura 7.8.3 


ortogonal. Para ver como isso é feito, reescrevemos (7) como 


b-4x=b-proj „В (8) 
e multiplicamos ambos lados dessa equação por A” para obter 
А! (b — Ах) = A' (b - ргоў} Б) (9) 


Como o complemento ortogonal de col(A) é nuc(A”), segue da Fórmula (24) da Seção 7.7 que 
b - projesi b = proj,, b 
Isso implica que b — рго} „Б está no espaço nulo de A” e portanto que 
A' (b - proj.,,,b) =0 
Assim, (9) pode ser reescrita como A” (b — Ax) = 0 ou, alternativamente, como 
A'Ax = A'b (10) 


Essa é a equação normal ou o sistema normal associado a Ax = b. As equações individuais em (10) são 
denominadas equações normais associadas a Ax = b. Usando essa terminologia, o problema de encontrar 
soluções de mínimos quadrados de Ax = b foi reduzido a resolver exatamente o sistema normal associa- 
do. O próximo teorema fornece os fatos básicos sobre as soluções da equação normal. 


Teorema 7.8.3 
(a) As soluções de quadrados mínimos de um sistema linear Ax = b são as soluções exatas da 
equação normal 
A'Ax 2 A'b (11) 


(b) Se A tem posto-coluna máximo, então a equação normal tem uma única solução, a saber, 
& = (АГА) АГЬ (12) 


(с) Se А não tem posto-coluna máximo, então а equação normal possui uma infinidade de solu- 
ções, mas exatamente uma única que está no espaço-coluna de A. Além disso, dentre todas so- 
luções da equação normal, a solução no espaço-coluna de A tem a menor norma. 


Prova (a) Já sabemos que qualquer solução de mínimos quadrados de Ах = b satisfaz (11). Reciproca- 
mente, se x satisfaz (11), então esse vetor também satisfaz a equação 


A' (b- Ax) -0 


Isso implica que b — Ax é ortogonal aos vetores-linha de A'e, portanto, aos vetores-coluna de A. Segue 
disso que a equação 


b= Ах + (b - Ax) 


expressa b como a soma de um vetor em col(A) com um vetor ortogonal a col(A), o que implica que 
Ах = Projob pelo Teorema 7.7.4. Assim, x é uma solução de mínimos quadrados de Ax = b. 


Prova (b) Se A tem posto-coluna máximo, então o Teorema 7.5.10 implica que A”A é invertível, de mo- 
do que (12) é a única solução de (11). 


Prova (c) Se A não tem posto-coluna máximo, então АТА não é invertível (Teorema 7.5.10), portanto 
(11) é um sistema linear consistente cuja matriz de coeficientes não tem posto-coluna máximo. Nessas cir- 
cunstâncias, segue da parte (b) do Teorema 7.7.7 que (11) tem uma infinidade de soluções mas uma única 
solução no espaço-linha de A'A. Além disso, aquele teorema também afirma que a solução no espago-li- 
nha de A'A é a solução de menor norma. Contudo, o espaço-linha de AA é igual ao espago-linha de A 
(Teorema 7.5.8), portanto, provamos a última afirmação do teorema. = 


PROBLEMA CONCEITUAL Mostre que se А é invertível, então (12) simplifica para x = A 'b e explique por 
que isso era de se esperar. 
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EXEMPLO 3 
Soluções de 
Mínimos 
Quadrados 


PROPRIEDADE DE 
ORTOGONALIDADE 
DE VETORES-ERRO 
DE MÍNIMOS 
QUADRADOS 


Encontre as soluções de mínimos quadrados do sistema linear 


х— X2—4 
3x1 + 2x2 =1 
2x1 4x; = 3 


Solução O formato matricial do sistema é Ax = b, onde 


1 -1 4 
A= 3 2 e bz|1 
-2 4 3 


Como as colunas de A não são múltiplos escalares uma da outra, a matriz tem posto-coluna máximo. As- 
sim, segue do Teorema 7.8.3 que existe uma única solução de mínimos quadrados dada pela Fórmula (12), 
Deixamos a cargo do leitor confirmar que 


1 -1 

1 3-2 14 —3 
Т, 
4n =[ 4 2 A És 2|=[ | 


-1 21 3 
ТАНЫ -[ d 
-3 21 3. 44 

285 


285 
a 3 4 1 3 17 
zs mI[1 3-2 às 5 [1 9s 
A отат | 285 28$ —|285 285 P ess 
к) dh E 2 3] a -|$ ЧЫН 
285 285 3 285 285 285 


Assim, a solução de mínimos quadrados é 


= AL = 43 
Хї = о, X2 = Rs " 


Antes de passar ao próximo exemplo, é útil desenvolver algumas das propriedades dos vetores-erro de mí- 
nimos quadrados. Para isso, considere um sistema linear Ax = b e lembre que pela Fórmula (30) da Seção 
7.7 o vetor b pode ser escrito como 


b = projcoiça)P + PrOjnuc(ar)D 


do que segue que 
b — Ах = (ргој, „уб — AX) + PIOjpyc(47) D (13) 


Contudo, sabemos por (7) que x é uma solução de mínimos quadrados de Ax = b se, e somente se, 
PrOjcoa)b — Ax=0 


que, junto com (13), implica que X é uma solução de mínimos quadrados de Ax = b se, e somente se, 
b — AR = proj,,c(47)D (14) 


Isso mostra que qualquer solução de mínimos quadrados % de Ax = b tem o mesmo vetor-erro, a saber, 


vetor-erro de mínimos quadrados = b — AX = prOjpuc(41)D (15) 


Assim, o erro de mínimos quadrados pode ser expresso por 
erro de mínimos quadrados -||b — Аў | = Ilprojave(arbil (15) 


Além disso, como o vetor-erro de mínimos quadrados está em nuc(A 7) e como esse espaço é ortogonal a 
col(A), estabelecemos o resultado seguinte. 
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Teorema 7.8.4 Um vetor € é uma solução de mínimos quadrados de Ax = b se, e somente se, o ve- 
tor-erro b — AX é ortogonal ao espaço-coluna de A. 


EXEMPLO 4 Encontre as soluções de mínimos quadrados e os erros de mínimos quadrados do sistema linear 


Soluções de Зх + 2x0— m= 2 
Mínimos Quadrados 
eo Vetor-Erro x — 40 + 3хз =-2 


x + 10х;—7хз= 1 


Solução О formato matricial do sistema é Ах = b, onde 


3 2-1 2) 
А= |1 4 3 e b=|-2 
1 10 -7 1 


Como não é visualmente evidente se A tem, ou não tem, posto-coluna máximo (na realidade não tem), vamos 
simplesmente resolver o sistema normal associado A'Ax = A'b. Deixamos a cargo do leitor confirmar que 


1 1] -7 3 
АТА = | 12 120 -84| e A47b-| 22 
—7 —84 59 —15 


Assim, a matriz aumentada do sistema normal é 
il 2 m 5 
12 120 -84! 22 
-7 -84 59 1—15 


Deixamos a cargo do leitor confirmar que a forma escalonada reduzida por linhas dessa matriz é 


ки 
i-i 
о о 010 


x 22-1lt 
х= 12+ 
x=! 


Para conferir, vamos verificar que todas solugóes de mínimos quadrados produzem o mesmo vetor-erro de 
mínimos quadrados e o mesmo erro de mínimos quadrados. Inicialmente calculamos 


2 AA 1 i 

2 3 2-1||7-57t 2 6 6 

b- Ах = | – - — = | — E EE = 2 
x 2 1-4 3 Bài 2 3 3 

1 1 10 =7 1 H 5 

d é xo 


Como b — Ax não depende de t, todas soluções de mínimos quadrados produzem o mesmo vetor-erro. O 
erro de mínimos quadrados resultante é 


Ib — Ах = y (5) + (C3) + C$) = iv6 


Deixamos a cargo do leitor confirmar que o vetor-erro é ortogonal aos vetores-coluna da matriz 


3 2-1 
Az|1-4 3 
1 10 -7 


como afirma o Teorema 7.8.4. [| 
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DIAGRAMAS DE 
STRANG PARA 
PROBLEMAS DE 
MÍNIMOS 
QUADRADOS 


nuc(A) 


Figura 7.8.4 


AJUSTE DE 
CURVAS A DADOS 
EXPERIMENTAIS 


м 


х 


у=а+Ьх+сх? 


(b) 
Figura 7.8.5 (continua) 


O diagrama de Strang na Figura 7.8.4 ilustra algumas das idéias que estamos discutindo sobre solu- 
ções de mínimos quadrados de um sistema linear Ax = b. Nesta figura, repartimos b na soma de duas 
parcelas ortogonais como 


b = projem + рго} В 
As parcelas dessa soma tém significado nos problemas de mínimos quadrados porque sabemos de (7) que 
cada solugáo X de mínimos quadrados satisfaz 


AR = ргој, дур 
e de (15) que o vetor-erro é 
b — А = ргој, „сагу 


col(A) 


Projcoia) b 
"iip À 


nua”) ee) ИА) nuc(A7) 


O diagrama de Strang na Figura 7.8.4a ilustra o caso em que A nào tem posto-coluna máximo, quando exis- 
te uma infinidade de soluções de mínimos quadrados mas existe uma única solução de mínimos quadrados 
Sj; no espaço-linha de A, que é a solução de mínimos quadrados de menor norma. O diagrama de Strang 
na Figura 7.8.4b ilustra o caso em que A tem posto-coluna máximo, quando nuc(A) = (0), de modo que a 
reta vertical representando nuc(A) colapsa num ponto e Xii; é a única solução de mínimos quadrados. 


Um problema comum em trabalho experimental é obter uma relação matemática entre duas variáveis x e 
y pelo “ajuste” de uma curva y = f(x) de um formato especificado a um conjunto de pontos no plano que 
correspondem a valores de x e y determinados experimentalmente, digamos 


Qa уп), (0, Уз),..., (Хп, Yn) 


A curva у = f(x) é denominada um modelo matemático para os dados. Algumas vezes, o formato da fun- 
ção fé determinado por uma teoria física e algumas vezes pelo padrão exibido pelos dados. Por exemplo, 
a Figura 7.8.5 mostra alguns padrões de dados que sugerem modelos polinomiais. Uma vez decidido o for- 
mato da função, a idéia é determinar valores para os coeficientes que fazem com que o gráfico da função 
ajuste os dados da melhor maneira possível. Nesta seção, vamos nos ocupar exclusivamente com modelos 
polinomiais mas nos exercícios discutiremos alguns outros tipos de modelos matemáticos. 

Começamos com modelos lineares (polinômios de grau 1). Para isso, sejam x e y as variáveis dadas 
e suponha que exista evidência para sugerir que as variáveis estejam relacionadas por uma equação linear 

y=a+bx (17) 
onde a e b devem ser determinados a partir de dois ou mais pontos de dados 

(ху, у), Оо, Y2), + «++ (а, Yn) 


Se ocorrer que os dados caem exatamente numa reta, entáo as coordenadas de cada ponto satisfazem (17) 
e os coeficientes desconhecidos são uma solução do sistema linear 


yr=a+bx; 
p=a+bx, 

E (18) 
Yn = à + bx, 


Podemos escrever esse sistema em formato matricial como 
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» 1 XI у 
1 x|fa Y 
НИ Га (19) 
l x Yn 
х ou, mais compactamente, como 
Mv=y (20) 
yza*bx* cx) + d onde 
(c) 1 x Y 
Figura 7.8.5 1 x a Y 
Mz|. .|, v= xj ales Q1) 


1 


Xn Yn 


Se existirem erros na medição dos dados, então os pontos de dados em geral não estão sobre uma re- 
ta e o sistema (20) é inconsistente. Nesse caso, procuramos uma aproximação de mínimos quadrados aos 
valores de a e b resolvendo o sistema normal 


M'Mv=M'y 


A Álgebra Linear na História 


No dia 5 de outubro de 1991 a sonda espa- 
cial Magalhães penetrou na atmosfera de 
Vênus e passou a transmitir a temperatura Т 
em kelvins (K) em função da altitude h em 
quilômetros (km) até que deixou de trans- 
mitir a uma altitude de aproximadamente 
34 km acima da superfície do planeta. Des- 
contando o sinal errático inicial, os dados 
sugerem fortemente uma relação linear, de 
modo que foi feito um ajuste linear por mí- 
nimos quadrados na parte linear dos dados 
para obter a equação 


T = (737,5) - (8,125) h 


Tomando h = 0 nessa equação, estimou-se 
que a temperatura da superfície de Vênus 
em Т = 737,5 К. 


Temperatura da atmosfera 
de Vênus 


“Órbita da Magalhães: 3213 


100, 40 50 60 70 80 90 100 
Altitude A (km) 
Fonte: NASA 


(22) 


Se as coordenadas x dos pontos de dados não são todos iguais, então M tem posto 2 
(posto-coluna máximo) e o sistema normal tem uma única solução de mínimos quadrados 


у= (M' M) M'y (23) 


A reta y = a + bx que resulta dessa solução é denominada a reta de mínimos quadrados 
de melhor ajuste aos pontos de dados ou, alternativamente, a reta de regressão dos pon- 
tos de dados. Olhando para as equações em (18), vemos que essa reta minimiza 


S = [yı — (a +bx)P + [y2 — (a + bx) * Ds — (а + bx) (24) 
As diferenças em (24) são denominadas resíduos e, portanto, em palavras, a reta de mínimos 
quadrados de melhor ajuste minimiza a soma dos quadrados dos resíduos (Figura 7.8.6). 


EXEMPLO 5 Encontre a reta de mínimos quadrados de melhor ajuste aos quatro pon- 
tos (0, 1), (1, 3), (2, 4) e (3, 4). 


Solução О primeiro passo é usar os dados para construir as matrizes M e y em (21). Temos 


10 1 
- 3 
мү a € Nu; 
13 4 


Como as coordenadas x dos pontos de dados não são todos iguais, o sistema normal tem 
uma única solução e os coeficientes da reta de mínimos quadrados de melhor ajuste po- 
dem ser obtidos pela Fórmula (23). Deixamos a cargo do leitor confirmar que 


10 
7 3 
1| [4 6 — mons 
jl "EN Е d 
3 


1d ҮП 
Wei 
LES 1 2 3 
1 10 10 


Assim, aplicando a Fórmula (23) obtemos 


1 
7 3 3 
“PA sine o RA ®® ND EL 
2168 ар 
10 10 4 
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y 
у-у = Y (а + bx) 


(х, уз) l 
I 
| 
(х,у) 1 x 
х 
Figura 7.8.6 


Figura 7.8.7 


EXEMPLO 6 
Uma Aplicação 
de Mínimos 
Quadrados à 

Lei de Hooke 


Emm 


i 
= 
E 
=. 
+ 


Comprimento y 


= 
z 
Е 


Figura 7.8.8 


Assim, os valores aproximados de a e b são a = 1,5 е b = 1 e a reta de mínimos quadrados de melhor ajus- 
te aos dados é y = 1,5 + x. Essa reta e os pontos de dados estão mostrados na Figura 7.8.7. 


Solução Alternativa Nos exercícios o leitor é convidado a mostrar que usando (21) е (22), o sistema nor- 
mal pode ser expresso em termos das coordenadas dos pontos de dados como 


[n Ex Ey 
= oz] e» 
Ex ExpJUb Exiyi 
onde X indica que a expressão ao lado deve ser somada com і variando de 1 a л. Para os pontos de dados 
fornecidos temos 


Ex=n+tm+m+m=0+1+2+3=6 

Ex? =x} +x +х2+х2=0+1+4+9 = 14 

Ey = у + уз + уз + уа =1+3+4+4 = 12 

Exi yi = xiyi + хуз + Хзуз + хауа = (0)(1) + (1)(3) + (2)(4) + (3)(4) = 23 


de modo que por (25) o sistema normal é 
4 6][a 12 
= 26 
ls ll] s] ao 
Deixamos a cargo do leitor mostrar que a solução desse sistema é a = 1,5 e b = 1, como antes. п 


Segue pela lei de Hooke da Física que se um corpo de x unidades de peso é suspenso de uma mola (como na 
Figura 7.8.8) então, sob condições apropriadas, a mola é estendida para um comprimento y que está relaciona- 
do com x por uma equação linear y = a + bx. A constante a é denominada comprimento natural da mola, já que 
é o comprimento da mola sem peso pendurado. A constante k = 1/b é denominada rigidez da mola e, quanto 
maior a rigidez, menor o valor de b e, portanto, menor a distensão da mola sob um corpo de dado peso. 

A tabela a seguir mostra cinco medições para uma certa mola com pesos em newtons e comprimen- 
tos correspondentes em centímetros. Use uma reta de mínimos quadrados de melhor ajuste aos dados pa- 
ra estimar o comprimento natural da mola e sua rigidez. 


Solução Utilizaremos (25) para encontrar o sistema normal. Uma maneira conveniente de arranjar as 
contas é apresentada na tabela seguinte: 


Substituindo as somas em (25) obtemos o sistema normal 
5 21,0] fa] _ [ 45,2 
210 1210]|5] [2121 
Deixamos a cargo de leitor resolver o sistema e mostrar que, até a primeira casa decimal, a estimativa de 


mínimos quadrados do comprimento natural da mola é a — 6,2 cm e a estimativa de mínimos quadrados da 
rigidez da mola é k = 1/b = 1,5 N/cm. п 
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AJUSTE DE MÍNIMOS А técnica descrita para ajustar uma reta a dados generaliza facilmente para ajustar um polinômio de qual- 
QUADRADOS POR quer grau especificado a um conjunto de pontos de dados. Para ilustrar a idéia, suponha que queiramos en- 
POLINÓMIOS DE contrar um polinômio da forma 
GRAUS SUPERIORES y =a +aix +- + am” (27) 
cujo gráfico passe tão perto quanto possível dos n pontos de dados conhecidos 
Qn, Ya), Оо, Уз)... Xn Yn) 
Supomos que т é especificado e que os coeficientes a,, a,, . . . , a, devem ser determina- 
A Álg ebra Li r na Históri dos. Para o polinómio passar exatamente pelos pontos de dados, os coeficientes devem 


A técnica dos mínimos quadrados foi desen- 
volvida pelo matemático alemão Carl Frie- 
drich Gauss em 1795 (ver página 73). A utili- 
zação pública desse método foi, no mínimo, 
dramática. Em 1801 o astrônomo italiano 
Giuseppi Piazzi descobriu o asteróide Ceres e 
o acompanhou por 1/40 de sua órbita antes 
de seu desaparecimento nas proximidades 


satisfazer as n condições 
yi = ag аху +X? +- + amx 


уз = ао + üiX2 +axi+-+amy 


Yn = ар + ах, + ах? + -+ H AmA” 


do Sol. Usando três das observações de Piaz- que formam um sistema linear de n equações nas m + 1 incógnitas а, a;, . . . , a,,. Pode- 
zi e o método dos mínimos quadrados Gauss mos escrever esse sistema em formato matricial como 
computou toda a órbita, mas seus resulta- 2 x 
dos diferiram dramaticamente dos resulta- lx xi xr | [ao yı 
dos obtidos pelos mais importantes astrôno- iaa. | liar » 
mos da época. Para espanto de todos os ex- a 2 ЫЕ 
pertos, Ceres reapareceu um ano depois vir- E : 
tualmente na posição exata predita por 1 2 ... x" | |а, y 
Gauss. Esse feito conferiu a Gauss o reconhe- Xn Xs Xn ы * 
cimento instantáneo como o maior matemá- x 
tico europeu. ou, mais compactamente, como 
Му=у (28) 
onde 
Lomax xp а Y 
ins]! % S = ат, у= E , y=|2 
Lo SE зз x ат Yn (29) 
No caso especial em que т = n —1 e as coordenadas x dos dados são distintas, o Teorema 2.3.1 implica que 
existe um único polinômio de grau m que passa exatamente pelos pontos (o polinômio interpolador). Nes- 
se caso, (28) é consistente e tem uma única solução. Contudo, se m < n —1, em geral não é possível encon- 
trar uma curva da forma (27) cujo gráfico passe por todos os pontos. Quando isso ocorre, o sistema (28) é 
inconsistente e precisamos nos contentar com uma solução de mínimos quadrados. Como no caso linear, 
podemos encontrar as soluções de mínimos quadrados resolvendo o sistema normal 
M'Mv=M'y (30) 
Nos exercícios pedimos ao leitor mostrar que se m < n e pelo menos m + 1 das coordenadas x dos 
pontos de dados sáo distintas, entáo M tem posto-coluna total e (30) tem a solugáo única 
v=(MM) My (31) 
EXEMPLO 7 De acordo com a segunda lei do movimento de Newton, um corpo na proximidade da superfície da Terra 
Aplicação de cai verticalmente para baixo de acordo com a equação 
Mínimos Quadrados lesa 
A Segunda у= Yo + Vol + 381 (32) 
Lei do 
Movimento de Newton onde 


y=a coordenada do corpo relativamente à origem num eixo y vertical apontando para baixo (Figura 7.8.9) 
Yo = a coordenada do corpo no instante de tempo inicial t = 0 
vo = a velocidade escalar do corpo no instante de tempo inicial t = 0 
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Figura 7.8.10 


TEORIA E 
PRÁTICA 


Exercícios 7.8 


Nos Exercícios 1 e 2, encontre a solução de mínimos quadrados de 2 
Ax = b resolvendo o sistema normal associado e mostre que o vetor- | 2A=|1 1[|;b- 
erro de mínimos quadrados é ortogonal ao espago-coluna de A, como 3 E 


garante o Teorema 7.8.4. 


g = uma constante, denominada aceleração devido à gravidade* 


Se o deslocamento e velocidade escalar iniciais de um corpo em queda e o valor local de g devem ser de- 
terminados experimentalmente fazendo medições do deslocamento do corpo em vários instantes de tem- 
po, encontre as estimativas de mínimos quadrados de y, у, e g a partir dos dados da tabela seguinte: 


Solução O primeiro passo é usar os dados para construir as matrizes M, v e y de (29). Fazendo os ajus- 
tes apropriados na notação das entradas, obtemos 


R 


: 1 0,10 001 y -0,18 
i55 1 020 004 Yo » 0,31 
м= |16 2|= |1 030 009 |, v=| w], y=|»|=| 10 
Tu" 1 040 0,16 lg Ya 2,48 
1 0,50 025 ys 3,73 
l h B 


5 15 1053 Yo 7,37 
1,5 0,5 0,225 % | = | 3,21 
0,55 0,225 0,0979 3 g 1,4326 


e também deixamos a cargo do leitor resolver esse sistema e mostrar que, até a segunda casa decimal, as 
aproximações de mínimos quadrados de y,, Vo, € g são 
Yo = —0,40, vw=035, g=32,14 


Os cinco pontos de dados e o gráfico da equação Y = уо + vof + 112 estão mostrados na Figura 7.8.10. ш 


Muitas vezes temos procedimentos que funcionam corretamente na teoria mas que falham na prática, em ge- 
ral devido a erros de arredondamento nos cálculos. Por exemplo, pode ser mostrado que se existirem leves er- 
ros nas entradas de uma matriz 4, então esses erros tendem a aumentar e se transformar em grandes erros nas 
entradas de A”A. Isso tem um efeito sobre os problemas de mínimos quadrados, porque a equação normal 
A'Ax = A'b tende a ser sensível demais a erros de arredondamento para ter qualquer utilidade nos sistemas de 
grande porte que ocorrem tipicamente nas aplicações do mundo real. Por isso, vários algoritmos foram cria- 


3. Para as matrizes do Exercício 1, encontre рго] „Б e confirme que 
2 a solução de mínimos quadrados satisfaz a Equação (7). 


ж 4. Para as matrizes do Exercício 2, encontre рго} „„} e confirme que 
a solução de mínimos quadrados satisfaz a Equação (7). 


* Embora a aceleração devido à gravidade seja usualmente tomada como sendo igual a 9,8 m /s* ou 32,2 pés/s” nos livros de Física ou 


Engenharia, o formato elíptico da Terra e outros fatores causam variações nessa constante que a tornam dependente da latitude e da al- 
titude. Valores locais apropriados de g tem sido determinados experimentalmente e compilados por vários órgãos internacionais para 
referência científica. No exemplo, utilizamos o valor convencional de 32,2 pés/s* para g e portanto medimos as distâncias y em pés, 
lembrando que um pé mede, aproximadamente, 30,5 cm. 
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| Nos Exercícios 5 até 8, encontre todas soluções de mínimos qua- 
drados de Ах = b e confirme que todas soluções têm o mesmo ve- 
tor-erro e portanto o mesmo erro de mínimos quadrados. Calcule o 
erro de mínimos quadrado. — 


Nos Exercícios 9 е 10, encontre a reta у = а + bx de mínimos quadra- 
dos de melhor ajuste aos pontos dados. Mostre que o resultado obtido 
é razoável, traçando o gráfico da reta e dos pontos de dados no mesmo 
sistema de coordenadas. 


DI. (s) A distância em А do ponto P, = ( 
И со ponto do plano que está mais próximo de P, 
(b) A distância em Rº do ponto b = (1, 2, 0, -1) ao hiperplano x, 
=1,421,-21,20€ o ponto do hiperplano que 
está mais próximo de bé 
D2. Sejam A uma matriz m X n com vetores-coluna linearmente inde- 
pendentes eb um veto-coluna em R”. Emuncie uma fórmula em ter- 
mos de Ac A' para: 
(a) o vetor no espago-coluna de A que está mais perto de b. 
(b) a solução de mínimos quadrados de Ax = b; 
(6) o vetorerro de mínimos quadrados; 
(4) o emo de mínimos quadrados; 
(©) a matriz canônica da projeção ortogonal de & sobre o espago- 
coluna de 4. 
Da, Existe algum valor de tal que x, = 1 ex, = 2 seja а solução de mí 
nimos quadrados do sistema linear abaixo? 
n- asl 
aul 
d+, 


Trabalhando com Provas 


PL. Prove: Se А tem vetoes-coluna linearmente independentes e se Ax =b 
é consistente, então a solução de mínimos quadrados de Ax = b coinci- 
de com a solução exata de Ax =. 


9.0.0. 6,2), (5,3), (6,4) 
10. (0.1), Q.0). (3.1), 6,2) 


Nos Exercícios 11 e 12, encontre о polinômio quadrítico у = а, + ax + 
аз de mínimos quadrados de melhor ajuste aos pontos dados, Mostre 
que o resultado obtido € razoável, traçando gráfico do polinômio qua- 
dedico e dos postos de dados по mesmo sistema de coordenadas. 


11.0.1). 2.0), (3,1). 6.2) 

12.0.2) (0,1), (1,0), 2,4) 

Nos Exercícios 13 e 14, monte mas não resolva o sistema normal 
para encontrar a curva de mínimos quadrados de melhor ajuste dos 


dios ийын. lhe estr o ta pando tra recor 
so computacional) 


эз, O polinômio cóbico y = а, + ал + 43º + ау de mínimos quadrados 
де melhor ajuste aos pontos de dados (1; 4,9), (2; 10,8), (3; 27,9), 
(4/602) 6,113). 

14. Mostre que se M, ve y são ox vetores em (21) então o sistema nor- 
mal em (22) pode ser escrito como 


E JD) - [5] 


Explique seu raciocinio. 


D4. Uma corporação obtém os seguintes dados relacionando o número 
de vendedores em seus quadros com o volume de vendas anuais: 


Explique como poderia ser usado o método dos mínimos quadrados 
para estimar o volume de vendas anuais com 45 vendedores e din- 
Cuta as hipóteses que são necessárias, [Não é necessário realmente 
fazer as contas] 

DS. Fazendo a substituição X = 1/x encontre uma curva da forma y = а + 
(ых) que melhor ajusta os pontos de dados (1, 7). (3, 3) e (6, 1). Es- 
Bose a cura с ов pontos de dados no mesmo sistema de coordenadas. 


06. Sejam A uma matriz m» n e b um vetor-coluna em A”, Qual é o sig- 
nificado dos vetores x e r tais que 


o l-b 


P2. Prove: Se А tem vetorescoluna lincarmente independentes е b é or- 
togonal ao espaço-coluna de A, então a solução de mínimos quadra- 
dosdeAx=béx=0. 
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P3. 


P4. 


* Dimensão e Estrutura 


Prove: O conjunto de todas soluções de mínimos quadrados de um 
sistema linear Ax = b é o subespaço transladado € + W, onde È é 
uma solução de mínimos quadrados qualquer e W é o espaço-solu- 
ção de Ax = 0. [Sugestão: Modele sua prova pela prova do Teorema 
3.5.1 e use o fato de A e A'A terem o mesmo espaço nulo.) 


Prove que é única a melhor aproximação de b no Teorema 7.8.1. 
[Sugestáo: Use o fato de ||b — projwb|| < ||b — w!l para qualquer 
w em W diferente de proj,b.) 


Usando Recursos Computacionais 


T1. 
СУ 


T2. 
- 


T4. 


(Ajuste de mínimos quadrados a dados) A maioria das ferramentas 
computacionais tem um comando para ajustar vários tipos de fun- 
ções a dados minimizando a soma dos quadrados das variações en- 
tre os valores da função e dos dados. Use esse comando para confe- 
rir o resultado de Exemplo 5. 


(Solução de mínimos quadrados de sistemas lineares) Algumas 
ferramentas computacionais têm um comando para encontrar solu- 
ções de mínimos quadrados de sistemas lineares, enquanto que ou- 
tras exigem que se monte e resolva o sistema normal associado. De- 
termine como sua ferramenta trata do problema e confira o resulta- 
do do Exemplo 3. 


. Encontre o ajuste de mínimos quadrados do Exercício 13 resolven- 


do o sistema normal e então compare o resultado ao que é obtido 
usando o comando de ajuste de mínimos quadrados. 


O Pathfinder é uma aeronave experimental, extremamente leve, pi- 
lotada remotamente e movida a energia solar, que foi utilizada nu- 
ma série de experiências pela NASA para determinar a exeqüibili- 
dade de utilizar energia solar em vôos de longa duração e alta alti- 
tude. Em agosto de 1997, o Pathfinder registrou os dados da tabela 
dada relacionando altitude H em pés (lembre que um pé equivale a 
30,5 cm) e temperatura T em graus Celsius. Esboçando os dados, 
mostre que um modelo linear é razoável e então encontre a reta de 
mínimos quadrados H = H, + kT de melhor ajuste. 


Tabela Ex-T4 


PS. Prove: Se m < п e pelo menos т + 1 dos números Х|, X, . . 


.,X, São 
distintos, então os vetores-coluna da matriz M de tamanho n X (m+ 1) 
na Equação (20) são linearmente independentes. [Sugestão: Um poli- 
nômio não-nulo de grau m tem no máximo m raízes distintas.) 


P6. Seja M a matriz da Equação (29). Use o resultado do exercício pre- 


cedente para provar que se m « n e pelo menos т + 1 dos números 
Xi Xy» . » . , X, São distintos, então M'M € invertível. 


(b) A parte (a) sugere que uma curva da forma y = ae” pode ser 
ajustada a n pontos de dados (x, у) tomando Y, = 1n y, e então 
ajustando uma reta aos dados transformados (x, Y) por míni- 
mos quadrados para encontrar b e In a e então calculando a a 
partir de In a. Use esse método para ajustar um modelo expo- 
nencial aos seguintes dados e trace o gráfico da curva e os da- 
dos no mesmo sistema de coordenadas. 


T6. (a) Mostre que as substituições X = In x e Y = In y na equação y = 


ax produzem a equação Y = bX + In a, cujo gráfico no plano 
XY é uma reta de inclinação b e corte no eixo Y igual a In a. 

(b) A parte (a) sugere que uma curva da forma y = ax” pode ser ajus- 
tada a n pontos de dados (x, у) tomando X, = Inx,e Y, Іп y,e en- 
tão ajustando uma reta aos dados transformados (X, Y) por míni- 
mos quadrados para encontrar b e In a e então calculando a a par- 
tir de In a. Use esse método para ajustar um modelo de potência 
aos seguintes dados e trace o gráfico da curva e os dados no mes- 
mo sistema de coordenadas. 


Três modelos importantes para as aplicações são: 


modelo exponencial (у = ae”) 
modelo de potência (y = ax") 
modelo logarítmico (y = a + b ln x), 


onde a e b devem ser determinados para ajustar os dados experimen- 
tais o melhor possível. Os Exercícios T5 até T7 apresentam um proce- 
dimento, denominado linearização, pelo qual os dados são transfor- 
mados de maneira a permitir o uso do ajuste de reta de mínimos qua- 


T7. (a) Mostre que a substituição X = In x na equação y = a + b In x 


produz a equação y = a + bX, cujo gráfico no plano Xy é uma 
reta de inclinação b e corte no eixo y igual a a. 

(b) A parte (a) sugere que uma curva da forma y = a + b In x pode ser 
ajustada a n pontos de dados (x, у, tomando X, = 1n x, e então 
ajustando uma reta aos dados transformados (X, y;) pelo método 
dos mínimos quadrados para encontrar b e a. Use esse método 
para ajustar um modelo logarítmico aos seguintes dados e trace 
o gráfico da curva e os dados no mesmo sistema de coordenadas. 


drados para aproximar as constantes. 


x | glalalelalm|s 
m 530 | 621 | 679 | 732 | 791 | 823 | 8,51 


T8. (Centro de círculo por mínimos quadrados) O método dos míni- 
mos quadrados pode ser utilizado para estimar o centro (h, k) de um 


TS. (a) Mostre que a substituição У = In y na equação y = ae" produz a 
equação Y = bx + In a, cujo gráfico no plano xY é uma reta de 
inclinação b e corte no eixo Y igual a In a. 


círculo (x – h°) + (y —k) = г usando pontos de dados medidos na 
circunferência. Para ver como isso pode ser feito, sejam 


Gn. у), (X25 Y), «++ (Ха Ул) 


os pontos de dados e reescreva a equação da circunferência no 
formato 


io 


Z9 e 
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Bases Ortonormais e o Processo de Gram-Schmidt 


Substituindo os pontos de dados em (*) obtemos um sistema linear 
nas incógnitas h, k e s, que pode ser resolvido por mínimos quadra- 
dos para estimar seus valores. Depois usamos a Equação (**) para 
estimar r. Use esse método para aproximar o centro e o raio de um 
círculo a partir dos pontos de dados medidos em sua circunferência 
dados na tabela. [Nota: Os dados deste problema são baseados em 
escavações arqueológicas de uma linha de saída circular de uma pis- 


2xh+2yk+s=x?+ y? (*) ta de corrida construída, por volta de 500 a.C., na cidade grega de 
Corinto. Para uma discussáo detalhada do problema e de sua histó- 
onde ria, veja o artigo em inglés de C. Rorres e D. G. Romano intitulado 
РЕ o eR (**) “Finding the Center of a Circular Starting Line in an Ancient Greek 
Stadium," SIAM Review, Vol. 39, No 4, 1997.] 
Tabela Ex-T8 


19,880 | 20,919 | 21,735 | 23,375 | 24,361 


67,676 | 66,692 | 64,385 | 62,908 | 61,292 | 60,277 


|» | 68874 


Seção 7.9 Bases Ortonormais e o 
Processo de Gram-Schmidt 


Nesta seção, mostraremos que cada subespaço não-nulo de R^ tem uma base de vetores ortonormais e discutiremos 
um procedimento para encontrar essas bases. As bases de vetores ortonormais sáo importantes por simplificarem 
muitos tipos de cálculos. 


BASES ORTOGONAIS Lembre que, pelas Definições 1.2.9 e 1.2.10, um conjunto de vetores em R” é dito ortogonal se cada par 
E ORTONORMAIS de vetores distintos do conjunto é ortogonal e é dito ortonormal se é ortogonal e cada vetor tem compri- 
mento 1. Nesta seção, vamos estudar bases ortogonais e bases ortonormais de subespaços de R”. Aqui te- 
mos alguns exemplos. 
EXEMPLO 1 Mostre que os vetores 
Convertendo uma v=(0,20), у= (3,0,3), v3 = (—4,0,4) 
Base Ortogonal numa 
Base Ortonormal formam uma base ortogonal de R’ e converta esta base numa base ortonormal normalizando cada vetor. 
Solução Mostramos no Exemplo 3 da Seção 7.1 que esses vetores são linearmente independentes, de 
modo que formam uma base de R pelo Teorema 7.2.6. Deixamos a cargo do leitor confirmar que essa ba- 
se é ortogonal, mostrando que 
үру = 0, ууз = 0, v;.v—0 
Para converter esta base (v,, V, Y;) numa base ortonormal (q, q, q;), primeiro calculamos 
liv: = 2, [уз = 34/2 e 19311 = 44/2, depois normalizamos os vetores para obter 
Yi у? 1 1 Уз 1 1 
= — =(0,1,0), = == (5,0, è = — =(-5,0, = 
а ¡2010 == (04). = 63902) 
EXEMPLO 2 Lembre que pelo Exemplo 2 da Seção 7.1 os vetores 
ae е =(1,0,....0), €—(01,...,0,..., 6 =(0,0,...,1) 
Base Ortonormal 


formam a base canónica de R”. Essa base é ortonormal pois esses vetores são unitários e e, * e, = 0 se i s j. a 


É geometricamente claro que três vetores não-nulos mutuamente perpendiculares em R^ devem ser 
linearmente independentes, pois se um deles é combinação linear dos outros dois, então os três vetores es- 
tão num plano comum, o que não ocorre. Esse é um caso especial do seguinte resultado mais geral. 


402 


Capítulo 7 


EXEMPLO 3 


Uma Base 
Ortonormal de В” 


PROJEÇÕES 
ORTOGONAIS 
USANDO BASES 
ORTOGONAIS 


EXEMPLO 4 
Matriz Canônica 
de Projeção 
Usando uma 
Base Ortonormal 


* Dimensão e Estrutura 


Teorema 7.9.1 Um conjunto ortogonal de vetores não-nulos em К" é linearmente independente. 


Prova Seja 5 = {ү,, v, ..., v,) um conjunto ortogonal de vetores não-nulos em R”. Queremos mostrar 
que os únicos escalares que satisfazem a equação vetorial 


LN FLV) t... 5v = 0 (1) 


são t, 2 0, t, 2 0,..., t, = 0. Рага isso, seja v, um vetor qualquer em S; então (1) implica que 
(tv, Vo... nv) у,=0+у,=0 
que pode ser reescrito como 
t(v,* v) t t(v* v) t... (у, v) 20 (2) 


Mas cada par de vetores distintos de S é ortogonal, de modo que todos produtos escalares nessa equação 
são nulos, com a única exceção possível de v, * у. Assim, podemos simplificar (2) como 


t(v,* v) 20 (3) 


Como estamos supondo que cada vetor de 5 é não-nulo, isso também vale para у, e portanto segue que 
уу'у,= A * 0. Assim, (3) implica que г,= 0. Como a escolha de j é arbitrária, completamos a prova. B 


Mostre que os vetores 
3.62 2 3 16 6. 2. 33 
"-($-95$. =a 9= (5,7, -7) 


formam uma base ortonormal de R°. 
Solução Os vetores são ortonormais pois 
у = llvall = [уз 2 1 e у у =v Уз = У Уз = 0 


e portanto são linearmente independentes pelo Teorema 7.9.1. Como temos três vetores linearmente inde- 
pendentes em R', eles formam uma base de R°. ш 


Bases ortonormais são importantes porque simplificam muitas fórmulas e cálculos numéricos. Por exem- 
plo, sabemos do Teorema 7.7.5 que se W é um subespago náo-nulo de R” e se x é um vetor em А" que é da- 
do em forma de coluna, então 


proj,x =M(M'M) 'M'x (4) 


para qualquer matriz M cujos vetores-coluna formam uma base de W. Em particular, se os vetores-coluna 
de M são ortonormais, então М'М = I e, portanto, (4) simplifica para 


proj,x = MM'x (5) 
ea Fórmula (27) da Seção 7.7 para a matriz canônica dessa projeção ortogonal simplifica para 


P-MM' (6) 


Assim, usando uma base ortonormal de W, eliminamos as inversóes matriciais nas fórmulas de pro- 
jecáo e reduzimos os cálculos de uma projeção ortogonal aos cálculos de uma multiplicação matricial. 


Encontre a matriz canônica P da projeção ortogonal de R? sobre o plano pela origem que é gerado pelos 
vetores ortonormais v; = (0, 1,0) ev? = (—,0, 2). 


Solução Escrevendo os vetores em forma de coluna e aplicando a Fórmula (6) vemos que a matriz ca- 
nônica da projeção é 


Р = ММ? = 


Sm 0 
| 
ula O 
O m 
we O 
ld 
ll 
tls O Bl 
о = 
N 
t^ 
Е 
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EXEMPLO 5 
Uma Projeção 
Ortogonal Usando 
uma Base Ortonormal 


O próximo teorema expressa a Fórmula (5) em termos de vetores de uma base do subespaço W nos 
casos em que a base é ortonormal ou ortogonal. 


Teorema 7.9.2 
(a) Se [v,, V4... + V,) É uma base ortonormal de um subespaço W de К”, então a projeção ortogo- 
nal de um vetor x em R" sobre W pode ser expressa por 


proj,x = (x * v)v, + (х * vv, +...+ (x* vv, (7) 


(b) Se (v,, V» . . - , V,) É uma base ortogonal de um subespaço W de К", então a projeção ortogo- 
nal de um vetor x ет К" sobre W pode ser expressa por 


projyx xt, LEX. + EM, 
pS sro A Ad an T i. 
ДАН ДАН ДИ 


(8) 


Prova (a) Tomando 
M= V» e ve 

segue da Fórmula (5) que 
projyx=MM'x 


Como os vetores-linha de M” são transpostos dos vetores-coluna de M, segue da regra coluna-linha da 
multiplicagáo matricial (Teorema 3.1.7) que 


T. 
vix xo vi 
vix х,у; 
Mx=|" |=| . $ (9) 
vEx X- Ve 
Assim, segue de (5) e de (9) que 
X*Vi 
E T. х,у? 
Projyx=M(M х) = [у] у; ce vil]. |= (хе) + (хо 2) +++ + (Xe va) Ve 
X* Vi 
provando (7). 
Prova (b) А Fórmula (8) pode ser deduzida normalizando os vetores da base ortogonal para obter uma 
base ortonormal e aplicando (7). Deixamos os detalhes a cargo do leitor. = 


Encontre a projeção ortogonal de x = (1, 1, 1) sobre o plano W em Ё que é gerado pelos vetores ortonor- 
mais v; = (0,1,0) ev; = (- 2,0, 3). 


Solução Uma maneira de calcular a projeção ortogonal é escrever x em forma de coluna e usar a matriz 
canônica P da projeção que foi calculada no Exemplo 4. Assim obtemos 


Ж Шы 4 


2 
25 a! 25 

projyx = Рх = 0 1 0 1|= 1 
-2 o 2 ||1 a 

25 25 25 


que pode ser escrito em forma de ênupla como projyx = (5, 1, — 5). 


Solução Alternativa Um segundo método de calcular a projeção ortogonal é usar a Fórmula (7). 
Assim obtemos 


projyx = (х= vivi + (xe viva = (1)(0,1,0) + (—1) (4,0, 2) = (5,1,—2) 
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EXEMPLO 6 
Uma Projeção 
Ortogonal Usando 
uma Base Ortogonal 


TRAÇO E PROJEÇÕES 
ORTOGONAIS 


EXEMPLO 7 
Usando o Traço 
para Encontrar 

o Posto de uma 
Projeção Ortogonal 


COMBINAÇÕES 
LINEARES DE 
VETORES DE BASES 
ORTONORMAIS 


* Dimensão e Estrutura 


que confere com o resultado obtido usando o método padrão. п 
Encontre a projeção ortogonal de x = (—5, 3, 1) sobre o plano Wem R que é gerado pelos vetores ortogonais 
v,7(01,-1) е w=(1,2,2) 


Solução Poderíamos normalizar esses vetores de base e aplicar a Fórmula (7) à base ortonormal de W 
resultante, mas aplicaremos (8) diretamente. Temos 


її? = 02+ 12+ (1) =2 e Iv? 21 24242?-9 


de modo que segue de (8) que 
5 X*vi ху; 2 
rojyX = — Vi + vw = 2(0,1, 21) + 2(1,2,2) = (1, $, -1 = 
КЧ үн өн 800570 HEAD a) 


O próximo teorema fornece uma maneira simples de encontrar a dimensão da imagem de uma projeção 
ortogonal. 


Teorema 7.9.3 Se Pé a matriz canónica de uma projeção ortogonal de К" sobre um subespaço de К", 
então tr(P) = pos(P). 


Prova Seja Р a matriz canônica de uma projeção ortogonal de R” sobre um subespaço k-dimensional W. 
Tomando uma base ortonormal (v,, V» .. . , v,) de W, segue da Fórmula (6) e do Teorema 3.8.1 que 


T 
Yi 


P-MM!-[v va e vi = му + vv] +++ л (10) 


Usando esse resultado, a propriedade aditiva do traço e a Fórmula (27) da Seção 3.1, obtemos 
tr(P) = tr(viv]) + tr (узу?) +--+ + (vivo) 

= (ур у) + (arva ++ (Vk е Wa) 

= мї? val? + +++ + vul? 

=1+1+---+1=k=dim(W) 
Mas a imagem de uma transformação matricial é o espaço-coluna da matriz, de modo que segue dessa 
conta que tr(P) = dim(col(P)) = pos(P). = 
Mostramos no Exemplo 4 que a matriz canônica P da projeção ortogonal sobre o plano gerado pelos ve- 
tores v; = (0, 1,0) e v2 = (- 2,0, 3) é 
= 


16 
25 25 

Pe| 0 1 0 
12 9 

=з 0 5 


Como o plano é bidimensional, a matriz P tem posto 2, o que é confirmado pelo cálculo 
rank(P) = (P) = $ +1+ 5 —2 m 


Se W é um subespaço de R” e se w é um vetor em W, então proj„w = w. Assim, temos o seguinte caso es- 
pecial do Teorema 7.9.2. 


Teorema 7.9.4 
(a) Se (v, v, - - - , Vi) É uma base ortonormal de um subespaço W de R” e se w é um vetor em W, então 


a1) 


w=(wev)v+(wev)wm+...+(We vv, 
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(b) Se (v, Ya . + v,) É uma base ortogonal de um subespaço W de К" e se w é um vetor em W, então 


wevi LER ZI We VE 
— Vi и + eee vk (12) 
ДАН vz I? ДО 


Observe que, pela Fórmula (5) da Seção 7.7, as parcelas do lado direito de (12) são as projeções or- 
togonais sobre as retas geradas por v,, V} . . - , ү, de modo que a Fórmula (12) decompõe cada vetor w do 
subespaço k-dimensional W numa soma de k projeções sobre subespaços unidimensionais. A Figura 7.9.1 
ilustra essa idéia no caso de W ser К“. 


EXEMPLO 8 Ехргеѕѕе o vetor w = (1, 1, 1)em R? como combinação linear dos vetores de base ortonormal 
Combinações 


Lineares do м = (5,-5, 3). w-2G. 3$) v=(55-5) 
Vetores de uma 
Base Ortonormal Solução No Exemplo 3 mostramos que os vetores dados formam uma base ortonormal de №. Assim, w 

pode ser expresso como uma combinação linear de v,, v; e у, usando a Fórmula (11). Deixamos a cargo 

do leitor confirmar que 
wev=-), wv=}, w.vw-i 

Assim, segue da Fórmula (11) que 
w=-iv + Uv + буз 


ou, em forma de ênupla, 


"=-+@-Ь0++@Ь0+4@-} : 


Figura 7.9.1 OBSERVAÇÃO О procedimento geral de escrever um vetor w como uma combinação linear 
ж = пу + V2 +++ Уу 


consiste em equacionar os componentes correspondentes de ambos lados е resolver o sistema linear resul- 
tante para os coeficientes incógnitos г, t», . . . , t, (ver Exemplo 7 da Seção 2.1). O último exemplo acima 
ilustra que se os vetores v,, Y, - . . , V, São ortonormais, então os coeficientes podem ser obtidos calculan- 
do produtos escalares apropriados, eliminando, assim, a necessidade de resolver um sistema linear. 


ENCONTRANDO  O próximo teorema, que é o principal resultado desta seção, mostra que qualquer subespaço náo-nulo de 
BASES ORTOGONAIS R” tem uma base ortonormal. A prova desse teorema é especialmente importante porque fornece um mé- 
E ORTONORMAIS todo para converter qualquer base de um subespaço de R” numa base ortogonal. 


Teorema 7.9.5 Qualquer subespaço não-nulo de R” possui uma base ortonormal. 


Prova Sejam W um subespago náo-nulo de R” e (w,, W, . .., w,) uma base qualquer de W. Para provar 
que W possui uma base ortonormal, é suficiente mostrar que W tem uma base ortogonal, pois uma base or- 
togonal pode ser convertida em uma base ortonormal normalizando os vetores. 

A seguinte seqüéncia de passos produz uma base ortogonal (v,, v;, ...., v,) de W: 


Уз = Wo – projw, Wa Passo 1. Seja v, =з 


Passo 2. Como ilustra a Figura 7.9.2, podemos obter um vetor v, que é ortogonal a v, calculando o com- 
ponente w, que é ortogonal ao subespaço W, gerado por v,. Aplicando a Fórmula (8) no Teo- 
rema 7.9.2 e a Fórmula (24) da Seção 7.7, podemos expressar esse componente como 

— f W>* Vi 

MI projw, Wa V2 = Wo — projw, W2 = W2 — mi (13) 


Fi 7.9.2 
жна É claro que se у, = O então v, não é um vetor de base. Mas isso não pode ocorrer, pois nesse са- 


so a Fórmula (13) e o Passo 1 implicam que 
w.V №2 • v 
= vi= 
liv: l1? livi 11? 


wa Wi 
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ou seja, que w, é um múltiplo escalar de w,, contradizendo a independência linear dos vetores 


fs б da base (w,, w;,..., Wi. 
w 2 j Passo 3. Para obter um vetor v, ortogonal a v, e v,, calculamos o componente w, que é 
v | ortogonal ao subespaço W, gerado por v, e v, (Figura 7.9.3). Aplicando a Fórmula (8), pode- 
" | ГА mos expressar esse componente como 
proj, ws = w; — ројџ ws = W3 — Sly x T 
= * vall А! 
igura 7.9.3 
Como no Passo 2, a independência linear de (w,, W, . . . , W,) garante que v, # 0. Os detalhes 
ficam como exercício. 
Passo 4. Para obter um vetor v, ortogonal a v,, V, e v;, calculamos o componente w, que 
A Álgebra Linear na História é ortogonal ao subespaço W, gerado por v,, v; е v;. Aplicando novamente a 


Os nomes de Jórgen Pederson Gram, um 
atuário dinamarquês, e Erhard Schmidt, um 
matemático alemão, estão tão estreitamente 
ligados no mundo da Matemática como os 
nomes de Lennon e McCartney no mundo da 
música popular. Contudo, Gram e Schmidt 
provavelmente nunca se encontraram e o pro- 
cesso que leva seus nomes não foi descoberto 
por nenhum dos dois. O nome de Gram está 
ligado ao processo por causa de sua tese de 
doutorado, na qual o utilizou para resolver 
problemas de mínimos quadrados e o nome 
de Schmidt está relacionado com o processo 
como uma consequência de seus estudos de 
certos tipos de espaços vetoriais. 

Gram amava a interação da teoria matemáti- 
ca com suas aplicações, tendo escrito quatro 
tratados sobre administração florestal, en- 
quanto que Schmidt foi principalmente um 
teórico cujo trabalho influenciou significativa- 
mente a direção da Matemática no século XX. 
Durante a Segunda Guerra Mundial, Schmidt 
manteve posições de chefia na Universidade 
de Berlim e precisou cumprir várias resoluções 
nazistas contra os judeus, uma missão em 
que aparentemente não se saiu muito bem, 
pois acabou sendo criticado pelos nazistas 
por não entender a “questão judia”. Em 
1951, durante as comemorações dos 75 anos 
de Schmidt, um famoso matemático judeu 
que sobrevivera os anos do regime nazista fa- 
lou sem críticas das dificuldades que Schmidt 
teve que superar durante aquele período. 


Jórgen Pederson 
Gram 


Erhard Schmidt 
(1876-1959) 
(1850-1916) 


Fórmula (8), podemos expressar esse componente como 


Wa * Vi LZ T 
Wi – z= s 
livi ll iva 


КЛА 
va 
йуз? 


V4 = Wa — projy, wa = 


Passos 5 até К. Continuando dessa maneira, depois де k passos obtemos um conjun- 
to ortogonal (v,, v, . - - , Y,). Como W é k-dimensional, esse conjunto é uma 
base ortogonal de W, completando a prova. ГЫ 


A prova desse teorema fornece um algoritmo, denominado processo de ortogona- 
lização de Gram-Schmidt, para converter uma base arbitrária de um subespago de А" 
numa base ortogonal do subespago. Normalizando os vetores resultantes para produzir 
uma base ortonormal do subespago, denominamos o método simplesmente de processo 
de Gram-Schmidt. 


EXEMPLO 9 Os vetores w, = (1, 1, 1), w, = (0, 1, 1) e w, = (0, 0, 1) formam uma 
base de А (verifique). Use o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt para trans- 
formar essa base numa base ortogonal e depois normalize os vetores da base para obter 
uma base ortonormal de R°. 


Solução Sejam (v,, V, v,) a base ortogonal produzida pelo processo de ortogonalização 
de Gram-Schmidt e (q,, q», q} a base ortonormal que resulta normalizando os vetores v,, 
v; € v,. Para encontrar essa base ortogonal, seguimos os passos da prova do Teorema 7.9.5: 


Passo 1. Seja v, = w, = (1, 1, 1). 
i №2 + У 
Passo 2. Seja v? = W2 — projy W2 = W2 — —— vi 
=(0,1,1)-3(,1,1)=(-4,4, 3) 
z ` W3 + Vi wv 
o A А С 5 
=(0,0,)-10,1,D- 4(3,1,1)=(0,—1, 1) 
Assim, os vetores 
v=(1,1,1), v=(-3,1,1), w=(0,-1,1) 


formam uma base ortogonal de R’. As normas desses vetores são 
Iml=43, Iwl=%, 191 = 5 


portanto, a base ortonormal de R° é dada por 
У2 


- ea 4-4 

LE id Tex es Er) 
A E, 
® = Taj 0-7 7) 


OBSERVAÇÃO Nesse exemplo, encontramos primeiro a base ortogonal e depois normalizamos no final 
para obter a base ortonormal. Alternativamente, poderíamos ter normalizado cada vetor de base assim que 
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EXEMPLO 10 
Base Ortonormal 
de um Plano em К” 


UMA PROPRIEDADE 
DO PROCESSO DE 
GRAM-SCHMIDT 


ESTENDENDO 
CONJUNTOS 
ORTONORMAIS 
A BASES 
ORTONORMAIS 


fosse calculado, e com isso gerando a base ortonormal passo a passo. Para cálculos à mão, em geral é me- 
lhor normalizar no final, pois isso tende a adiar a introdução de raízes quadradas incômodas. 


Use o processo de Gram-Schmidt para construir uma base ortonormal do plano x + y + z = 0 em R. 
Solução Começamos procurando uma base do plano e depois aplicamos o processo de Gram-Schmidt a 
essa base. Quaisquer dois vetores não-nulos no plano, que não sejam múltiplos escalares um do outro, ser- 
vem como uma base. Uma maneira de encontrar tais vetores é utilizar o método do Exemplo 7 da Seção 
1.3 para escrever o plano na forma paramétrica 
Xx=-h-h,)y=h,2=h 
Os valores de parámetros t, =1,1,=0€e1,=0,1,=1 produzem os vetores 
w=(1,1,0)ew,=(-1,0,1) 
no plano dado. Agora estamos prontos para aplicar o processo de Gram-Schmidt. Primeiro construímos os 
vetores da base ortogonal 
vı =w = (-1,1,0) 


М2 • У] 
vil? 


e então normalizamos esses vetores para obter os vetores da base ortonormal 


w=w— 


vı =(-1,0,1) - 1(—1,1,0) = (-1,-1,1) 


T PE б; ЖЕ 
а =т= 39 
v2 


e = ECLAD)=Ch-4d) 


Nos exercícios pedimos ao leitor mostrar que o vetor v, produzido no j-ésimo passo do processo de Gram- 
Schmidt pode ser expresso como combinação linear de w,, w,, . . . , W, Assim, não só o processo de Gram- 
Schmidt produz uma base ortonormal (v,, V», . . . , Y,) do subespaço W gerado por (w,, w;,..., W,), mas 
também cria a base de tal modo que, a cada estágio intermediário, os vetores (v,, Ya, . . . , Y,) formam uma 
base ortogonal do subespaço de А" gerado por (w;, W» . . . , w;). Além disso, como v, é construído de tal 
modo que é ortogonal a ger(v,, V» . . . , у, ,), esse vetor v, também é ortogonal a ger(w;, w;,. . ., W, |}, já 
que os dois subespaços coincidem. 
Resumindo, temos o seguinte teorema. 


Teorema 7.9.6 SeS=(w,W,..., W,) é uma base de um subespaço não-nulo de В" e se S'= ivi. 
Va - - - , V,] éa base ortonormal correspondente produzida pelo processo de Gram-Schmidt, então: 
ба) Yo v3. v) é uma base ortonormal de ger(w,, w,,..., wj) no j-ésimo passo. 


(b) v;é ortogonal ao espaço ger( w,, W» . . . , Wj} no j-ésimo passo (j 2 2). 


OBSERVACAO Esse teorema permanece verdadeiro se os vetores da base ortogonal sáo normalizados a 
cada passo em vez de serem normalizados juntos no final do processo, ou seja, (q;, qz . . - , q;) éuma ba- 
se ortonormal de ger(w,, w,,..., w} eq, é ortogonal a ger(w,, Wy...» pm bh 

Lembre que, pela parte (b) do Teorema 7.2.2, sempre podemos estender um conjunto linearmente indepen- 
dente de vetores num subespaço não-nulo W de R" a uma base de W. O próximo teorema é o análogo que 
resulta para bases ortogonais e ortonormais. 


Teorema 7.9.7 Se W é um subespaço não-nulo de R”, então: 
(a) Qualquer conjunto ortogonal de vetores não-nulos em W pode ser estendido a uma base 
ortogonal de W. 


(b) Qualquer conjunto ortonormal em W pode ser estendido a uma base ortonormal de W. 


Provaremos a parte (b); a prova da parte (a) é análoga. 
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Prova (b) Seja S= (v, v... 


, Y,) um conjunto ortonormal de vetores em W. A parte (b) do Teorema 


7.2.2 diz que podemos estender S a alguma base S'= (v,, Vz, ... ., Vo W,+ 1» « - ., Wi) de W. Aplicando o pro- 
cesso de Gram-Schmidt ao conjunto $”, os vetores v;, Y, . . ., v, não serão alterados porque já são ortonor- 


mais, e o conjunto resultante 
кышы РАБИ, г; 


é uma base ortonormal de W. 


24/1» «s 


Nos exercícios, pedimos que o leitor use o método do Exemplo 2 da Seção 7.4 e o processo de Gram- 
Schmidt para desenvolver uma técnica computacional de estender conjuntos ortonormais a bases ortonormais. 


Exercícios 7.9 


Nos Exercícios 1 e 2, determine se os vetores formam um conjunto or- | 


togonal. Caso afirmativo, transforme o conjunto num conjunto orto- 
normal por normalização. 


1. (а) vi = (2,3), у = (3,2) 
(b ү = (71,1), vo = (1,1) 
(с) vı (72, 1, 1), v2 = (1,0, 2), v4 = (-2, –5, 1) 
(d У = (—3,4,—1), № = (1,2,5), V3 = (4, -3, 0) 


2. (a) vi = (2,3), у = (-3, 2) 
(b) м = (1, –2), v = (72,1) 
(с) м = (1,0, 1), у = (1,1,1), уз = (71,0, 1) 
(d) vi = (2, —2, 1), № = (2,1, –2), v = (1,2,2) 


Nos Exercícios 3 e 4, determine se os vetores formam um conjunto ortonor- 
malem R. Caso negativo, diga qual das propriedades necessárias não vale. 


3 1) v= (2. C 
ую’ 20º Va9/" Уш, vão! ^ vao)» 


Nos Exercícios 7 e 8, encontre a projeção ortogonal de x = ( 1, 2, 0, 


—2) sobre o subespaço de R* gerado pelos vetores ortogonais dados. 


7. (à vi = (1,1,1,1), v = (1,1,—1,—1) 

(Ы) v = (1,1,1,1), № = (1, 1, —1, —1), 
vi = (1,—1,1,—1) 

8 (а) vi = (0, 1, —4, —1), vo = (3,5,1, 1) 


(b) м = (0, 1, -4, –1), у = (3, 5, 1, 1), 
уз = (1,0, 1, —4) 


Nos Exercícios 11 e 12, confirme que (v,, V} Vz, v.) é uma base orto- 
gonal de А“ e expresse w como combinação linear desses vetores. 


Nos Exercícios 9 e 10, confirme que (v,, V}, Y;) é uma base ortonor- 
mal де R° e expresse w como combinação linear desses vetores. 


9. vi а Am yn ® = (R $3) 


1-64) e (Dn (6-4) 
2 


11. y, = (1, -2,2, 23), vo = (2, —3, 2,4), v3 = (2,2, 1,0), 
v, = (5, -2, -6, —1); w = (1,1,1, 1) 


12. v, = (1,1,1,2), v? = (1,2,3, -3), уз = (1, 22, 1, 0), 
v4 = (25, 4, 217, -6); w=(1,1,1,1) 


nal sobre o subespago de А? gerado pelos vetores ortonormais dados. 


Nos Exercícios 5 e 6, encontre a projeção ortogonal de x = (1, 2, 0, 


—1) sobre o subespaço de R gerado pelos vetores ortonormais dados. 


во dp dp ње 
O м0, dg cde c m (6660) 
уз = (75,0, 7-75 
6. 9 м = (2.2.2.2), =(2372>2) 


Nos Exercícios 13 e 14, encontre a matriz canónica da projecáo ortogo- 


14. vi= (% + k) v = (0, ^ -%) 


15. Use a matriz obtida no Exercício 13 para encontrar a projegáo orto- 
gonal de w = (0, 2, —3) sobre ger( v,, v.) e confira o resultado usan- 
do a Fórmula (7). 


16. Use a matriz obtida no Exercício 14 para encontrar a projegáo orto- 
gonal de w = (4, —3, 1) sobre ger(v,, v.) e confira o resultado usan- 
do a Fórmula (7). 
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Nos Exercícios 17 e 18, encontre a matriz canónica da projeção orto- 
gonal sobre o subespago de А? gerado pelos vetores ortogonais dados. | 
AS J 


17. y, = (1,1,1), у = (1,1, 22) 
18. v = (2,1,2), у = (1, 2, 22) 


19. Use a matriz obtida no Exercício 17 para encontrar a projeção orto- 
gonal de w = (4, —5, 0) sobre ger(v,, v.) e confira o resultado usan- 
do a Fórmula (8). 


20. Use a matriz obtida no Exercício 18 para encontrar a projeção orto- 
gonal de w = (2, —3, 1) sobre ger(v,, v.) e confira o resultado usan- 
do a Fórmula (8). 


21. A imagem da projeção do Exercício 17 é o plano pela origem gera- 
do por v, € v., de modo que a matriz canônica desta projeção deve- 
ria ter posto 2. Confirme isso calculando o traço da matriz. 


22. Repita o Exercício 21, agora para a matriz do Exercício 18. 


Nos Exercícios 23 até 26, use o Teorema 7.7.6 para confirmar que P é | 
a matriz canônica de uma projeção ortogonal e então use o Teorema 
7.9.3 para encontrar a dimensão da imagem dessa projeção. | 


E a 2 + 6 р 

21 a 21 49 49 49 

ud жо = £u 
23. P = 21 21 21 24. Р = 49 49 49 
= E g о gs x 

21 a a 49 49 49 


Ра 

У 

І 
em ою ок 
ola ep om 
ele ein el 


R 

a] 

D 

1 
абака 
He 
E) 


Nos Exercícios 27 e 28, use o processo de Gram-Schmidt para trans- 
formar a base (w,, w,) numa base ortonormal. Esboce ambos vetores 
de ambas bases no plano xy. 


27. му = (1, -3), w = (2,2) 
28. жу = (1,0), ж = (3, –5) 


Discussáo e Descoberta 


DI. Se ae b são não-nulos, então uma base ortonormal do plano z = 
ax+byé 


D2. (a) Sejam v,, v, e y, os vetores ortonormais que resultam aplicando o 
processo de ortogonalização de Gram-Schmidt aos vetores linearmen- 
te independentes w,, W, е w,. Quais relações existem entre ger(v,), 
ger(v,, Va), ger(v,, Va V3} e ger[w,), ger( wo, Wo), ger[w,, Wo, W3}? 
(b) Qual relação existe entre v, e ger[w,, w,)? 


D3. O que acontece quando tentamos aplicar o processo de Gram- 
Schmidt a um conjunto de vetores linearmente dependente? 


D4. Sc A é uma matriz com vetores-coluna ortonormais, qual relação 
existe entre AA” e o espaço-coluna de A? 


D5. (a) Sabemos pela Fórmula (6) que a matriz canónica da projeção or- 
togonal de R” sobre um subespago W pode ser expressa na forma 


Nos Exercícios 29 até 32, use o processo de Gram-Schmidt para trans- 
formar a base dada numa base ortonormal. 


29. wi = (1,1,1), w; = (-1,1,0), ws = (1,2, 1) 
30. w, = (1,0,0), w; = (3,7, —2), ws = (0,4, 1) 


31. w = (0,2, 1,0), w = (1,-1,0,0), ж; = (1, 2,0, —1), 
м: = (1,0,0, 1) 


32. w = (1,2,1,0), wz = (1,1,2,0), ws = (0, 1, 1, –2), 
w: = (1,0,3, 1) 


Nos Exercícios 33 e 34, estenda o conjunto ortonormal dado a uma ba- 
se ortonormal de А? e R‘, respectivamente, usando o método de Exem- 
plo 2 da Seção 7.4 para estender o conjunto a uma base e então apli- 
cando o processo de Gram-Schmidt. 


33. Wi = (45 55.0), ж = (25 — 5,0) 


34. m = (3.2.0, 1), з = (75. 2, 2,0) 
35. Encontre uma base ortonormal para o subespago de R? gerado pelos 
vetores w, = (0, 1, 2), м, = (—1, 0, 1) e w, = (-1, 1, 3). 


36. Encontre uma base ortonormal para o subespago de R' gerado pe- 
los vetores w, = (—1, 2, 4, 7), w, = (—3, 0, 4, 22), w, = (2, 2, 7, -3) 
ew,=(4,4,7,6). 

37. Expresse w = (1, 2, 3) no formato w = w, + w,, onde w, está no pla- 
по W gerado pelos vetores ш = ($, 0, —$) e ш = (0,1,0) e 
w, € ortogonal a W. 

38. Expresse w = (-1, 2, 6, 0) no formato w = w, + w,, onde w, está no 
plano W de А“ gerado pelos vetores u, = (-1, 0, 1, 2) e u, = (0, 1, 0, 
1) e w, é ortogonal a W. 

39. Mostre que se w = (a, b, c) é um vetor náo-nulo, entáo a matriz ca- 
nônica da projeção ortogonal de R’ sobre a reta ger[w) é dada por 

а? ab ac 

ab b bc 

ac bc с? 


1 
Ра arre 


P= MM”. Qual € a relação entre os espaços-coluna de M e de P? 
(b) Supondo P conhecida, como poderíamos encontrar uma matriz 


M tal que Р = ММ"? 
(c) Será única a matriz M de (b)? 


D6. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 


sua resposta. 
(a) Não existem conjuntos ortonormais linearmente dependentes 


ет К". 

(b) Não existem conjuntos ortogonais linearmente dependentes 
ет К". 

(c) Qualquer subespaço de А". tem uma base ortonormal. 

(d) Se q,, q» q; são os vetores ortonormais que resultam aplican- 
do o processo de Gram-Schmidt aos vetores w,, W», W; então 
q,*w,=0eq,:w,=0. 
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Trabalhando com Provas 


P1. Prove a parte (b) do Teorema 7.9.2 normalizando os vetores ortogo- 
nais e usando o resultado da parte (a). 


P2. Prove: Se A é simétrica e idempotente, então А pode ser fatorada co- 
mo А = UU”, onde U tem colunas ortonormais. 


Usando Recursos Computacionais 


ті. (Processo de Gram-Schmidt) A maioria das ferramentas computa- 
cionais tem um comando para executar alguma variação do processo 
de Gram-Schmidt para produzir um conjunto ortogonal ou um con- 
junto ortonormal. Algumas ferramentas exigem que os vetores ini- 
ciais sejam linearmente independentes e outras permitem que sejam 
linearmente dependentes. Neste caso, a ferramenta elimina os vetores 
linearmente dependentes e produz uma base ortogonal ou ortonormal 
para o espaço gerado pelo conjunto original de vetores. Determine 
como sua ferramenta executa o processo de Gram-Schmidt e use es- 
se comando para conferir os resultados obtidos no Exemplo 9. 


T2. (Normalização) Algumas ferramentas computacionais têm um co- 
7" mando para normalizar um conjunto de vetores nào-nulos. Determi- 
ne se sua ferramenta tem essa função e, se tiver, use esse comando 
para converter o seguinte conjunto de vetores ortogonais num con- 


P3. Prove que o vetor v, produzido no j-ésimo passo do processo de or- 
togonalização de Gram-Schmidt pode ser expresso como uma com- 
binação linear dos vetores linearmente independentes w,, w;, ..., 
w, iniciais, provando, assim, a parte (a) do Teorema 7.9.6. [Suges- 
tão: O resultado é verdadeiro para j = 1, pois v, = w,. Supondo vá- 
lido para k = j — 1, prove que vale para k = j. Assim, o resultado se- 
gue por indução matemática.) 


T3. Encontre uma base ortonormal do subespaço de R” gerado pelos vetores 
мі =(1,2,3,4,5,6,7), w>=(1,0,3,1,1,2,-2) 
w: = (1,4,3,7,9, 10, 1) 


Т4. Encontre uma base ortonormal dos quatro espaços fundamentais da 


matriz 
2 -Ll 3 5 
4-3 1 3 
А=|3 2 3 4 
4 -1 15 17 
7 -6-7 0 


T5. (SCS) Encontre a matriz canónica da projecáo ortogonal sobre o su- 
bespaço de R* gerado pelo vetor não-nulo w = (a, b, c, d). Confirme 
que a matriz é simétrica e idempotente, como garante o Teorema 
7.7.6 e use o Teorema 7.9.3 para confirmar que tem posto 1. 


Transformação de Householder 


Nesta seção, mostraremos que o processo de Gram-Schmidt pode ser visto como um método de fatoração de matrizes 
e mostraremos como essas fatorações podem ser usadas para resolver várias dificuldades numéricas que ocorrem na 


junto ortonormal: 
vi=(2,1,3,-1), w=(3,2,-3,-1) 
уз = (1,5, 1, 10) 
Seção 7.10 Decomposição QR; 
solução prática de problemas de mínimos quadrados. 
DECOMPOSIÇÃO QR Começamos colocando a questão seguinte: 


Seja A uma matriz m х k de posto-coluna máximo cujos vetores-coluna sucessivos são w,, W,, . . 
Aplicando o processo de Gram-Schmidt a esses vetores, obtemos uma base ortonormal (q,, q, 


q,) do espaço-coluna de A. Formando a matriz О que tem vetores-coluna sucessivos q,, @„...,Ч„ 
qual é a relação que existe entre as matrizes A e Q? 


Para responder essa questão, escrevemos as matrizes A e Q subdivididas em colunas 


A=[w w 


w] e Q-[q q - q) 


Segue do Teorema 7.9.4 que os vetores-coluna de A podem ser expressos em termos dos vetores-coluna 


de Q como 


wi = (wi*qiqi + (wi*q5)q» ++ (wi + qu) qu 
= (w2 qu) qı + (W2 4) Ф +--+ + (W2 + qu) Qk 


= (We + qu) Qi + (Wi + q) 92 +--+ + (We qu) qe 
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EXEMPLO 1 
Encontrando uma 
Decomposição ОК 


Além disso, segue da parte (b) do Teorema 7.9.6 que q, é ortogonal a w, se o índice i é menor do que j, de 
modo que esse sistema pode ser reescrito mais simplesmente como 
wi = (w1*q)q: 
Wa = (W2*q1) q: + (W2 + q2) 92 


(1) 
We = (We + 91) Qi + (Wi + 92) qo + + + + (Wi + qu) qr 
Formamos a matriz triangular superior 
(wiqi) (wq) + (wq) 
Ra 0 (w:o) et (wi - 92) o 


0 0 (nq) 


e consideramos o produto QR. Segue do Teorema 3.1.8 que o j-ésimo vetor-coluna desse produto é uma 
combinação linear dos vetores-coluna de Q com coeficientes tomados da j-ésima coluna de R. Mas isso é 
exatamente a expressão para w, em (1), de modo que a j-ésima coluna de QR é igual à j-ésima coluna de 
A, portanto А e Q estão relacionadas por 


(mi-q) (wq) >> (wq) 


0 (мо • 42) =- (we 4) 
[wi w = wl=[q q: qd : : 6 : 


6) 
0 0 e (wq) 
R 
Nos exercícios pedimos ao leitor mostrar que as entradas na diagonal de R são não-nulas, de modo que a 
matriz R é invertível. Assim, temos o teorema seguinte. 


Teorema 7.10.1 (Decomposição QR) Se A é uma matriz m х К com posto-coluna máximo, então A 
pode ser fatorada como 


A=QR (4) 


onde О é uma matriz т х К cujos vetores-coluna formam uma base ortonormal do espago-coluna de A 
e Ré uma matriz k x К triangular superior invertível. 


Em geral, uma decomposição QR ou fatoração QR de uma matriz A é uma fatoração A = QR de A na qual 
os vetores-coluna de Q são ortonormais e R é invertível e triangular superior. Usando essa terminologia, o 
Teorema 7.10.1 garante que cada matriz com posto-coluna máximo tem uma decomposição QR e isso é 
verdade, em particular, se A é invertível. Como Q tem colunas ortonormais, segue que Q'Q = I (ver Teo- 
rema 6.2.4), de modo que multiplicando à esquerda ambos lados de (4) por Q'fomece 


К= QA (5 
Assim, um método de encontrar uma decomposição QR de uma matriz A de posto-coluna máximo é apli- 


car o processo de Gram-Schmidt aos vetores-coluna de A, formar Q com os vetores da base ortonormal re- 
sultante, e então definir R por (5). Aqui temos um exemplo. 


Encontre uma decomposição QR de 
100 
А=|1 10 
10? 1 


Solução A matriz A tem posto-coluna máximo (verifique), portanto possui uma decomposição QR. Apli- 
cando o processo de Gram-Schmidt a 
1 0 0 
w=|1|, w=|1|, w=|0 
1 1 1 
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DECOMPOSIÇÃO QR 
E PROBLEMAS 

DE MÍNIMOS 
QUADRADOS 


e formando a matriz Q que tem os vetores da base ortonormal resultante como vetores-coluna, obtemos 


1 2 
A R L 
1 1 1 
0=|5 2A 
1 1 1 
Y % Y 
(ver Exemplo 9 da Segáo 7.9). Agora segue de (5) que 
1 E z ps 3 2 1 
4 Y Y4|f10o00 Y Y 
R=904=|-k dA X%||110|=10 % x 
1 1 i Lu 1 
dE Ж ea 
donde obtemos a decomposição ОЁ 
1 2 2 1 
1001 [47% “Mz 
S k ИШЕН © ud 
10 Оке жол О! Je ve a 
ird Y de 3 Ao do E 
3 6 №, 2 
A о R 


Lembre que, pelo Teorema 7.8.3, as soluções de mínimos quadrados de um sistema linear Ax = b são as 
soluções exatas da equação normal A'Ax = A'b e que se A tem posto-coluna máximo, então existe a solu- 
ção única de mínimos quadrados dada por 
X = (АТА) 1АТЬ (6) 

Isso sugere dois procedimentos possíveis para calcular a solução de mínimos quadrados quando A tem 
posto-coluna máximo: 

1. Resolva a equação normal A'Ax = A'b diretamente, digamos, usando uma decomposição LU de AA. 

2. Inverta A'A e aplique a Fórmula (6). 


Embora teoricamente perfeitos, nenhum desses métodos funciona muito bem na prática porque os 
pequenos erros de arredondamento nas entradas de A muitas vezes sáo aumentados no cálculo das 
entradas de A'A. Assim, a maioria dos algoritmos de computador para encontrar soluções de míni- 
mos quadrados usam métodos que evitam calcular a matriz A”A. Uma maneira de fazer isso quando 
A tem posto-coluna máximo é usar uma decomposição QR dada por A = QR para reescrever a equa- 
ção normal A'Ax = A'b como 


(R'Q')(QRx = R'Q*b (7) 
e usar o fato de Q'Q = I para reescrever isso como 
R'Rx = R'Q'b (8) 


Segue pela definição de decomposição QR que R, e portanto R”, é invertível, de modo que podemos mul- 
tiplicar ambos lados de (8) à esquerda por (R^) ' para obter a resultado seguinte. 


Teorema 7.10.2 Se A é uma matriz m X k com posto-coluna máximo e A = ОК é uma decomposição 
OR de A, então o sistema normal de Ax = b pode ser expresso por 


Rx- ОЪ ©) 
e a solução de mínimos quadrados pode ser expressa por 
í=R"Q07b (10) 


Como a matriz R em (9) é triangular superior, essa forma do sistema normal pode ser rapidamente 
resolvida por retrossubstituigáo para obter a solugáo de mínimos quadrados X. Esse procedimento é im- 
portante na prática pois evita a expressão problemática A”A que aparece na equação normal A”Ax=A'b. 


EXEMPLO 2 
Solução de Mínimos 
Quadrados por 
Decomposição QR 


OUTRAS QUESTÕES 
NUMÉRICAS 


REFLEXÕES DE 
HOUSEHOLDER 
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Use uma decomposição OR para encontrar a solução de mínimos quadrados do sistema linear Ax = b da- 
do pela equação 

x, + 3х2 + 5х3 = —2 

Xp ox = 3 

a+ x + 2х3 = –1 

хі + 3х2 + Зх = 2 


Solução Deixamos a сагро do leitor confirmar que a matriz de coeficientes 
135 
do 10 
NW 2 
183 
tem posto-coluna máximo e usar o método do Exemplo 1 para mostrar que uma decomposição OR dessa 
matriz é dada por 


1 I A 
2 2 2 
m NN € 245 
a E =] fo 23 
2 2 2 0 0 2 
L De LX 
2 2 75 
Isso implica que 
1 1 1 1 = 
2 2 2 2 : 1 
T 1 1 1 1 ex 
Evo = ЫШ =? 
eso Шел =4 
7273 272 2 


de modo que o sistema normal Rx = Q'b é dado por 


2 4 5] [x 1 
023||xn|2|-1 
0 0 2] |x -4 


Deixamos a cargo do leitor verificar que a retrossubstituigáo fornece a solugáo de mínimos quadrados 


1 5 
“=z R=} m=-2 [s] 


Embora a decomposição QR evite a problemática expressão AA, também surgem dificuldades numéricas 
quando usamos o processo de Gram-Schmidt para construir uma decomposição OR. O problema agora é 
que pequenos erros de arredondamento nas entradas de A podem produzir uma severa perda de ortogona- 
lidade no cálculo dos vetores de (2. Existe uma maneira de rearranjar a ordem das contas no processo de 
Gram-Schmidt (denominado processo de Gram-Schmidt modificado) que reduz o efeito dos erros de ar- 
redondamento, mas a abordagem mais usual é calcular a decomposição OR sem utilizar o processo de 
Gram-Schmidt. Existem dois métodos para fazer isso, um baseado em reflexões e um outro baseado em 
rotações. Aqui iremos somente tocar levemente numa dessas idéias básicas, deixando o estudo aprofunda- 
do desse assunto para os livros sobre os métodos numéricos da Álgebra Linear. 


Se a é um vetor não-nulo em R° ou R’, então existe uma relação simples entre a projeção ortogonal sobre a re- 
ta ger(a) e a reflexão no hiperplano a” que é ilustrada na Figura 7.10.1 em Е. Denotando a projegáo ortogo- 
nal de um vetor x sobre a reta por ргој,х e a reflexão de x no hiperplano por refl, x, então a figura sugere que 


х — refla:x = 2proj,x ou, equivalentemente, que тей„.х = x — 2pr0j, Xx 


Motivados por esse resultado, apresentamos a seguinte definição. 
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ger(a) ax 


£ Definição 7.10.3 Sea é um vetor não-nulo em R” e se x é um vetor qualquer em А", então a reflexão 
pai > de x no hiperplano a” é denotada por refl, x e definida por 
JaX A 
a refl, x = х – 2proj x (1) 


O operador Т: R” — К" definido por T(x) = refl, x é denominado a reflexão de К" no hiperplano a+. 


PROBLEMA CONCEITUAL Verifique que refl,. é um operador linear de R”. 
Segue pela Fórmula (11) da Seção 7.7 que 


x-refl, x = 2proj,x 


Figura 7.10.1 
ref x=x — 2р" (12) 


e pelo Teorema 7.7.3 que a matriz canônica H,. da reflexão refl,. é 
2 т 
Н: =1I- e (13) 


No caso especial que o hiperplano é dado por um vetor unitário u temos uu = |у = 1 de modo que as 
Fórmulas (12) e (13) simplificam para 


reflux=x—2xuu е Н: = 1 – 2007 (14-15) 


EXEMPLO 3 Lembre que a matriz canónica da reflexão de R’ no plano yz de um sistema de coordenadas xyz é dada na 
Reflexão num Plano Tabela 6.2.5 por 
Coordenado em R’ 100 


010 
001 
Isso é consistente com a Fórmula (15) porque o plano yz é o complemento ortogonal do vetor unitário u = 
(1,0,0) ao longo do eixo x positivo. Assim, reescrevendo u em forma de coluna e aplicando (15), obtemos 
100 1 
Н: =I -2w =|0 1 0/-2]0|[1 O 0] 
0:0 1 0 


100 200 19 0 
=|0 1 0|-[00 0|=| 01 0 = 
0 1 000 001 


o 


EXEMPLO 4 (a) Encontre a matriz canônica Н da reflexão de R° no plano x — 4y + 2z = 0. 
Reflexão num (b) Use a matriz H para encontrar a reflexão do vetor b = (1, 0, 4) no plano dado. 


Plano 
Origem xy E Solução (a) O vetor a = (1, 4, 2) é perpendicular ao plano, portanto podemos considerar o plano dado 


como o hiperplano a” e aplicar a Fórmula (14) para encontrar H. Alternativamente, podemos normalizar a 
e aplicar a Fórmula (15), que é o que faremos os aqui. Normalizando a obtemos 

u= (+ pao ai 22 
Ya” 21º yai 


Escrevendo esse vetor em forma de coluna e calculando uu” obtemos 


Bjo Bjo м 


[ж -& &l= 


Sje Sls ш» 
| 
jo Ple Ple 


Seção 7.10 * Decomposição QR; Transformação de Householder 415 


donde obtemos 
5 ч 2 19 8 .4 
100 21 21 21 21 21 21 
= fs 4 16 8 8 1 16 
H=1-2w =|0 1 0(-2l-3 a a |=| a 72 à 
001 £ A sé -4 je Y 
я COE М 2 Ж 21 


Solução (b) А reflexão de b no plano x — 4y + 2z = 0 é o produto Hb com 


b em forma de coluna. Assim, 


19 8 _4 3 1 
21 21 21 1 21 7 
Hb=| à -a 2 ||10|= |2 |= 7 
4 6 в | [4 48 16 
21 21 21 21 7 
ou, em notação de ênupla, Hb = (1, Y, te à = 
Por causa do trabalho pioneiro do matemático norte-americano A. S. Householder 
na aplicação de reflexões em hiperplanos a algoritmos numéricos importantes, as refle- 
A Álgebra Linear na História xões em hiperplanos são, muitas vezes, denominadas reflexões de Householder ou 


No início dos anos 1950, a Álgebra Linear 
Numérica era um conglomerado de algo- 
ritmos não relacionados que haviam sido 
desenvolvidos caso a caso para resolver vá- 
rios tipos de problemas. O matemático 
norte-americano Alston Scott Householder 
é geralmente creditado como o responsá- 
vel por ter trazido ordem e precisão a este 
assunto, durante sua gestão como diretor 
do Laboratório Nacional de Oak Ridge. O 
interesse de Householder pela Matemática 
Numérica floresceu tarde, tendo antes es- 
tudado filosofia como aluno de graduação 
na Universidade Northwestern e obtido 
um diploma de mestre nessa área na Uni- 
versidade Cornell em 1927. Somente em 
1947 obteve o doutorado em Matemática 
pela Universidade de Chicago e passou a 
trabalhar em Matemática da Biologia. Foi 
só depois de tudo isso que Householder 
começou a trabalhar em Linear 
Numérica, área na qual ficou famoso. 


Alston Scott 
Householder 
(1904-1993) 


transformações de Householder em sua homenagem. A seguinte terminologia também 
é bastante utilizada. 


Definição 7.10.4 Uma matriz n X n da forma 


H=1- aal 
ala 


(16) 
na qual a é um vetor não-nulo em R”, é denominada uma matriz de Househol- 
der. Geometricamente, H é a matriz canónica da reflexáo de Householder no hi- 
perplano a”. 


O próximo teorema, cuja prova é deixada como exercício, mostra que reflexóes de Hou- 
seholder em R” têm as propriedades familiares de reflexões em R^ e R°. 


[ Teorema 7.10.5 As matrizes de Householder são simétricas e ortogonais. 


PROBLEMA CONCEITUAL Verifique que se Н é uma matriz de Householder, então H ' = Н. 
Explique por que isso faz sentido geométrico. 


O fato de matrizes de Householder serem ortogonais significa que as reflexões de 
Householder preservam comprimentos. O próximo teorema contempla a recíproca, mos- 
trando que dois vetores de mesmo comprimento são relacionados por alguma reflexão de 
Householder. 


Teorema 7.10.6 Se v ew são vetores distintos em К" de mesmo comprimento, então 


a reflexão de Householder no hiperplano (v — w)” leva v em w e reciprocamente. 


Prova Segue de (16) com a = v — w que a imagem do vetor v pela reflexão de House- 
holder no hiperplano (v — w)* é 


Hv = у v — w)(v — ж) у 


т (еж) ж) 


Como v e w têm o mesmo comprimento, segue que v'v = w'w. Usando isso е a propriedade de simetria 
v'w = w'v do produto escalar, podemos reescrever o denominador na fórmula acima como 


(v — w)! (v — ж) -vvy—w 


Ty — vTw + ww = 2v! v — 2w!v 
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EXEMPLO 5 
Criando Entradas 
Nulas Usando 
Reflexões de 
Householder 


EXEMPLO 6 
Mais sobre 
Reflexões de 
Householder 


DECOMPOSIÇÃO QR 
USANDO REFLEXÕES 
DE HOUSEHOLDER 


do que segue que 


Hv —v (v — w)(v — м) у 


v?y — wv 


1 i T 
==. Т, Pois (v — w)' v é uma 
Sw д; ) matriz 1x1 


=v-(v-w=w 
Isso mostra que Н leva v em w. Reciprocamente, Н leva w em v porque Hw = H 'w = v. L| 


O Teorema 7.10.6 é importante porque fornece uma maneira de usar reflexões de Householder para 
transformar um vetor dado num vetor no qual algum componente específico é zero. Por exemplo, os vetores 


Y vil 

vo 0 
wel] € wel]: 

Un 0 


tem o mesmo comprimento, de modo que o Teorema 7.10.6 garante que existe alguma reflexáo de House- 
holder que leva v em w. Além disso, o escalar ||v|| poderia ter sido colocado em qualquer lugar de w, de 
modo que existem reflexões de Householder que levam v num vetor com zeros em quaisquer n — 1 posi- 
ções selecionadas. Aqui temos alguns exemplos. 


Encontre uma reflexão de Householder que leve o vetor y = (1, 2, 2) num vetor w que tenha o segundo e 
terceiro componentes nulos. 


Solução Сото |lv|| = 3, o vetor w = (3, 0, 0) tem a mesma norma do que v; assim, segue do Teorema 
7.10.6 que a reflexão de Householder no hiperplano (v — w)" leva v em w. A matriz de Householder Н 
dessa reflexão pode ser obtida por (16) com o vetor a = v — w = (-2, 2, 2) escrito em forma de coluna. 
Como a'a = ||а|| =12 , isso fornece 


2 100 1 -2 
H=1- as =|0 1 0|-- 2| [-2 2 2] 
а/а 6 
001 2 
1 2 2 
Y 00 1 4 -4 -4 3 3 3 
= |0, 1101-44 Ale 4 = 
0.0 4 - 4 4 2 _2 1 
3 3 3 
Deixamos a cargo do leitor escrever v e w em forma de coluna e confirmar que Ну = w. a 
Mostre que se у = (Уу, Vz .. . , V,), então existe uma reflexão de Householder que leva v num vetor da for- 
ma W= (V, V...,V,4,5,0,...., 0), ou seja, a reflexão preserva os primeiros k — 1 componentes de v, 


possivelmente modifica v,, e transforma os demais componentes, se houver, em zero. 


Solução Basta encontrar um valor de s para o qual ||v|| = |||, pois então o Teorema 7.10.6 garante que 
existe uma reflexão de Householder que leva v em w. Deixamos a cargo do leitor mostrar que qualquer um 
dos dois valores 


з= +4102 +0260 + cc +u (17) 


tem aquela propriedade. L| 


OBSERVAÇÃO Em algoritmos numéricos, uma escolha conscienciosa do sinal em (17) pode ajudar a re- 
duzir erros de arredondamento. 


Nosso próximo objetivo é ilustrar uma maneira pela qual as reflexões de Householder podem ser usadas pa- 
ra construir decomposições OR. Suponha, por exemplo, que estejamos procurando uma decomposição OR 
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de uma matriz 4 x 4 invertível 


x x x x 
җе x xw (18) 
x x x x 
x sx * 
Se conseguirmos encontrar três matrizes ortogonais Q,, Q, e О, tais que 
0.0.04 -R 
seja uma matriz triangular superior, então poderemos reescrever essa equação como 
A = Q7'Q3'Q3`R = Qi Q3 Q3 R = ОК (19) 


que será uma decomposição QR de A com Q = QT Q7 Q7. 

Como um primeiro passo para implementar essa idéia, seja Q, a matriz de Householder de uma re- 
flexão de Householder que “zera” as segunda, terceira e quarta entradas da primeira coluna de A. Assim, 
o produto Q, é da forma 


ОА = (20) 


X X X x 
X X Xx 
X X X x 


ooox 


onde as entradas representadas com um х'$ não precisam ser iguais àquelas em (18). 

Agora queremos introduzir zeros abaixo da diagonal principal na segunda coluna sem destruir os ze- 
ros já criados em (20). Para obter isso, olhamos para a submatriz 3 x 3 no canto inferior direito de (20) e 
tomamos a matriz de Householder H, de tamanho 3 x 3 de uma reflexão de Householder que “zera” as se- 
gunda e terceira entradas da primeira coluna da submatriz. Formando a matriz 


110 0 0 
0; 

Q= o! ГА 
0! 


temos que О, é ortogonal (verifique) e О,0,А é da forma 


x x 


Q;QiA = (21) 


o 
Sox x 
X X X x 


x 
x 
x 


Em seguida, olhamos para a submatriz 2 x 2 no canto inferior direito de (21) e tomamos a matriz de 
Householder H, de tamanho 2 x 2 de uma reflexão de Householder que “zera” a segunda entrada da pri- 
meira coluna da submatriz. Formando a matriz 


0302014 = 


Sox 
охх 
оххх 
X X X X 


0 0 


A matriz R do lado direito dessa equação é triangular superior, de modo que (19) é uma decomposição QR 
de A. Aqui temos um exemplo. 
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EXEMPLO 7 
Decomposição OR 
Usando Reflexões 
de Householder 


Use reflexões de Householder para construir uma decomposição OR de 


1 3 1 
As | 51 =2 
Di cdi i-a 


Solução Mostramos no Exemplo 5 que podemos zerar as segunda e terceira entradas da primeira colu- 
na de А com a matriz de Householder 


1 2 2 
зз Я 
a=|} 153 
2 2 1 
з °з 3 
Calculando Q, obtemos 
їй 2 
3 3 $ 1-3 | 3-5 -3 
ОА = 3 3 -2 2 -5 -2|=|0 3 2 (22) 
2.2 1112 = -3 па 1 
ETE 3 


Agora consideramos a matriz B de tamanho 2 x 2 no canto inferior direito de (22), ou seja, 


s-[ i 


Deixamos a cargo do leitor mostrar que a segunda entrada da primeira coluna de B é zerada pela matriz de 
Householder 


3 4 

qs 4 

zc T 

$ 3 
Agora formamos a matriz 
L O 0 
о-о i i 
Pm 
$ 1$ 


e multiplicamos (22) à esquerda por Q, para obter 


I 2 1 
| 0 010115 ГЕЗ 1 3-5 -3 
О01А= 10 3 ¿[12 1 -2[l2 -5 -2|=|0 5 2 
б € alla е: gts 0 0 1 
X X 3 9. Е 
Assim, 
L 2 S 
La m S $ wp Y US 
- E 8 3 
A=|2 -5 2|=|3 3 -¿|jo 2 ¿ffjo 5 2 
2-4 -3 2 2 Ello 4 ¿[10 0 1 
E 3 3X $5 S 
1 d $in os з 
=|2 -1 illo s 2 
2 2 1 |] PR 1 
3 13 15 


que é uma decomposição OR de A. = 
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REFLEXÕES DE Nas aplicações, onde precisamos calcular a reflexão de Householder de um vetor num hiperplano, não pre- 
HOUSEHOLDER EM  cisamos calcular a matriz de Householder explicitamente. Em vez disto, se Н é a matriz canônica de uma 
APLICAÇÕES reflexão de Householder num hiperplano a”, então é costume calcular Hx usando (16) para reescrever es- 

se produto como 


Hx=(1- „зз! x=x- fa (23) 


onde В = 2a'x/a'a. Como essa fórmula expressa Hx diretamente em termos de a e x, não há necessida- 
de de encontrar H explicitamente para o cálculo de Hx. No caso especial em que a é um vetor unitário, a 
Fórmula (23) simplifica para 


Hx = x — Ba = x — 2(a/x)a = x — 2(a - x)a (24) 


Observe que a parcela 2(a - x)a nessa fórmula é o dobro da projeção ortogonal de x sobre a. 


Exercícios 7.10 
| Nos Exercícios 1 até 6, é dada uma matriz A de posto-coluna máximo. | Nos Exercícios 11 e 12, encontre a matriz canônica H da reflexão de R° 
| Encontre uma decomposição QR de A. no plano dado e use H para encontrar a reflexão de b naquele plano. 
ls aj 12 11. 2x — y + 3z = 0; b = (1,2,2) 
L Am [ | 2. А= |0 1 
2 8 14 12. x + y — 4z = 0; b=(1,0, 1) 
Nos Exercícios 13 até 16, encontre a matriz canônica H da reflexão de 
4. 4 102 Р? 1 
"T 1509 "^T | (ou R^) no hiperplano a”. 
2} 1 1 2 
13. а= (1, 21,1) 14. а= (1, -1, 2) 
Load 1 10:01 15. а =(0,1,-1,3) 16. а= (-1,2, 3, 1) 
=Í 11 2 == 
5. А= |111 6. А = 1 00«41 Nos Exercícios 17 e 18, são dados vetores v e w de mesmo compri- 
031 23 10 mento. Encontre a matriz de Houscholder H tal que Hv = w, quando v 


€ w estão dados em forma de coluna. 


| Nos Exercícios 7 até 10, use a decomposição QR de A e o método 17 

do Exemplo 2 para encontrar a solução de mínimos quadrados do - (2) у= (3,4), ж = (5,0) 

| sistema Ах = b. (b) у= (3,4), ж = (0,5) 

o © у= (3,4), w=(2%,-%) 
1 


7. A matriz A do Exercício 3;b = | 1 |. 18. (a) v=(1,D), ж= (42,0) 
0 (b) у= (1,1), w= (0, V2) 
© v=(1,1), w= (2, 155) 
1 
8. A matriz A do Exercício 4;b = [ i Nos Exercícios 19 e 20, encontre a matriz canônica H da reflexão 
3 de Householder que leva o vetor v num vetor cujos dois últimos 
7 componentes são nulos. 
9. A matriz A do Exercício 5;b = | 31 19. v=(-2,1,2) 20. v=(1,-2,2) 
1 
Nos Exercícios 21 até 24, use reflexões de Houscholder e o método do 
Exemplo 7 para encontrar uma decomposição QR da matriz dada. 
10. A matriz A do Exercício 6;b = | . |. 
2 - 10 
l 21. [ ] 2.10 2 
0 d 
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pow d їй m i 
a|-1- 3 Ma al 
0.4 5 E 

jo 01 


25. Use a decomposição QR de A dada para resolver o sistema linear 
Ах = b sem calcular A ': 


Discussáo e Descoberta 


DI. Sc e, e, c e, são os vetores da base canônica de К”, então as matrizes 
canônicas das reflexões de A nos hiperplanos ej, e; ee; são 
. Tente generalizar esse resultado para o К^. 


D2. A matriz canónica da reflexão de R? na reta y = mx é 


Trabalhando com Provas 


P1. Use a Definição 7.10.4 para provar que matrizes de Houscholder 
P2. Use a Definição 7.10.4 para provar que matrizes de Houscholder 
sáo ortogonais. 


Usando Recursos Computacionais 


Т1. A maioria das ferramentas computacionais tem um comando para 
encontrar decomposições QR. Use esse comando para encontrar a 
decomposição OR das matrizes dadas nos Exemplos 1 e 2. 


T2. Construa uma decomposição QR da matriz 


p I1 
А= |10 2 
012 
aplicando o processo de Gram-Schmidt aos vetores-coluna para en- 
contrar Q e usando a Fórmula (5) para calcular R. Compare sua res- 
posta com a produzida pela sua ferramenta utilizando o comando 
para calcular decomposições QR. 
T3. Considere o sistema linear 
ху +5x2 + 3x3 = 0,8 
хі + 3x2 + 4x3 = 0,8 
xi 0 + 5х3 = 0,6 
xi +20 + x = 0,4 
Encontre a solução de mínimos quadrados do sistema usando о 
comando de sua ferramenta computacional. Compare sua respos- 


ta com a obtida encontrando uma decomposição OR da matriz de 
coeficientes e aplicando o método do Exemplo 2. 


26. (a) Confirme a validade da Fórmula (23). [Sugestão: ax=a-x 
é um escalar.] 

(b) Seja H a matriz canónica da reflexão de Houscholder de R'no 
hiperplano a”, onde a = (1, 1, 1). Use a Fórmula (23) para en- 
contrar a imagem do vetor x = (3, 4, 1) nessa reflexão sem cal- 
cular H. Confira sua resposta encontrando H e calculando Hx 
com x em forma de coluna. 


D3. Para qual(is) valor(es) de s, se houver, existe uma reflexão de Hou- 
seholder que leva v = (3, 4, —7, 2) em w = (3, 4, 5, 0)? 


D4. Encontre uma reta y = mx tal que a reflexão de А? nessa reta leva 
у= (5, 12) em w= (13, 0). 


D5. Encontre um plano z = ax + by tal que a reflexão de R° nesse plano 
leva v = (1,2, 2) em w = (0, 0, 3). 


P3. Prove que a matriz R em (2) é invertível mostrando que tem entradas 
diagonais não-nulas. (Sugestão: O Teorema 7.9.6 implica que w, po- 
de ser expresso como uma combinação linear de q,, qx» . .., q] 


P4. Prove que se A = QR é uma decomposição QR de A, então os vetores- 
coluna de О formam uma base ortonormal do espago-coluna de A. 


T4. Use reflexões de Houscholder e o método do Exemplo 7 para en- 
contrar uma decomposição OR da matriz 


1 2 4 
-l -2 3 
0.4 5 


Compare sua resposta com a resposta produzida pela sua ferramen- 
ta utilizando o comando para encontrar decomposições QR. 


Т5. (SCS) Mostre que se a = (a, b, с) é um vetor não-nulo em R’, então 
a matriz canónica Н da reflexão de А no hiperplano a” é 


1- 2а? E 2ab y 2ac 
а +02 +e? а +? + с2 а? +02 + с2 

fim] — 25 1 — __ De 
а +62 + с? а +62 + с? а? bec 

2ас 2bc 2c? 
-apoya apoya lU Apoya 


SISTEMAS DE 
COORDENADAS NÃO- 
RETANGULARES 
EMR ЕВ? 


(b) 
Figura 7.11.1 


Figura 7.11.2 
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Seção 7.11 Coordenadas em Relação a uma Base 


Uma base que é conveniente para um propósito pode não ser conveniente para um outro, portanto é comum em vá- 
rias aplicações trabalhar com várias bases no mesmo problema. Nesta seção, consideraremos como resultados em rela- 
ção a uma base podem ser convertidos para resultados em relação a uma outra base. 


Nosso primeiro objetivo nesta seção é estender a noção de sistema de coordenadas de R° e R° para А" utili- 
zando um ponto de vista vetorial. Para isso, lembre que num sistema de coordenadas retangulares xy em R? 
associamos um par de coordenadas (a, b) com um ponto P projetando o ponto sobre os eixos coordenados e 
encontrando as distâncias algébricas dos pontos projetados até a origem. Isso estabelece uma bijeção entre 
os pontos do plano e os pares ordenados de números reais. A mesma bijeção pode ser obtida considerando 


os vetores unitários i e j nos eixos x e y positivos e expressando o vetor OP comoa combinação linear 
OP =ai+bj 


(Figura 7.11.1a). Como os coeficientes nessa combinação linear são iguais às coordenadas obtidas usan- 
do os eixos coordenados, podemos ver as coordenadas de um ponto P num sistema de coordenadas re- 
tangulares xy como o par ordenado de coeficientes que resulta se ОР é expresso em termos da base or- 
denada* В = (i, j). Analogamente, as coordenadas (a, b, c) de um ponto P num sistema de coordenadas 
retangulares xyz podem ser vistas como os coeficientes da combinação linear 


OP =ai+bj+ck 


da base ordenada В = (i, j, К} (Figura 7.11.15). 

Para estabelecer uma bijeção entre os pontos do plano e os pares ordenados de números reais, 
não é essencial que os vetores da base sejam ortogonais ou que tenham comprimento 1. Por exemplo, 
se B = (v,, v,) é uma base ordenada qualquer de К’, então para cada ponto P do plano existe exatamen- 
te uma única maneira de expressar o vetor OP como uma combinação linear 


ОР = avi + bv; 


Assim, a base ordenada В associa um único раг de números (а, Б) com о ponto Р e reciprocamente. Des- 
se modo, podemos pensar na base В = (v,, v,) como definindo um “sistema de coordenadas generaliza- 
do” em que as coordenadas (a, b) de um ponto P nos dizem que para alcançar o ponto P a partir da origem 
devemos efetuar um deslocamento de av, seguido de um deslocamento de bv, (Figura 7.11.2). Mais geral- 
mente, podemos pensar numa base ordenada В = (v,, У,,..., v,) de R” como definindo um sistema de 
coordenadas generalizado em que cada ponto 


X = ау + а) +. +а,у, 


ет R” é representado pela énupla de “coordenadas” (а, a, . . . , a,). 


ə (3, 2) 


-3v,-2v, =v; vi 2v, 5v 


O ponto (3, 2) pode ser alcançado a partir 
2v, da origem por um deslocamento de 3v, 
seguido de um deslocamento de 2v;. 


* É importante a ordem na qual são listados os vetores da base, pois mudando a ordem dos vetores mudamos a ordem das coordenadas. Em 


geral, quando precisamos seguir a ordem na qual listamos os vetores de uma base, dizemos que a base é uma base ordenada. Nesta se- 
ção, consideraremos todas as bases como sendo ordenadas, mesmo se não o mencionarmos explicitamente. 
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EXEMPLO 1 
Encontrando 
Coordenadas 


EXEMPLO 2 
Coordenadas 
em Relação à 


Base Canônica 


Motivados por esta discussão, introduzimos as definições seguintes. 


Definição 7.11.1 SeB=(v,, V» ..., v,) é uma base ordenada de um subespaço W de R" e se 
№ = ау + avo t b агур 
é a expressão de um vetor w em W como uma combinação linear dos vetores em B, então dizemos que 


01,02, ... Qs 


são as coordenadas de w em relação a B e, mais especificamente, dizemos que a, é a coordenada v, de 
w. A k-upla de coordenadas é denotada por 


(ж)в = (a1, a2, ..., ax) 
e denominada vetor de coordenadas de w em relação a B e o vetor-coluna de coordenadas é denotado por 


а 

a 
[w]; = 

ak 


e denominado matriz de coordenadas de w em relação a B. 


No Exemplo 2(a) da Seção 7.2 mostramos que os vetores 
ү = (1,2,1), у›=(1,—-1,3), м = (1,1,4) 
formam uma base de R’. 


(a) Encontre o vetor de coordenadas e a matriz de coordenadas do vetor w = (4, 9, 8) em relação à ba- 
se ordenada B = (v,, V» vi]. 


(b) Encontre o vetor w em А cujo vetor de coordenadas em relação a B é (ж), = (1, 2, -3) 


Solução (a) No Exemplo 2(b) da Seção 7.2 mostramos que w pode ser expresso como 
w —3v, — үз +2v3 


Assim, 
3 
(ж)в = (3, –1,2) e [wa= | -1 
2 


Solução (b) As entradas do vetor de coordenadas nos dizem como expressar w como combinação linear 
dos vetores da base: 


Ww = vj + 2v2 — 3v; = (1,2, 1) + 2(1, 71,3) — 3(1, 1, 4) = (0, —3, —5) = 


SeS=(e,e,...,e,) é a base canónica de R e w = (w, w,,..., W,), então w pode ser expresso como 
uma combinação linear dos vetores da base canônica por 


w=uw(1,0,...,0) + w(0, 1,...,0) +--- w4(0,0,..., 1) = ше + ие + +++ + umen 


Assim, 
(w)s = (W,,W,..., Wn) =W (1) 


Desse modo, os componentes de w são iguais às coordenadas em relação à base canônica. Se w é escrito 
em forma de coluna, então 


wi 
ш; 

[ж]; = {|=#” (2) 
Wn 


Quando pensamos nos componentes de um vetor em R” como as coordenadas em relação à base ыг 
dizemos que essas coordenadas são as coordenadas canônicas do vetor. 
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COORDENADAS EM 


RELAÇÃO A UMA 
BASE ORTONORMAL 


EXEMPLO 3 
Encontrando 
Coordenadas em 
Relação a uma 
Base Ortonormal 


CALCULANDO COM 
COORDENADAS EM 
RELAÇÃO A UMA 
BASE ORTONORMAL 


EXEMPLO 4 
Calculando com 
Coordenadas 


Lembre que, pelo Teorema 7.9.4, se В = (v, у,,..., Y,) é uma base ortonormal de um subespaço W de А" 
e se w é um vetor em W, então a expressão de w como combinação linear dos vetores de B é 


w=(wevi)vi + (w + v2)v2 +-+- + (Wo ve)ve 


Assim, o vetor de coordenadas de w em relação a B é 


(%)в = ((w + v1), (W + vo), ..., (n vi) (3) 


Esse resultado é notável porque nos diz que os componentes de um vetor em relação a uma base ortonor- 
mal podem ser obtidos calculando produtos escalares apropriados, enquanto que, em relação a uma base 
qualquer, geralmente é necessário resolver um sistema linear (como no Exemplo 1). Isso é mais uma van- 
tagem computacional das bases ortonormais. 


Mostramos no Exemplo 3 da Seção 7.9 que os vetores 


"=@-Ь9. n-(.3.9). 


7717)» v =($,2,-3) 


9279» T 


formam uma base ortonormal de R”. Encontre o vetor de coordenadas de w = (1, -1, 1) em relação à ba- 
se B = (v, Va, Vi). 

Solução Deixamos a cargo do leitor mostrar que 

wn=5, w.w=]) 


aja 


, 1) ou, em forma de coluna, 


Ш 
~ 
~| 


Assim, (№) в 


[w]s = 


чие kh чш 


O próximo teorema mostra que se В é uma base ortonormal, então a norma de um vetor é igual à nor- 
ma de seu vetor de coordenadas e o produto escalar entre dois vetores é igual ao produto escalar de 
seus vetores de coordenadas. 


Teorema 7.11.2 Se B é uma base ortonormal de um subespaço k-dimensional W de К" e seu, v e w 
são vetores em W com vetores de coordenadas 


(и)в = (u1, u2, ..., 14k), (у)в = (Vi, 02,..., vk), (ж)в = (W1,W2,..., шк) 


então 


(a) Iwl = ш} + ш} +--+ ш = (Wal 


(b) u* V — иш + ио ++ uv = (ш) в • (У)в 


PROBLEMA CONCEITUAL Esse teorema permanece válido se a base não for ortonormal? Explique. 


Seja В = (v,, v,, v,) a base ortonormal de R° que foi dada no Exemplo 3 e seja w = (1, –1, 1). Mostramos 
no Exemplo 3 que (w)5 = (2), 3, 1). Assim, 


Iwal = ү (25 + (8) + (2) = УЗ = Iwi 


como garante a parte (a) do Teorema 7.11.2. ш 


Chegamos agora ao problema fundamental desta seção. 
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O Problema da Mudança de Base Se w é um vetor em R” e se mudarmos a base de А" de uma base 
B para uma base В’, então qual será a relação entre as matrizes de coordenadas [w,] e [ж]? 


Para resolver esse problema, é conveniente dizer que a “base antiga” é a base B e que a “base nova” 
é B'. Assim, nosso objetivo é encontrar uma relação entre as coordenadas antigas e as novas de um vetor 
w dado. Para simplificar a notação, vamos resolver o problema em Rº. Para isso, sejam 


B-[vw,v e В = [%, у] 


as bases antiga e nova, respectivamente, e suponha que as matrizes de coordenadas dos vetores da base an- 
tiga em relação à base nova sejam 


[vis = [5] e [va = Й (4) 


Portanto, 

v= av; + by; 
= (5) 
уз = су; + йу; 


Agora seja w um vetor qualquer em W e seja 


k 
[w]s = М (6) 
a matriz de coordenadas antigas, ou seja, 
м = КУ + Kov» (7) 


Para encontrar а matriz de coordenadas novas рага w devemos expressar w em termos da nova base B'. Ра- 
ra isso, substituímos (5) em (7) para obter 


w = (ау; + Буз) + (сут + дуз) 
que podemos reescrever como 
w = (ka + Юс)у\ + (kb + kod) v 


Assim, 


ns kia + Кус 
e | p4 tad 


Agora, usando (6), podemos expressar isso como 

“ _ [ha+khc] [a c k] [a с 

мв = ү + Fa E b d [s] E [; al Iv] (8) 
que é a relação que estamos procurando, pois diz que a matriz de coordenadas novas pode ser obtida mul- 
tiplicando a matriz de coordenadas antigas por 


[5 | = [м] | [vale] ©) 


Vamos denotar essa matriz por Р, „ para indicar que ela transforma as coordenadas na base B nas coor- 
denadas na base В’. Usando essa notação, podemos expressar (8) como 


wa = Рв. в'[м]в 


Embora essa relação tenha sido deduzida para o А? para simplificar a notação, a mesma relação va- 
le em R”. O resultado geral é o seguinte. 


Teorema 7.11.3 (Solução do Problema de Mudança de Base) Se w é um vetor em R" e se B = (y, 
Was Vu) 6B ш [vi Va, - --, V,) São bases de R”, então as matrizes de coordenadas de w em relação 
às duas bases estão relacionadas pela equação 


[w]e = Рв-.в'[#]в (10) 


EXEMPLO 5 
Matrizes de 
Transição 
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onde 
Рв-›в' = [vi]e | [valo | >>> | [Ул1в'] (11) 


Essa matriz é denominada a matriz de transição (ou matriz de mudança de base) de B para B'. 


OBSERVAÇÃO A Fórmula (10) pode gerar alguma confusão quando usamos letras diferentes para as ba- 
ses ou quando trocamos os papéis de B e В’, mas isso não ocorre se lembrarmos que as colunas na matriz 
de transição são as matrizes de coordenadas da base da qual estamos transformando (a “antiga”) em rela- 
ção à base para a qual estamos transformando (a “поуа”). 
Considere as bases В, = {e,, €,} e B, = (v,, v,) de R°, onde 
e = (1,0), e=(0,1, м = (1,1), w=(2,1) 
(a) Encontre a matriz de transição де В, para В,. 
(b) Use a matriz de transição de B, рага В, para encontrar [W] s., sabendo que 


[w]s, = M (12) 


(c) Encontre a matriz de transição de В, para В,. 
(d) Use a matriz de transição de В, para В, para recuperar o vetor [w] z, a partir do vetor [W];. 
Solução (a) Сото estamos transformando para as coordenadas В,, a matriz de transição necessária é 


Pp; = [[е1]в, | [e2].] (13) 


Deixamos a cargo do leitor mostrar que 
e; = —vi tv? 
ез = 21; -v 


de onde obtemos 


Е -1 2 
[е1]в = [ 1 e [е2]в, = [i 


Assim, a matriz de transição de B, para B, é 


-1 2 
Ps. p; = [(е1]в, | [e2]5.] = | 1 | (14) 


Solução (b) Usando (12) e (14) obtemos 


-1 2117 —3 
[м]в, = Рв, в,[ж]в, = [ 1 al И = [ q (15) 


Para conferir, (12) e (15) deveriam corresponder ao mesmo vetor w. Isso de fato ocorre, pois (12) fornece 


w=% +2 =] +2] = |;] 


e (15) fornece 


o ia 


Solução (c) Como estamos transformando para as coordenadas B,, a matriz de transição necessária é 
Ps... p, = [[vils, | [v215,] 


Mas В, é a matriz canônica, de modo que escrevendo v, e у, em forma de coluna, temos [vi]p, = vie 
[у2]в, = v2. Assim, 
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Paco = lodo, vado] =з 1 va [ Я ae 


Solução (d) Usando (15) e (16) obtemos 


їч)» = Po 0 lwla, = [i 1] I A f 


que é consistente com (12). LI 
Se B,, B, e B, são bases de К^, então é razoável, embora não o demonstremos formalmente, que 

Poem Prom = Phan an 
Isso ocorre porque a multiplicação por Pa, — a, leva coordenadas В, em coordenadas В, e a multiplicação por 
Рь, в, leva coordenadas В, em coordenadas B,, de modo que o efeito de primeiro multiplicar por Ра „в, € 
depois por Pp, p, é levar coordenadas В, em coordenadas В, Em particular, se B e B' são duas bases de W, 
então 

PyaP Pas (18) 
Mas P, „ = | (porqué), de modo que (18) implica que Р, „е Р, „y São invertíveis e inversas uma da outra. 
Teorema 7.11.4. Se Ве B' são bases de К. então as matrizes de transição Р, „е Р, a São inverti- 
veis e inversas uma da outra, ou seja, 

Pr Pr Pra =P 
Para as bases no Exemplo 5 obtivemos 

12 =] om 

"NT 
Uma simples multiplicação mostra que essas matrizes são inversas uma da outra, como garante o 
Teorema 7.11.4. LI 
Nosso próximo objetivo é desenvolver uma técnica eficaz para encontrar matrizes de transição. Para is- 
so sejam В = {у у>... ,ү,}е B' = (vj, vj... v,) duas bases de К^ e vejamos como são calculadas as 
colunas da matriz de transição 

Рав = [ido | vala 1 Hv] аә 


As entradas de [vj] São os coeficientes necessários para expressar y, como uma combinação linear de 
Vis Vis == ++ Va ©, portanto, podem ser obtidos resolvendo o sistema linear 


Ini no ney Qo 
cuja matriz aumentada é 
моз mtv] ар 


Como vi, v, sss V. são linearmente independentes, a matriz de coeficientes em (20) tem posto n, de mo- 
do que sua forma escalonada reduzida por linhas é a matriz identidade. Portanto, a forma escalonada re- 
duzida por linhas de (21) € 

ель] 
Assim, mostramos que [v,]y Є a matriz que resulta do lado direito quando são efetuadas operações ele- 
mentares sobre as linhas em (21) para reduzir o lado esquerdo à matriz identidade. Contudo, em vez de 
calcular uma coluna de cada vez, podemos obter todas as colunas de (19) de uma só vez efetuando opera- 
ções elementares sobre as linhas da matriz 

va e xam mo va) Q2) 


para reduzi-laa 
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EXEMPLO 7 
Matrizes de 
Transição com 
Redução por Linhas 


APLICAÇÃO DE 
COORDENADAS 


[live [vole «++ (vle) = [11 Poo] (23) 


Resumindo, se continuarmos a dizer que В = (v,, у,,..., v,) € a base antiga e que B’ = (Y), У, ..., Vn} 
é a base nova, então o processo de obter (23) a partir de (22) por meio de operações sobre as linhas é ilus- 
trado no diagrama 


operações sobre as linhas 
[ base nova | base antiga ] — [7 | transição da antiga para a nova ] (24) 
Resumindo, temos o procedimento seguinte para encontrar matrizes de transigáo através de redugáo por linhas: 


Um Procedimento para calcular P, .,. 
Passo 1. Forme a matriz [B' | B]. 
Passo 2. Use operações elementares sobre as linhas para reduzir a matriz do Passo 1 à forma esca- 


lonada reduzida por linhas. 
Passo 3. А matriz resultante será [Z | Ps. 5]. 
Passo 4. Extraia a matriz Ps. в' do lado direito da matriz do Passo 3. 


No Exemplo 5 encontramos as matrizes de transição entre as bases В, = (e, e;) e B, = (v,, v;) de R°, com 
е = (1,0), e=(0,1, v=(1,1, у = (2,1) 

Encontre essas matrizes de transição usando (24). 

Solução Рага encontrar a matriz de transição Рр... в, reduzimos a matriz 


1 211.50 
(ms 1вї= [| 101 
para tornar o lado esquerdo igual à matriz identidade. Isso fornece (verifique) 
1 01-1 2 
шал [0 na 3 


que confere com (14). Para encontrar a matriz de transição p... в, reduzimos a matriz 


1.011 2 
Ba =le 111 d 


para tornar o lado esquerdo igual à matriz identidade. Contudo, o lado esquerdo já é igual à identidade e 
não há mais nada a fazer; vemos imediatamente que 


Z 
Pg, p, = р | 


que confere com (16). Г] 
OBSERVAÇÃO А segunda parte desse exemplo ilustra o seguinte fato geral: Se В = (v,, Y»,..., Y,) é uma 
base de А", então a matriz de transição de B para a base canónica 5 de R” € 


Рр. = [vi | v2 | -++ | Va] (25) 


Se B é uma base de R”, então a transformação 
х > (х), ou, em notação de colunas, х > [х], 


é denominada aplicação de coordenadas de B. Nos exercícios pedimos ao leitor mostrar que as relações 
seguintes valem para qualquer escalar c e quaisquer vetores v e w em R”: 


(су)в = с(у)в e [cv]a =clvls (26) 
(у + wa = (У)в + (®)в е [v+w]s = [v]a +[w]s (27) 
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TRANSIÇÃO 
ENTRE BASES 
ORTONORMAIS 


EXEMPLO 8 
Uma Rotação da 
Base Canónica де А 


Segue dessas relações que a aplicação de coordenadas de B é um operador linear de R”. Além disso, 
como vetores distintos em R” têm vetores de coordenadas distintos em relação a B (por quê?), segue que a 
aplicação de coordenadas é injetora (e portanto também sobre, pelo Teorema 6.3.14). No caso em que B é 
uma base ortonormal segue pelo Teorema 7.11.2 que a aplicação de coordenadas preserva o comprimen- 
to e o produto escalar, ou seja, é um operador ortogonal de R”. 


Teorema 7.11.5 Se B é uma base de К", então a aplicação de coordenadas x — (х), (ou x > 
[х],) é um operador linear injetor de К". Além disso, se В é uma base ortonormal de К”, então é 
um operador ortogonal. 


Deixamos como exercício usar o Teorema 3.4.4 e o fato de aplicações de coordenadas serem sobre 
para provar o resultado seguinte. 


Teorema 7.11.6 SeA eC são matrizes m x n e se В é uma base qualquer de К”, então A = C se, e so- 
mente se, A[x], = CIX]; para cada x em R'. 


Esse teorema é útil por fornecer uma maneira de usar matrizes de coordenadas para determinar se duas 
matrizes são iguais em casos em que as entradas dessas matrizes não são explicitamente conhecidas. 


Consideramos agora uma propriedade fundamental de matrizes de transição entre bases ortonormais. 


Teorema 7.11.7 Se B e B' são bases ortonormais de R”, então as matrizes de transição P, ,p e 
Р}. „в São ortogonais. 


Prova Сото Pgs e Pp... в São inversas, basta provar que Pp.,p: é ortogonal, pois a ortogonalida- 
de de Pp-.,p então segue pelo Teorema 6.2.3. Sejam, pois, B e B' bases ortonormais de R” e suponha 
que В = (v,, V» . . ., Y, ). Para provar que 


Pg. p = [Ivilo | [v] | +++ | [volo] (28) 


é uma matriz ortogonal, basta mostrar que os vetores-coluna são ortonormais (ver Teorema 6.2.5). Mas is- 
so segue do Teorema 7.11.2, pois 


livel © lvl 2 1 e (v]e*[v]]g 2 visvj70 Ej) н 


Sejam S = (e,, e,) a base canónica de ReB= (v,, V2} a base que resulta girando os vetores de S 

em torno da origem por um ángulo 6. Por (25) e pela Figura 7.11.3 vemos que a matriz de transigáo 

de B para S é 

cosÓ —sen 

senó  cos8 

Essa matriz é ortogonal, como garante o Teorema 7.11.7, e portanto a matriz de transição de S para B é 
cosÓ sen 


РТ = Р;,р = = 
S32 ЕЕ cosó 


Ре аме | 


Figura 7.11.3 


APLICAÇÃO А Мо Capítulo 6, discutimos as rotações em torno da origem de R° e R°. Naquela discussão, os eixos coorde- 


ROTAÇÃO DE EIXOS 
COORDENADOS 


nados permaneciam fixos e os vetores eram girados. Contudo, existem muitos tipos de problemas em que é 
preferível pensar nos vetores como permanecendo fixos e os eixos sendo girados. Aqui temos um exemplo. 


EXEMPLO 9 
Rotação dos Eixos 
Coordenados de R^ 


(b) 
Figura 7.11.4 


NOVAS MANEIRAS 
DE PENSAR 
SOBRE MATRIZES 
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Sejam xy um sistema de coordenadas retangulares dado e x'y' o sistema de coordenadas retangulares ob- 
tido girando o sistema xy em torno da origem por um ángulo 6. Como agora temos dois sistemas de coor- 
denadas, cada ponto Q do plano tem dois pares de coordenadas, um par de coordenadas (x, y) em relação 
ao sistema xy e um par de coordenadas (x', y”) em relação ao sistema x'y' (Figura 7.11.4a). Para encontrar 
uma relação entre os dois pares de coordenadas, tratamos a rotação dos eixos como uma mudança de ba- 
se da base canónica S = (e,, e,) para a base B = (v,, v,) onde e, e e, estão ao longo dos eixos x e y positi- 
vos, respectivamente, e v, e v, são vetores unitários ao longo dos eixos x' e y' positivos, respectivamente 
(Figura 7.11.4b). Como os vetores em B resultam da rotação dos vetores de S em torno da origem pelo án- 
gulo 6, segue do Exemplo 8 que as matrizes de transição entre as duas bases são 


cosg —sen cosÓ sen 
[о cal о Pam |_ é (29-30) 


Assim, a relagáo entre os dois pares de coordenadas pode ser expresso por 
x cosg — sen _ | eos8 sen x 1-32 
y send соѕ0 y] L-sen80 cos] [у (91-92) 


Se preferirmos, essas relagóes matriciais podem ser expressas em forma de equagóes como 


x = х'соѕ0 — y'senô x’ = хсоѕ0 + y senü (33-34) 
y = x' senÓ + y'cosó у! = —xsenÓ + ycosó 
Essas equações são denominadas equações de rotação do plano. L| 


OBSERVAÇÃO Se compararmos a matriz de transição em (32) com a matriz de rotação R, na Fórmula (16) 
da Seção 6.1, veremos que uma é a inversa da outra. Isso era de se esperar pois girando os eixos coorde- 
nados por um ángulo 9 com os vetores mantidos fixos tem o mesmo efeito de girar os vetores por um án- 
gulo —0 com os eixos mantidos fixos. 


As coordenadas fornecem uma nova maneira de pensar sobre matrizes. Por exemplo, embora seja natu- 
ral pensar em 


- 


como um vetor em R° de componentes x, = 2 e x, = 3, também podemos pensar em x como um vetor 
de coordenadas 


х = |w]g 
em que В = (v,, v,) é uma base qualquer de R? e w é o vetor 
w=2v,+3v, 


As coordenadas e as matrizes de transição também fornecem uma nova maneira de pensar sobre matrizes 
invertíveis. Por exemplo, embora a matriz invertível 


13 
A= E 3] (35) 


possa ser vista como a matriz de coeficientes de um sistema linear, ela também pode ser vista como a ma- 
triz de transição da base 


|12). E] 


para a base canónica 5 = (e,, e,). Mais geralmente, temos o resultado seguinte. 


Teorema 7.11.8 Se P é uma matriz invertível n хп com vetores-coluna p,, P», . . ., P, então P é a ma- 


triz de transição da base В = (p, P» . .., p,) de R” para a base canónica S = (e, e, ...,€,) de R". 


PROBLEMA CONCEITUAL De que outras maneiras poderíamos interpretar (35) como uma matriz de transição? 


No caso especial em que Р é uma matriz ortogonal 2 x 2 ou 3 x 3 е det(P) = 1, a matriz P representa 
uma rotação, que podemos ver ou como uma rotação dos vetores ou uma mudança de coordenadas resultan- 
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te de uma rotação dos eixos coordenados. Por exemplo, se Р = [p, p.] 62 х 2 e se vemos P como a matriz 
canônica de um operador linear, então a multiplicação por P representa a rotação de R que gira e, e e, para 
р, € p», respectivamente. Alternativamente, se vemos a mesma matriz P como uma matriz de transição, en- 
tão segue do Teorema 7.11.3 que a multiplicação por P muda as coordenadas em relação ao sistema de coor- 
denadas retangulares cujos eixos positivos estão na direção e sentido dos vetores p, e p, para as coordena- 
das em relação ao sistema de coordenadas retangulares girado cujos eixos positivos estão na direção e sen- 
tido dos vetores e, e e,; portanto, a multiplicação por P = P” muda as coordenadas em relação ao sistema 
cujos eixos positivos estão na direção e sentido dos vetores e, e e, para as coordenadas em relação ao siste- 
ma cujos eixos positivos estão na direção e sentido dos vetores p, e p,. Essas duas interpretações de 


Ld 1 1 
-[ al e | Ei + 
A Y TA A 


estáo ilustradas na Figura 7.11.5 


"Ci 


Multiplicação por P como 
uma rotação de vetores. 


Figura 7.11.5 (a) 


Exercícios 7.11 


1. Encontre (w); e [w], em relação à base В = (v,, v.) de №. 
(а) w= (3, –7); vi = (1,0), v; = (0, 1) 
(6) w= (1,1); м = (2, -4), у = (3, 8) 


2. Encontre (w), e [w], em relação à base В = (v,, v,) de R°. 
(а) w= (-2,5); vi = (1,0), v; = (0, 1) 
(b ж = (7, 2); vi = (3, –5), va = (4,7) 


3. Encontre (w), e [w], em relação à base В = (v,, v, V3} de А saben- 
do que w = (2, -1, 3); v, = (1, 0, 0), у, = (2, 2, 0), v, = (3, 3, 3). 


4. Encontre (ж), e [ж], em relação à base В = (v,, Va v;) de А? saben- 
do que w= (5, -12, 3); v, = (1, 2, 3), v, = (-4, 5, 6), v,=(7,-8, 9). 


5. Seja В a base К” do Exercício 3. Encontre o vetor u tal que (ш), = 
(7,2, 1). 


6. Seja В a base R° do Exercício 4. Encontre o vetor u tal que (ш), = 
(8, —5, 4). 


Nos Exercícios 7 até 10, encontre o vetor de coordenadas de w em re- 
lacáo à base ortonormal dos vetores v dada. 


т. м = (3,7); м = (4-5 № = (5. 5) 


8. w=(1,0,2 м = (5,3. 5). e = (5.5-4) 


м= (5.3.3) 


E 


y 
(0,1) =, 


A Pi qu 


(1,0) 


e, = (1,0) 


Multiplicação рог P^! = РЇ сото uma 
mudança de coordenadas resultante de 
uma rotação dos eixos coordenados. 


(b) 


9. w=(2,-3,-1); v = (45. 735.0). У2 = (5, Y 5). 
ъ= (dado) 
10. w = (4,3,0, 2); vi = (2, 3. - 3.0), 
ње (d. 7 5.0, A). ње (44,04). 
va = (2, 15, 55,0) 
6/4 3/03/48 
11. Seja В = (v,, v) a base ortonormal de R^ com 
"=(@- e (8.3) 


(a) Encontre os vetores u e v que tém vetores de coordenadas da- 
dos por (u), = (1, 1) e (v), = (—1, 4). 


(b) Calcule llull, ||v]| e u + v aplicando o Teorema 7.11.2 aos vetores 
de coordenadas (u), e (v), e depois confira sua resposta calcu- 
lando diretamente com u e v. 


12. Seja В = (уз, V, у,} a base ortonormal de R° com 


"= ЕР. veh- v=- 
(a) Encontre os vetores u e y que têm vetores de coordenadas da- 
dos por (u), = (2, 1, 2) e (v), = (3, 0, -2). 
(b) Calcule [Jul], ||| e u + v aplicando o Teorema 7.11.2 aos vetores 
de coordenadas (u), e (v), e depois confira sua resposta calcu- 
lando diretamente com u e v. 


] 


Nos Exercícios 13 e 14, encontre |а|, [vil [Il liv + wll, lv еу * | 
w supondo que В seja uma base ortonormal de R“. 
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13. 


14, 


15. 


16. 


17. 


18. 


(Wa = (71,2, 1,3), (V) = (0, —3, 1,5), 
(wa = 2, -4,3, 1) 


(и)я = (0,0, —1,—1), (у)в = (5,5, —2, –2), 
(ж)в = (3, 0, -3, 0) 


A figura dada mostra um sistema de coordenadas retangulares xy e 
um sistema de coordenadas náo-retangulares x'y”. Supondo que as 
marcas sáo de uma unidade em todos eixos, encontre as coordena- 
das x'y' dos pontos cujas coordenadas xy são dadas. 


(a) (1,1) (b) (1,0) 
(с) (0,1) (4) (а,Ь) 
Figura Ех-15 
A figura dada mostra um sistema de coordenadas retangulares xy 


determinado pela base canônica dos vetores unitários i e j e um sis- 
tema de coordenadas x'y' determinado pela base dos vetores unitá- 
rios u, e u,. Encontre as coordenadas х y 'dos pontos cujas coorde- 
nadas xy são dadas. 


(а) (43,1) 6) (1,0) 
(c) (0,1) (d) (a,b) 
Figura Ex-16 
Sejam 5 a base canônica de R? e В = (v,, v,) a base com v, = (2, 1) 


ev, = (-3, 4). 

(a) Encontre a matriz de transição Р, ,, sem fazer contas. 
Encontre a matriz de transição Р; ,, usando redução por linhas 
(ver Exemplo 7). 

Confirme que P, „е P, ,, São inversas uma da outra. 
Encontre a matriz de coordenadas para w = (5, —3) em relação 
a Be use a matriz P, , para calcular [w], a partir de [w],. 
Encontre a matriz de coordenadas para w = (3, —5) em relação 
a S е use a matriz P, ,, para calcular [w], a partir de [w], 


(e) 


Sejam S a base canónica de R` e B = (v,, у>» V3} a base com v, = 

(1,2, 1), v, = (2, 5, 0) e v, = (3, 3, 8). 

(a) Encontre a matriz de transição Р, ,, sem fazer contas. 

(b) Encontre a matriz de transição P, ,, usando redução por linhas 
(ver Exemplo 7). 

(c) Confirme que P, „е P, ,, São inversas uma da outra. 

(d) Encontre a matriz de coordenadas para w = (5, –3, 1) em rela- 
ção a B e usc a matriz P, ,, para calcular [w]; a partir de [w],. 

(e) Encontre a matriz de coordenadas para w = (3, —5, 0) em rela- 
ção a S e use a matriz P, ,, para calcular [ж], a partir de [w]; 


19. 


21. 


22. 


26. 


27. 


Sejam В, = (u,, u,) e B, = (v,, v,) as bases de R° comu, = (2, 2), 
u,=(4, -1), v, =(1,3)ew=(-1,-1). 

(a) Encontre a matriz de transição Ps, .. в, usando redução por linhas. 
(b) Encontre a matriz de transição Ps, -, в, usando redução por linhas. 
(с) Confirme que Рр, „ве Pp, -» в: São inversas uma da outra. 
(d) Encontre a matriz de coordenadas рага w = (5, —3) em relação a 
В, c use a matriz Ру, ., в, para calcular [w] p, a partir de [w] y- 
Encontre a matriz de coordenadas para w = (3, —5) em relação 
a В, c use a matriz Рр, , в, para calcular [w], a partir de 'w),. 


(e) 


. Sejam В, = (u,, u,) e B, = (v,, v,) as bases de R? comu, = (1, 2), 


и, = (2, 3), v, = (1,3) e v, = (1, 4). 

(a) Encontre a matriz de transição Py, ., в, usando redução por linhas. 

(b) Encontre a matriz de transição Рв, -, в, usando redução por linhas. 

(c) Confirme que Pg,» s, € Ps,- s, São inversas uma da outra. 

(d) Encontre a matriz de coordenadas para w = (0, 1) em relação a 
В, c use a matriz Рр, -, в, para calcular [w] y, a partir de [w] y. 

(e) Encontre a matriz de coordenadas para w = (2, 5) em relação a 
В, e use a matriz Pp, ., в, para calcular [w], a partir de [w] 5. 

Sejam В, = (u,, и, u,) e В, = (v,, Va, v,) as bases de R° comu, 

= (3,0, -3), u, = (-3, 2, -1), u, = (1, 6,1), v, = (-6, -6, 0), v; 

= (-2, 6, 4) e v, = (2, -3, 7). 

(a) Encontre a matriz de transição Рр, -, s. . 

(b) Encontre a matriz de coordenadas em relação a В, de w = (-5, 
8, 5) e então use a matriz de transição obtida na parte (a) pa- 
ra calcular [w] в, por multiplicação matricial. 

(c) Confirme o resultado obtido na parte (b) calculando [w] p, 
diretamente. 


Repita o Exercício 21 com o mesmo vetor w, mas agora com u, = 
(2, 1, 1), w = 2, -1, 1), u, = (1, 2, 1), v, = (3,1, –5), v; = (1, 1, 
3) e у, = (-1, 0, 2). 


. Sejam B, = (u,, u,, u,) € B, = (v,, v,, v,) as bases ortonormais 


de R’ com ш = (5, 5, 4), w = (2, — 5.0). 
w= (g$) т = Q0. 3) 

“їз. д 1 "e 2 1 
v= (5. 32-5. уз = (Ja Je: — %). Confirme que 
Рр, 5, € Рв, -, в, São matrizes ortogonais, como garante o Teore- 
ma 7.11.7. 
Seja B, a base no Exercício 23. Confirme que a aplicação de coor- 


denadas (х) — (х) в, é um operador ortogonal (como garante о 
Teorema 7.11.5) mostrando que sua matriz canónica é ortogonal. 


. Sejam $ = (e, e,) a base canônica de R° e В = (v,, v,) a base que 


resulta se os vetores de S são refletidos na reta y = x. 


(a) Encontre a matriz de transição Р, ,.. 
(b) Escreva Р = Р, „е mostre que P' = P, ,y Dê uma explicação 
geométrica desse fato. 


Sejam S = (е, e.) a base canónica de R° e B = (у, v;) a base que 

resulta se os vetores de 5 são refletidos na reta que faz um ângulo Ө 

com o eixo x positivo. 

(a) Encontre a matriz de transição P, ,. 

(b) Escreva Р = Р, „е mostre que P” = P, „ Dê uma explicação 
geométrica desse fato. 


Seja x'y' o sistema de coordenadas retangulares obtido girando o 

sistema de coordenadas retangulares xy por um ângulo de Ө = 37/4 

(a) Encontre as equações de rotação que expressam as coordena- 
das x'y' em termos das coordenadas xy e use essas equações pa- 
ra encontrar as coordenadas x'y'do ponto de coordenadas xy 
dadas por (-2, 6). 
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(b) Encontre as equações de rotação que expressam as coordena- 
das xy em termos das coordenadas x'y' e use estas equações pa- 
ra encontrar as coordenadas xy do ponto de coordenadas х'у' 
dadas por (5, 2). 


28. Repita o Exercício 27, agora com Ө = 77/3. 


29. Seja x'y'z' o sistema de coordenadas retangulares obtido girando o 
sistema de coordenadas retangulares xyz em torno do eixo z positi- 
vo por um ángulo de O= 7/4 no sentido anti-horário olhando para a 
origem ao longo do eixo z positivo. 
(a) Encontre as coordenadas x'y'z' do ponto de coordenadas xyz 
dadas por (-1, 2, 5). 
(b) Encontre as coordenadas xyz do ponto de coordenadas x'y'z' 
dadas por (1, 6,-3). 


Discussão e Descoberta 


DI. Se B,, В, c B, são bases de R° e se 


então Рв, „ву = 


D2. Considere a matriz 
ЖЕ, 

Р=|1 02 
021 


(a) Pé a matriz de transição de qual base B para a base canônica 
S= (e, e e) de R°? 


Trabalhando com Provas 


P1. Seja В uma base de А". Prove que os vetores v,, Ya, ... , v, formam 
um conjunto linearmente independente em R” se, e somente se, os 
vetores (v) (У), . - - » (Vj) formam um conjunto linearmente in- 
dependente em А". 


P2. Seja B uma base de А". Prove que os vetores v,, Vy . - ., v, geram А" 
se, e somente se, os vetores (V,)y, (Уз), . . . , (У,)в geram К^. 


Usando Recursos Computacionais 


ТІ. (a) Confirme que B, = (u, U», Uz, Us, Us) е B,= (v, Va, Vas Vo Vs) 
são bases de R' e encontre as matrizes de transição, sendo 
Prom € Py, an 
u, = (3, 1,3, 2, 6) 
u,=(4,5,7,2,4) 
u,=(3,2,1,5,4) 
u,=(2,9,1,4,4) v,=(8,4,3,2, 6) 
u,=(3,3,6,6,7) у, = (5, 5, 6,3, 4) 

(b) Encontre as matrizes de coordenadas em relação а В, е В, de 
w=(1,1,1,1,1). 


у, = (2, 6, 3,4,2) 
у› = (3, 1, 5,8, 3) 
v, = (5, 1,2,6, 7) 


Т2. Um problema importante em muitas aplicações é efetuar uma su- 
cessão de rotações para alinhar os eixos positivos de um sistema 


30. Repita o Exercício 29, agora com uma rotação em torno do eixo y 
positivo por um ângulo de Ө = 7/3 no sentido anti-horário olhando 
para a origem ao longo do eixo y positivo. 


31. Seja x^y'z" o sistema de coordenadas retangulares obtido primeiro 
girando o sistema de coordenadas retangulares xyz em torno do eixo 
z positivo por um ângulo de 60º no sentido anti-horário olhando pa- 
ra a origem ao longo do eixo z positivo para obter o sistema x'y'z' de 
coordenadas retangulares e em seguida girando o sistema de coorde- 
nadas x'y'z' obtido em torno do eixo y' positivo por um ângulo de 45º 
no sentido anti-horário olhando para a origem ao longo do eixo y' 
positivo. Encontre uma matriz A que relacione as coordenadas xyz 
com as coordenadas x"y"z" de um ponto arbitrário por 


x x 
y [za] 
z z 


(b) P é a matriz de transição da base canónica de 5 = (e, €, e) 
para qual base B de R'? 


D3. A matriz 


100 
Р=|0 3 2 
0; 1 1 


é a matriz de transição de qual base В para a base ((1, 1, 1), (1, 1, 0), 
(1,0, 0)) de R°? 


D4. Se [w], = м vale para qualquer vetor w em А", o que pode ser dito 
sobre a base B? 


DS. Se [x — y], = 0, o que pode ser dito sobre x e y? 


P3, Use o Teorema 3.4.4 e o fato de aplicações de coordenadas serem 
sobrejetoras para provar o Teorema 7.11.6. 


P4. Mostre que as Fórmulas (26) e (27) valem para qualquer escalar c e 
quaisquer vetores v e w em R”. 


de coordenadas xyz com os eixos correspondentes de um sistema 
de coordenadas XYZ que tem a mesma origem (ver figura dada). 
Isso pode ser conseguido com trés rotagdes sucessivas que, se 
necessário, podem ser compostas numa única rotação em torno 
de um eixo apropriado. As três rotações envolvem ángulos Ө, ф, 
e Y, denominados ángulos de Euler e um vetor n, denominado 
eixo de nós. Como indicamos na figura, o cixo de nós é ortogo- 
nal a ambos eixos ze Ze, portanto, está ao longo da reta de inter- 
seção dos planos xy e XY, 9 é o ángulo do eixo z positivo ao eixo 
Z positivo, É é o ângulo do eixo x positivo ao eixo de nós e Wé o 
ângulo do eixo de nós ao eixo X positivo. Os eixos xyz positivos 
podem ser alinhados com os eixos XYZ positivos girando primei- 
го os eixos xyz no sentido anti-horário em torno do eixo z por um 
ângulo ó para levar o eixo x positivo para o eixo de nós, em se- 
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guida girando os eixos resultantes no sentido anti-horário em tor- 
no do eixo de nós por um ângulo Ó para levar o eixo г positivo 
para o eixo Z positivo e finalmente girando os eixos resultantes 
no sentido anti-horário em torno do eixo Z positivo por um ângu- 
lo Y para levar o eixo de nós para o eixo X positivo. Suponha que 
um sistema de coordenadas retangulares xyz e um sistema de — M 
coordenadas retangulares XYZ tenham a mesma origem e que O 
= 706, ф = n/3,e Y= 1/4 sejam os ángulos de Euler. Encontre 
uma matriz А que relacione as coordenadas xyz com as coordena- 
das XYZ de um ponto arbitrário por 


х x 


з п (eixo de nós) 
Figura Ex-T2 


Ү|=А|у 
7 z 


CAPÍTULO 


A transformação de matrizes para 
à forma diagonal 4 importante 
matematicamente bem como em 
aplicações como ande de va. 
ções, reconhecimento faia! e de 
impressões ditan. compressão 
de dador ет Estaca. 


MATRIZ DE UM 
OPERADOR LINEAR 
EM RELAÇÃO A 
UMA BASE 


Diagonalização 


Seção 8.1 Representação Matricial de 
Transformações Lineares 


As matrizes canônicas de transformações lineares fornecem uma maneira conveniente de utilizar operações matri 
баз para efetuar cákulos com transformações. Contudo, esse não é único papel desempenhado pelas matrizes no 
estudo de transformações lineares. Nesta seção, mostraremos como outros tipos de matrizes podem ser usados pa- 
ra revelar propriedades geométricas de uma transformação linear que poderiam não ser evidentes a partir de sua. 
matriz canônica. 


Sabemos que qualquer transformação linear 7: К^ К" tem uma matriz canónica 
IT) [e | Te) | ++ | Tea] 

associada tal que 
То) =[T)x 


para qualquer vetor x em R”. Inicialmente, vamos considerar о caso em que T € um operador linear de R°, 
de modo que a matriz canónica [7] é uma matriz quadrada de tamanho n X n. 

Algumas vezes, о formato da matriz canônica revela completamente as propriedades geométricas do 
operador linear e outras vezes, ndo. Por exemplo, podemos afirmar sem fazer contas que o operador Т, de 
matriz 

E oq fà -4 
=|] ci Ol=|k & 0 ay 
o 1 Й 


é uma rotação por um ângulo de x/4 em torno do eixo z num sistema de coordenadas xyz. Por outro lado, 
uma inspeção casual da matriz. 


Y 
= о a 
0 


fornece somente uma informação geométrica parcial sobre o operador 7;; podemos dizer que T, € uma ro- 
tação, já que a matriz [T;] € ortogonal e tem determinante 1, mas, diferente do que ocorre com (1), essa 
matriz não revela explicitamente o eixo ou o ângulo de rotação. 

A diferença entre (1) e (2) tem а ver com a orientação da base canônica. No caso do operador T), o 
vetor e, da base canônica está alinhado com o eixo de rotação e os vetores e, e е, giram num plano perpen- 
dicular a е, tornando identificável o eixo e o ângulo de rotação a partir da matriz canônica. Contudo, по 
caso do operador T., nenhum dos vetores da base canónica está alinhado com o eixo de rotação (ver Exem- 
plo7 ea Figura 6.2.9 da Seção 6.2), portanto, o operador T, não transforma e, е, е e, de uma maneira que 


=00 
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forneça alguma informação geométrica útil. Assim, embora a matriz canônica seja algebricamente sim- 
ples, a base canônica nem sempre é a melhor base de um ponto de vista geométrico. 

Nosso objetivo principal nesta seção é desenvolver uma maneira de utilizar bases diferentes da ca- 
nônica para criar matrizes que descrevam o comportamento geométrico de uma transformação linear me- 
lhor do que a matriz canônica. O que nos permitirá alcançar esse objetivo é trabalhar com as coordenadas 
dos vetores, em vez de trabalhar com os próprios vetores, como passamos a explicar. 

Sejam 

x > Tm 


um operador linear de R” e B uma base de R”. Ao transportar o vetor x no vetor T(x), esse operador cria um 
operador associado 


Ela — [Т(х)]в (3) 


que leva a matriz de coordenadas [х], na matriz de coordenadas [T(x)],. Nos exercícios, pedimos ao leitor pa- 
ra mostrar que (3) é linear e, portanto, é uma transformação matricial, ou seja, deve existir uma matriz A tal que 


А[х]в = [T ()]5 


O próximo teorema mostra como encontrar essa matriz A. 


Teorema 8.1.1 Sejam Т: К"  R" um operador linear, B = (v1, V2, ..., Vn} uma base de R" e 


A= [DJs HT (vols |+| [Т (v,)]5] (4) 
Етйо 
[Т(х)]в = А[х]в (5) 


para qualquer vetor x ет К". Além disso, a matriz A dada por (4) é a única matriz com a propriedade (5). 


Prova Seja x um vetor qualquer em R” com matriz de coordenadas em relação a В dada por 


с\ 


к= |O 
e. 
Assim, 
X = Су + C2V2 + c CSV, 
Segue da linearidade de T que 


T(x) = «Т (v1) + oT (v2) +--+ + CnT (vn) 
e da linearidade da aplicação de coordenadas que 
[Т(х)]в = eiT(vi)la + calT (va + +++ + са (Т(у) в 
que pode ser escrito em formato matricial como 
€i 
(eos = [IT 0s | tT (1o 0 --- T 912] | 7 | = Ар» 


Cn 


Assim, provamos que a matriz A em (4) tem a propriedade (5). Além disso, A é a única matriz com esta 
propriedade, pois se existe uma matriz C tal que 


[Т (х)]в = А[х]в = С[х]в 
para qualquer x em R”, então o Teorema 7.11.6 implica que А = С. п 
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A matriz A em (4) é denominada a matriz de T em relação à base B e é denotada por 


(Pa = [IT (vs | (Te | -++ 1[Т(У„)]в] @ 


Usando essa notação, podemos escrever (5) como 


[Т(х)]в = [Т]в[х]в о 


Lembrando que os componentes de um vetor em R” são iguais às coordenadas do vetor em relação à base 
canônica 5, segue de (6) que 


[T]s = [[Т(у)] | [T (v2ls | +++ H 17(7)15] = Tv) 17 (12 15-170) = [Т] 
Assim, a matriz de um operador linear de К" em relação à base canônica é igual à matriz canónica de T. 


EXEMPLO 1 Seja T: К — К o operador linear cuja matriz canônica é 
Matriz de um Operador 32 
Linear em Relação = 
auma Base B т] 2 4] (8) 


Encontre a matriz de Т em relação à base В = (vi, v2), com 


4 A 
= те 
v | е v s 
л Y 


Solução As imagens por T dos vetores da base são 


1 1 
төз =т= |; a *|-| ИБ 
EM. 


Y 


T(v2) 2[T]v = р | N = HN = Sv = бу + 5v2 


2 151714 


de modo que as matrizes де coordenadas desses vetores em relação а В são 
(vols = Н e [7()]в = [5] 
Assim, segue de (6) que 


10 
[Тв = (7013 | [7(v318] = E | 
Essa matriz revela informação geométrica sobre o operador Т que não é evidente na matriz canônica. Es- 
sa matriz nos diz que o efeito de T é expandir a coordenada v, de um vetor na razão de 5 e de deixar a coor- 
denada v, inalterada. Por exemplo, a Figura 8.1 mostra o efeito de expansão que esse operador tem sobre 
um quadrado de lado 1 centrado na origem e de lados alinhados com y, e у,. " 


Figura 8.1.1 
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EXEMPLO 2 
Revelando Geometria Oculta 


ү! v2 


Figura 8.1.2 


MUDANÇA DE BASES 


хів. (My [70015 


[x]g 17), [TG9]g 
Figura 8.1.3 


Seja T: R^ > К o operador linear de matriz canônica 


001 
A= 0 (9) 
1 


1 0 
0 0 
Mostramos no Exemplo 7 da Seção 6.2 que T é uma rotação por um ángulo de 27/3 em torno do eixo com 
direção dada por n = (1, 1, 1). Vejamos, agora, como é a matriz de T em relação a uma base ortonormal 
В = (vi, V2, Уз) com v; = v; x v; um múltiplo escalar de n e (y,, уз} uma base ortonormal do plano W 
pela origem que é perpendicular ao eixo de rotação (Figura 8.1.2). A rotação mantém fixo o vetor v., de 
modo que 


T(v3) = Ұз = Ov; + 0% ГР lv; 


e, portanto, 


[Т(уз)]в = 


= O © 


Também T(v,) e T(v,) são combinações lineares de v, e v,, pois esses vetores estão em W. Isso implica que 
a terceira coordenada de ambos [T(v,)], e [7(v;)]; são nulas e a matriz de T em relação à base В é da forma 


ss a 10 
[Т]в = [Ir (4013 [Ta | [7(v9]15] = |х x 0 
0: “0:31 


Como no plano W o operador T se comporta exatamente como uma rotação de Rº, o bloco de entradas que 
falta tem a forma de uma matriz de rotagáo de R. Assim, 


2л _ беп 27 
cos ^ sen > 0 


[Т]в = [IT (vla | [7 (va | (7(v3))5] = | sent cos% 0 
0 0 1 


Essa matriz torna evidente que o ângulo de rotação é de 27/3 e que o eixo de rotação está na direção de v., 
fatos que não são diretamente visíveis na matriz canônica em (9). п 


É razoável conjeturar que duas matrizes representando o mesmo operador linear em relação a bases dife- 
rentes devem estar algebricamente relacionadas. Para descobrir essa relação, sejam T : К" — R” um opera- 
dor lineare В = (vi, v5, ..., Yn} e B’ = (vj, V5, ..., V4} duas bases de А". Seja P = Pp, p a matriz de 
transição de В para B’ (de modo que P^! = Pp-., y é a matriz de transição de B' para В). Para encontrar a 
relação entre [Т], e /T]p», consideramos o diagrama da Figura 8.1.3, que conecta esquematicamente as 
quatro relações seguintes: 


[Т]в{х]в = [Т(х)]в, [Т]в{х]в' = [Т(х)]в' 
Р[Т(х)]в = Рв-›в1Т(х)]в —[TGO]&, Р[х]в = Рв-›в{х]з = [xp 


O diagrama mostra dois caminhos distintos de [x] » рага [T (х)]в', cada um dos quais corresponde a uma 
relacáo diferente entre esses dois vetores: 


1. O caminho direto de [x]: para [T (х)]в’ pela parte superior do diagrama corresponde à relação 
[Т]в'[х]в = [Т(х)]в (10) 


2. O caminho de [x]p' para [T (x)] » que vai para baixo pelo lado esquerdo, segue pela parte inferior 
e vai para cima pelo lado direito do diagrama corresponde а calcular [T (x)]p: a partir de [X] s com 
três multiplicações matriciais sucessivas: 


(i) Multiplicando [x]: à esquerda por Р-! para obter Р- [x] 5: = [x]. 
(ii) Multiplicando [х]в à esquerda por [T]; para obter [T] 5[x]5 = [T (х)]в- 
(ii) Multiplicando [T (х)] в à esquerda por Р para obter [T (х)]в'. 
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Esse processo produz as relações 

(Р[Т]вР^!у[х]в. = [Т(х)]в (11) 
Assim, (10) е (11) juntos implicam que 

(Р[Т]вР^\)у[х]з = [T] [x] 
Como isso vale para qualquer x em R”, segue pelo Teorema 7.11.6 que 

PIT] P~ = [Т]в 


Assim, estabelecemos о seguinte teorema que fornece а relação entre as matrizes de um único operador li- 
near dado em relação a duas bases diferentes. 


Teorema 8.1.2 SeT: К” — К" éum operador linear e se В = (Vi, V2, ..., Yn} e B' = (vi, Va, -.., V} 
são bases de R", então [T]s e[T]p: estão relacionadas pela equação 

[Т]в = P(T]5 P^! (12) 
na qual 

P = Pap = [[vilo | vole | >>> | volo] (13) 
é a matriz de transição de B para B’. No caso especial em que B e B' são bases ortonormais, a matriz 
P é ortogonal e (12) é da forma 

[Т]в = PIT]; P" (14) 


Quando for conveniente, podemos reescrever a Fórmula (12) como 

IT]; = P-HT)p P (15) 
e no caso em que as bases são ortonormais essa equação pode ser expressa por 

[Т]в =P" P (16) 


OBSERVAÇÃO Quando aplicamos todas essas fórmulas, é fácil acabar esquecendo se P é a matriz de tran- 
sição de B para B' ou vice-versa, particularmente se usarmos outras notações para as bases. Uma boa ma- 
neira de manter tudo sob controle é esboçar a Figura 8.1.3 com os apropriados ajustes de notação. Quan- 
do criamos um diagrama podemos escolher qualquer sentido para a matriz de transição P desde que o 
mantenhamos na construção da fórmula associada. 


Como muitos operadores lineares são definidos pelas suas matrizes canônicas, é importante considerar 
o caso especial do Teorema 8.1.2 em que B = S é a base canônica de А". Nesse caso, [Т] = [T]s = [Т] 
e a matriz de transição P de B para B' tem a forma simplificada 


Р = Psp = Pros = [{vi]s 1 vols | >>> | [Ул] = [vi 0 vo lo | vo 


Assim, temos o resultado seguinte. 


Teorema 8.1.3 SeT:R"—>R'" é ит operador linear e se В = (vi, v2,..., Vn) é uma base de К", en- 
tão [T] e [T], estão relacionadas pela equação 


[T] = P[T];P-' (17) 
na qual 
P = [vi | Y2 |+ | Va] (18) 


é a matriz de transição de B para a base canônica. No caso especial em que В é uma base ortonormal, 
a matriz P é ortogonal e (17) é da forma 


[T] = P[T]5 P7 (19) 
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EXEMPLO 3 
De Novo o Exemplo 1 do 
Ponto de Vista de Fatoração 


EXEMPLO 4 
De Novo o Exemplo 2 do 
Ponto de Vista de Fatoração 


Quando for conveniente, podemos reescrever a Fórmula (17) como 

[Т]в = P-'[T]P (20) 
e no caso em que B é ortonormal, essa equação pode ser expressa por 

[T]; = P'[T]P Q1) 


A Fórmula (17) [ou (19) no caso ortogonal] nos diz que o processo de mudar da base canônica de А" 
para uma base B produz a fatoração da matriz canônica de T dada por 


[T] = P(T]5P"' (22) 


na qual P é a matriz de transição da base B para a matriz canônica. Para entender o significado geométri- 
co dessa fatoração, vamos calcular T(x) escrevendo 


T(x) = [Т]х = (Р[Т]вР^!)х = Р[Т]в(Р^!х) 


Lendo da direita para a esquerda, essa equação nos diz que T(x) pode ser obtido levando primeiro as соог- 
denadas canônicas de х para as coordenadas B usando a matriz P”, depois efetuando a operação linear nas 
coordenadas B usando a matriz [T ], e finalmente usando a matriz P para levar o vetor resultante de volta 
ás coordenadas canónicas. 


No Exemplo 1, consideramos o operador linear T : R^ — R°, cuja matriz canônica é 


л=]= |} з) 


е mostramos que 


Mo = E | 


em relação à base ortonormal В = (v;, v2} que é formada pelos vetores 
1 
Үү = Е 
шд 
Nesse caso, a matriz de transição de B para a base canônica S é 


A :. 
| e + 
и Ж 


e portanto segue de (17) que [T ] pode ser fatorada como 


РЯ ? 8mm x 
"a ^ APA A 


[Т] = Р [Т]в pr 


I 
A, 
| 


Lendo da direita para a esquerda, essa equação nos diz дие T(x) pode ser calculado inicialmente transfor- 
mando as coordenadas canônicas para as coordenadas B, depois expandindo a coordenada v, na razão de 
5 enquanto a coordenada v, é mantida fixa, e finalmente transformando as coordenadas B de volta às coor- 
denadas canônicas. п 


No Exemplo 2, consideramos a rotação T : R^ — К, cuja matriz canônica é 


EXEMPLO 5 
Fatorando a Matriz Canônica 
com uma Reflexão 


Figura 8.1.4 
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e mostramos que 
2л 2л 
соѕ 7 —snf 0 
[T]s = | sen? со 0 
0 0 1 


em relação a qualquer base ortonormal В = (vi, v2, уз} na qual уз = v; х уз é um múltiplo positivo do 
vetor n = (1, 1, 1) ao longo do eixo de rotação e (v;, v2} é uma base ortonormal do plano W que passa pe- 
la origem e é perpendicular ao eixo de rotação. Para encontrar uma base específica dessa forma, lembre 
que, pelo Exemplo 7 da Seção 6.3, a equação do plano W é 


x+y+2=0 
e lembre que, pelo Exemplo 10 da Segáo 7.9, os vetores 


-4 E. 
wp X e nep 
o 3 
formam uma base ortonormal де W. Сото 
i j k 

e=1xvw=|-% 3 = 551+ A+ ДК 
Е cw 3 


a matriz de transição de В = (vs, V2, уз} para a base canônica é 


P=[vivlvl=| z 


001] [TA -> a aF -mF o|-5 & 0 
100|2| 5 -k || cos% oll-k -k % 
010 e 2 Xs ü WE 
[Т] = P [Т]в p? 


Lendo da direita para a esquerda, essa equação nos diz que T(x) pode ser calculado inicialmente transforman- 
do as coordenadas canônicas para as coordenadas B, depois girando em torno do eixo na direção de v, por 
um ángulo 27/3, e finalmente transformando as coordenadas В de volta às coordenadas canônicas. [| 


Lembre que, pela Fórmula (2) da Seção 6.2, a matriz canônica da reflexão T de R na reta L pela origem 
que faz um ángulo 0 com o eixo x positivo de um sistema de coordenadas retangulares xy é 


sen 20 
— cos 28 


Que essa matriz representa uma rotação não é de todo evidente, porque os vetores unitários canónicos ao 
longo dos eixos x e y positivos não têm uma relação específica com a reta L. No entanto, giremos os eixos 
coordenados por um ângulo 6 para alinhar o novo eixo x' com L e tomemos os vetores unitários v, e v, ao 
longo dos eixos x'e y”, respectivamente (Figura 8.1.4). Como 


T(v)=v=vi+0w e  T(vj)) = -v = Оу + (-1)v? 


segue que a matriz de T em relação à base В = (vi, v2) é 


1 
(To = [Ir (vols | IT (v215] = ls 4] 
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Também segue do Exemplo 8 da Seção 7.1 que as matrizes de transição entre as bases canónica S e B são 


cosÓ sen {| 


PE % ѕепӨ cosg 


Assim, a Fórmula (19) implica que 
lies ci A e p [ M [ cos pe 
sen20 — соѕ20 senô соѕ0| [0 —1] | — ѕепӨ cosô 
[Т] - Р [Т]в pr 
Lendo da direita para a esquerda, essa equação nos diz que T(x) pode ser calculado inicialmente girando 
os eixos x e y por um ángulo 6 para converter as coordenadas canônicas para as coordenadas B, depois 


refletindo no eixo x'e finalmente girando por um ángulo 6 para converter de volta às coordenadas canó- 
nicas. " 


MATRIZ DE Até aqui nos concentramos na representação matricial de operadores lineares. Vamos considerar, agora, a 
TRANSFORMAÇÃO idéia correspondente para transformações lineares. Lembre que cada transformação linear T: К"  R" tem 
LINEAR EM RELAÇÃO чта matriz canônica m X n 


ADUASBASES [T] = (T6) | T (e) | +++ | Т(е„)] 
associada, com a propriedade 
T(x) = [T]x 
Se B e B’ são bases de R” e R”, respectivamente, então a transformação 
x — T% 
cria uma transformação associada 
Ex]; > (T0015 


que leva a matriz de coordenadas [x], na matriz de coordenadas [T (x)],.. Como no caso de operadores, es- 
sa transformação associada é linear e, portanto, é uma transformação matricial, ou seja, existe uma matriz 
A tal que 


Alx]a = [T GO] p 


A seguinte generalização do Teorema 8.1.1 mostra como encontrar A. A prova é semelhante à daquele teo- 


rema e será omitida. 
Teorema 8.1.4 Sejam Т: К" —» К" uma transformação linear, B = (vi. v5, .... Vn} € 
B' = (uj, uj, ..., Un) bases de К" e К”, respectivamente, е 
A = [tr (vole 1 Te |+| Two] Q3) 
Então 
[Т(х)]в' = Alda (24) 
para qualquer vetor x ет К". Além disso, a matriz A dada por (23) é a única matriz com a proprie- 
l dade (24). 


A matriz A em (23) é denominada a matriz de T em relação às bases B e B' e é denotada pelo 
símbolo [T ],. „. Com essa notação, as Fórmulas (23) e (24) podem ser expressas рог 


(Te, = [IT (ole | IT (valo | +=: 11Т(у„)1з'] Q5) 


[Т(х)]в' = [T] s] (26) 


[T]5; в 
Base do Base do 
contra-domínio domínio 
Figura 8.1.5 


[7601 = (716: plx]lg 


Figura 8.1.6 
EXEMPLO 6 
Matriz de uma 
Transformação Linear 
EFEITO DA MUDANÇA 
DE BASES NAS 
MATRIZES DE 
TRANSFORMAÇÕES 
bia, (T ]5; p, [Т(х)]в; 


[х]в, [T]; 5, (70) a: 
Figura 8.1.7 


REPRESENTAÇÃO 
DE OPERADORES 
LINEARES COM 
DUAS BASES 
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OBSERVAÇÃO Observe a ordem dos índices na notação [T ],. pem que o índice da direita denota a base 
do domínio e o da esquerda denota a base do contradomínio (Figura 8.1.5). Também observe como a ba- 
se do domínio parece “cancelar” na Fórmula (26) (Figura 8.1.6). 


Lembrando que os componentes de um vetor em R” ou R” são iguais às coordenadas em relação à 
base canónica do espaço em questão, segue de (25) que se 5 = (ei, ez, ..., €n} é a base canónica de R” e 
S'a base canónica de R”, então 


[7]s.s =[[T(e1)]s | [T(e)s | +++ 11Т(е„)]з'] = [T (e1) | 70е) | -++ | 7(67)] = [T] 


Isso mostra que a matriz de numa transformação linear de R" em R” em relação às bases canônicas desses 
espaços é igual à matriz canónica de Т. 


Seja Т: R5R'a transformação linear definida por 


х » 
"(| | = | —5х + 13x; 
m =x) + 16x2 


Encontre a matriz para T em relação às bases В = (vi, v2} de R° e B' = (vj, v5, Vide R^, onde 


1 -1 0 
»-[]. “=: vi= 0 , Y) = 2 " Уз = 0 
-1 2 2 


Solução Usando a fórmula dada para T, obtemos 


1 
Т(и) = |-2|, Т(у) = | 1 
—5 -3 


(verifique) e expressando esses vetores como combinações lineares de v;, У; e v} obtemos (verifique) 
T(vw)=-w-jw e T(v)-jvitiv-iv 


Assim 


(Ta. = [[Т(у)]в 1 (7 (v2]5] = | -1 


ajo toj nju 
= 


Os Teoremas 8.1.2 e 8.1.3 e as fatorações relacionadas têm análogos para transformações lineares. Por 
exemplo, sejam B, e B, bases de К”, B; e В; bases de R”, U a matriz de transição de В, para B, e V a ma- 
triz de transição de B5 para В|. Então o diagrama da Figura 8.1.7 sugere que 


[7]5;,5, = VIT]a; 5,U * Q7) 


Em particular, se B, e В! são as bases canônicas de R” e R”, respectivamente, e se B e B’ são bases quais- 
quer де А" e R^, respectivamente, então segue de (27) que 


[T] = У[Т]в',вИ”! (28) 


onde U é a matriz de transição de B para a base canônica de R” e V é a matriz de transição de В” para a ba- 
se canônica de R”. 


Um operador linear Т: R” — К" pode ser visto como uma transformação linear na qual o domínio e o con- 
tradomínio coincidem. Assim, em vez de escolher uma única base B e representar T pela matriz [T ],, po- 
demos escolher duas bases diferentes de R”, digamos B e В’, e representar T pela matriz [T ],. ,. Nos exer- 
cícios pedimos ao leitor mostrar que 
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[Т]в = [Т]в,в 
Assim, a representação de Т em relação a uma única base В pode ser vista como a representação de T em 


relação a duas bases iguais a B. 


EXEMPLO 7 Lembre que no Exemplo 5 da Seção 6.1 vimos que o operador T, (x) = x que leva cada vetor de R” em si 


Matrizes de Operadores mesmo é denominado o operador identidade de R". 
Identidade 


(a) Encontre a matriz canônica de T,. 
(b) Encontre a matriz de T, em relação a uma base arbitrária B. 
(c) Encontre a matriz de T, em relação a um par de bases arbitrárias B e B”. 


Solução (a) A matriz canônica de T, é a matriz identidade n x n, pois 
LO 2840 
IT] = те) 1762 1-1 T9) = ler leste 101 |017 0 
TE 
Solução (b) SeB = (vi, v2, . . . , Vn} é uma base qualquer de R”, então 
[Т!]в = [Errévi)da | (762a | +++ 1H (2:08) = [lvido | [volo | +++ | vola] 
Mas para cada um desses vetores-coluna temos [у], = e, (por quê?), portanto 
[T;]s = [е le2|---| en] 
Assim, [7,], é a matriz identidade n x n. 
Solução (с) SeB = (vi, V2, ..., Yn} e B' = (Vj, V5, ..., Vh} são bases quaisquer de А”, então 
[Tops = [Tva | Tive H7 1 [Ту(у„)]в'] = [Evil | volor 1 7H voe] 
que é a matriz de transição Pgp [ver Fórmula (11) da Seção 7.11]. = 


Exercícios 8.1 


Nos Exercícios 1 e 2, seja T: А? — А? o operador linear com matriz ca- 1—1 0 1 0 1 
nónica [T ] dada. Encontre a matriz [T], em relação à base B = (v,, v,) 5.[T]=|-1 1 0; м= |0 |,у = |1|,м = |1 
e verifique que a Fórmula (7) vale para qualquer vetor x em R°. 1 0-1 1 1 0 


0 
1. [Т]= P El Y = [i] - Е 6. [T] = |0 
1 
2 dele л 


3. Fatore a matriz no Exercício 1 como [Т] = P[(T]sP”!, onde P é 0 
uma matriz de transigáo apropriada. 


7. Fatore a matriz no Exercício 5 como [T] = PIT 14 P7}, onde P é 
4. Fatore a matriz no Exercício 2 como [T] = P[T]g P^!, onde P é uma matriz de transigáo apropriada. 
uma matriz de transição apropriada. 
8. Fatore a matriz no Exercício 6 como [T] = PIT la P7}, onde P é 
uma matriz de transição apropriada. 


Nos Exercícios 5 e 6, seja Т: R^ — Ё o operador linear com matriz ca- 
nónica dada [T ]. Encontre a matriz [T], em relação à base В = (v,, v,, 
v;je verifique que a Fórmula (7) vale para qualquer vetor x em R 


| Nos Exercícios 9 e 10, é dada uma fórmula para um operador linear 

| T:R SR. Encontre as matrizes [T ], e [T ],. em relação às bases 

| B= (v, v;) e B'- (v^, v^), respectivamente, e confirme que essas 
matrizes satisfazem a Fórmula (14) do Teorema 8.1.2. 
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(E) 
ч [= [3] 


11. Fatore a matriz [T ], no Exercício 9 сото [Т ]в = Р^![Т]в' Р, on- 
де P é uma matriz de transição apropriada. 


Bel. 


12. Fatore a matriz [T ], no Exercício 10 como [T]s = Р-(Т]в:Р, 
onde P é uma matriz de transição apropriada. 


Nos Exercícios 13 e 14, é dada uma fórmula para um operador linear 
Т: R? — R°. Encontre a matriz canónica [T ] e a matriz [T ], em rela- 
ção à base B = (v,, v,) e confirme que essas matrizes satisfazem а 
Fórmula (17) do Teorema 8.1.3. 


x] [m-2x] , [+ B 
A e a 
x] [n+m].. [2 EA Е. 
« (e) - D Li] 
15. Sejam T : К — К o operador linear definido por 
T(x, y) = (2х + 3y, х — 2y), B = (vi, V2} a base de R^ com 
vi = (-1,2) еу = (2, l)ex- (5, -3). 
(a) Encontre [T(x)]a, [Т]в е[х]в. 
(b) Confirme que [T (x)]5 = [T]s[x]s, como garante a Fórmula 
(7). 
16. Sejam T : К? — R° o operador linear definido por 
T(x, y, z) = (x + у +z, 2y + 42, 42), B = (vi, V», Уз} a base 
de R' com vi = (1, 1,0), v; = (71, 1,0), v3 = (0,0, 1) e 
x= (2,-3, 4). 
(a) Encontre [T (х)]в, [Т]в e[X]s. 
(b) Confirme que[T (x)]s = [T ]в1х]в, como garante a Fórmula (7). 


Nos Exercícios 17 e 18, é dada uma fórmula para uma transforma- 
ção linear T : R^ — R°. Encontre a matriz [T], s em relação às bases 
В = (v, v,) e B'z (v, v^, v^) e verifique que a Fórmula (26) va- 


le para qualquer x em R°. 
bs xi 2x; 1 
17. =| — = =| 
т([]) xi рм E , Y [ 1 , 
ho 0 al 
1 2 3 
v«2z|1|,vjz|2|,v4m|O 
1 0 0 
+ x 
A 1-8 
А 3x1 + 2х2 


Nos Exercícios 19 е 20, é dada uma fórmula рага uma transforma- 
ção linear Т: R’ > К. Encontre a matriz [T ],. , em relação às bases 
B= (v, v, v) e B'= {v',, у', } e verifique que a Fórmula (26) va- 
le para qualquer x em R°. 


x 1 i 
19. Т | | x: Id vz|1|, $20], 
x ds 0 1 
0 EST. 1 
LL PU S v= 2| v7 h 
1 
x 0 1 
20. T| | x; ri DE 1|].,v;2 0], 
Xxptxitx 
хз 1 1 
y 1 “= | «-[] 
з = . ү = = 
- 1 
0 3 


21. Considere a base В = (vj, у;} de R^ com Y, = (-1,2)e 
v; = (2, 1) e seja T : К? ә К? o operador linear cuja matriz em 
relação a B é 


(a) Encontre [T(vi)]s е[Т(у›)]в-. 

(b) Encontre T(vi) e T (v2). 

(c) Encontre a fórmula para T (xi, x2). 

(d) Use a fórmula obtida na parte (с) para calcular T(1, 1). 


22. Considere as bases 
B = (vi, Va, Va, Va) e B' = (У, Va, vi) 
de R* e Р), respectivamente, com У = (0, 1, 1, 1) 
у› = (2, 1, 71, 71), vs = (1,4, 1,2), v4 = (6,9,4,2), 
vi = (0, 8,8), v; = (7,8, 1), v; = (-6, 9, 1), eseja 
T: R' — К a transformação linear cuja matriz em relação a 
BeB'é 
3-2 1 0 

—Ea-li 2 i 

-3 0 7 1 


(a) Encontre [T (ут) в", [T (v)]»', [T (уз)]в', [T (va)] o. 

(b) Encontre T (vi), T(v2), T(v3) e T (va). 

(c) Encontre a fórmula para T (xi, X2, X3, х4). 

(d) Use a fórmula obtida na parte (c) para calcular T(2, 2, 0, 0). 


23. Seja Т: R^ — К o operador identidade c considere as bases 
В = (vi, v;]e B' = (vj, vj) de R° com v; = (2,3), 
у› = (-1,4), vj = (1, 7), v; = (6, —9). Encontre 
[Т], [Т]в, [Т]в е[Т]в'.в. 


24. Seja Т,: R^ — R' o operador identidade e considere as bases 
В = (vi, v2, v3] e B' = (vj, v, vj) de R° com У = (3,4, 1), 
v2 = (0, 5, 2), уз = (3,9,4), v; = (2,8, —1), v; = (7, -8, 5), 
үз = (9,0, 2). Encontre [T], [Т]в, [T]»' e [T]».s. 


25. Mostre que se T : К" — К" é a transformação nula, então a matriz 
de T em relação a quaisquer bases de R" е К^ é a matriz nula. 
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26. 
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Mostre que se T : R” > R” é uma homotetia de А" (ver Seção 6.2), 
então a matriz de Т em relação a qualquer base de А" é um múltiplo 
escalar positivo da matriz identidade. 


. Seja В = (Vi, V2, Уз} uma base de R°. Encontre a matriz em 


relação a B do operador linear Т: R^ — К? definido por 
Т(у) = уз, Т(у) = vi, Т(уз) = v». 


. Seja В = (Vi, V2, V3, V4} uma base de R“. Encontre a matriz em 


relação a В do operador linear T : R^ — К“ definido por 
Т(у) = у, T(v2) = уз, T(v) = уз, Т(У4) = vi. 


Sejam T : R^ — К? o operador linear cuja matriz canônica é 


15 
m-[; 4 


e B = (vi, V2} a base ortonormal de R° dada por Vi = (5. -5) 
e v; = (5, 25). Encontre [Т], e use essa matriz para descrever a 
efeito geométrico do operador T. 


Discussão e Descoberta 


D1. 


D2. 


D3. 


Se vı = (2,0) e vz = (0,4) e se T: R? — R? é o operador li- 
near tal que T (vj) = v2 e T (v2) = vi, então a matriz canônica de 
Té e a matriz de T em relação à base (vi, V2} é 


Sejam T um operador linear de А", B, е В, bases de R" e C a matriz 
de transição de B, para B,. Construa um diagrama como o da Figu- 
ra 8.1.3 e use-o para encontrar uma relação entre [T ]5, e (T ]в,. 


Sejam T uma transformação linear de А" em А", B, e В, bases de А", 
B, е B, bases de А", C a matriz de transição de В, para B, e D a ma- 
triz de transição de B, para B,. Construa um diagrama como o da Fi- 


gura 8.1.7 e use-o para encontrar uma relação entre [T]5,.5, e 
[7]5,.5.. 


. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 


sua resposta. 


Trabalhando com Provas 


P1. 


P2. 


Prove que a Fórmula (3) define uma transformação linear. 


Sejam Т,: К"  R'e T,: R' — К" transformações lineares e B, B’ e 
B"bases de R”, R' e R", respectivamente. Prove que 

[72 o Ti] p.n = [Т›]в*,в'[Т\]в'.в 
[Nota: isso generaliza a Fórmula (2) da Seção 6.4.] 


Usando Recursos Computacionais 


T1. 


Sejam Т: R^ — R° o operador linear dado pela fórmula 

T (X1, X2, X3, X4, X5) = 

(Tx, + 12x? — 5x3, 3x1 + 10x2 + 13x; + x5, —9x1 — хз — 3x5) 
еВ = (vi, үз, V3, Va, Vs} e B' = (vj, V5, VS) bases de R^ e R^ com 
vi — (1, 1,0, 0, 0), v = (0, 1, 1, 0, 0), уз = (0,0, 1, 1, 0), 


уз = (0,0,0, 1, 1), vs = (1,0,0,0, 1), vi = (1,2, 21), 
v, = (2,1,3) ev; = (1,1, 1). 


30. Sejam Т: RS Ко operador linear cuja matriz canônica é 


DS. 


P3. 


0-2 0 
[T]=|0 0 2 
2 0 0 


e B = (vi, v», va) a base ortonormal de R^ dada por 
м= (5, -4 5), ve (do 5. 3) 
уз = (2%, 0, 5) 


Encontre [T ], e use essa matriz para descrever o efeito geométrico 


do operador Т. 


(a) Se T,: А" ә R" е T,: К" —> К" são operadores lineares e se 
[Т\]в'.в = [Т›]в'.в em relação a duas bases B е B' de R^, então 
Ti(x) = Т,(х) para qualquer vetor x em R". 

(b) Se T,: P R" é um operador linear e se [7;]5 = [Т]. em re- 
lação a duas bases B e B' de А", então B = B". 

(c) SeT:R"-— К" éum operador linear e se [T]; = І, em relação 
a alguma base B de R”, então Té o operador identidade de R”. 

(d) Se Т: А" ә А" € um operador linear e se [T]p'.p = 1, em rela- 
ção a duas bases B e B' de R”, então T é o operador identidade 
de К". 


Já que é tão fácil trabalhar com a base canónica de R”, por que po- 
deríamos querer representar um operador linear de А" em relação a 
alguma outra base? 


Seja Т: А" — К" um operador linear injetor. Prove que (T ], é inver- 
уе] para qualquer base B de А" e que [T !]5 = [T]; . [Nota: isso 
generaliza a Fórmula (14) da Seção 6.4.] 


P4. Prove que se Т: А" — А" é um operador linear c B é uma base de А", 


então [T]; = [7]5,5. 


(a) Encontre a matriz (T ] y» s. 
(b) Encontre [x], para o vetor x = (3, 7, 4, 5, 1) e use a matriz ob- 
tida na parte (a) para calcular [T (х)]в'. 


T2. Sejam [T] a matriz canônica da transformação linear no Exercício 


Tl e Be B'as bases naquele exercício. Encontre a fatoração de [7] 
enunciada na Fórmula (28). 
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Seção 8.2 Semelhança e Diagonalização 


As matrizes diagonais, para muitos propósitos, são os tipos mais simples de matrizes com as quais podemos traba- 
Ihar. Nesta seção, determinaremos condições sob as quais um operador linear pode ser representado por uma ma- 
triz diagonal em relação a alguma base. Um conhecimento dessas condições é fundamental na análise matemática 
de operadores lineares e tem implicações importantes nas ciências em geral e nas Engenharias e na Economia em 
particular. 


MATRIZES Quando estudamos como uma mudança de base afeta a representação matricial de um operador linear, en- 
SEMELHANTES сопігатоѕ equações matriciais da forma 


С = P'AP 


[ver Fórmula (15) da Seção 8.1, por exemplo]. Tais equações são tão importantes que existe uma termino- 
logia associada. 


Definição 8.2.1 Se А e C são matrizes quadradas de mesmo tamanho, dizemos que C é semelhante 


аА se existe uma matriz invertível P tal que C = P "AP. 


OBSERVAÇÃO Se С é semelhante a A, então também vale que A é semelhante a C. Isso pode ser consta- 
tado tomando О = P ' e reescrevendo a equação C = P'AP como 


А = PCP^! = (Р-!)-'С(Р-!) = 07!СО 
Quando quisermos enfatizar que a semelhança tem essa simetria, dizemos que A е С são semelhantes. 
O próximo teorema dá uma interpretação de semelhança do ponto de vista de operadores. 


Teorema 8.2.2 Duas matrizes são semelhantes se, e somente se, existem bases em relação às quais 
as matrizes representam o mesmo operador linear. 


Prova Моѕітетоѕ inicialmente que se A e C são matrizes n x n semelhantes, então existem bases em re- 
lação às quais essas matrizes representam o mesmo operador de К". Para isto, seja T : А" > R” a multipli- 
cação por А, ou seja, 


A = [Т] (1) 
Como A e C são semelhantes, existe uma matriz invertível P tal que C = Р'АР, de modo que segue de 
(1) que 

C=PT]P (2) 


Escrevendo P subdividido em vetores-coluna como 

P = [vi | v2 |+- | va] 
segue da invertibilidade de P e do Teorema 7.4.4 que В = (v;, V2, ..., Vn} é uma base de А". Agora segue 
da Fórmula (2) acima e da Fórmula (20) da Seção 8.1 que 

C=P"!(7]P = [T]; 
Assim, mostramos que A é a matriz de T em relação à base canônica e que C é a matriz de T em relação à 
base B, provando essa parte do teorema. 


Reciprocamente, suponha que C represente o operador linear T : К" — R” em relação a alguma base 
B e que A represente o mesmo operador em relação a uma base B’, ou seja, suponha que 


C-[T]] e А=[Т]» 


Tomando Р = Ps. n, segue da Fórmula (12) no Teorema 8.1.2 que 
[Т]в = Р[7]8Р-! ou, equivalentemente, A = PCP 


Reescrevendo essa última equação como C = Р'АР, vemos que A e C são semelhantes. н 
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INVARIANTES DE 
SEMELHANÇA 


EXEMPLO 1 
Semelhança 


AUTOVALORES E 
AUTOVETORES 
DE MATRIZES 
SEMELHANTES 


EXEMPLO 2 
Multiplicidades Algébrica 
e Geométrica 


Existem várias propriedades básicas de matrizes que são compartilhadas por matrizes semelhantes. Por 
exemplo, se C= P AP então 


det(C) = det(P-!AP) = det(P”!) det(A) det(P) = 5 det(A) det(P) — det(A) 
mostrando que matrizes semelhantes têm o mesmo determinante. Em geral, dizemos que uma proprieda- 
de compartilhada por matrizes semelhantes é um invariante de semelhança. O próximo teorema lista al- 
guns dos mais importantes invariantes de semelhança. 


Teorema 8.2.3 
(a) Matrizes semelhantes têm o mesmo determinante. 
(b) Matrizes semelhantes têm o mesmo posto. 
(c) Matrizes semelhantes têm a mesma nulidade. 
(d) Matrizes semelhantes têm o mesmo traço. 


(e) Matrizes semelhantes têm o mesmo polinômio característico e, portanto, têm os mesmos auto- 
valores com as mesmas multiplicidades algébricas. 


Já provamos a parte (a). Provaremos a parte (e) e deixaremos a prova das três outras partes como exercícios, 
Prova (e) Queremos provar que se А e C são matrizes semelhantes, então 
det(AI — С) = det(AI — A) (3) 
Como um primeiro passo, mostremos que se А e C são matrizes semelhantes, AJ — A e А — C também são 
semelhantes, para qualquer escalar À. Para isso, suponha que С = РАР e escreva 
AI-C=AI-P-IAP=AP-IP— Р-!АР = P-MAP — AP) 
=P-IAIP-AP)=P-(AI-A)P 
Isso mostra que AJ — A e AI — С são semelhantes, de modo que (3) segue pela parte (a). п 


Mostre que não existem bases de А? em relação às quais as matrizes 
12 2.1 
= | d е m [ a] 
representam o mesmo operador linear. 


Solução Para A e C representar o mesmo operador linear, as duas matrizes deveriam ser semelhantes, 
pelo Teorema 8.2.2. Mas isso não ocorre, pois (А) = 7 e tr(C) = 5, contradizendo que o traço é invarian- 
te de semelhança. ГЫ 


PROBLEMA CONCEITUAL Será verdade que duas matrizes n х n com o mesmo traço são semelhantes? 
Explique seu raciocínio. 


Lembre que o espaço-solução de 
(oI — А)х = 0 


é denominado o auto-espago de А associado a à. А dimensão desse espaço-solução é denominada a mul- 
tiplicidade geométrica de À,. O leitor não deve confundir isso com a multiplicidade algébrica de À, , que, 
como pode ser lembrado, é o número de repetições do fator À — A, na fatoração completa do polinômio ca- 
racterístico de A. 


Encontre as multiplicidades algébrica e geométrica dos autovalores de 
200 
A=| 130 
-3 5$ 3 
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Solução Como A é triangular, seu polinômio característico é 
pQ) = 0. — 2) — 3) — 3) = (А — 21 — 3) 


Isso implica que os autovalores distintos são À = 2 e A=3 e que 
À = 2 tem multiplicidade algébrica 1 
À. = 3 tem multiplicidade algébrica 2 
Uma maneira de encontrar as multiplicidades geométricas dos autovalores é encontrar bases dos auto-es- 
paços e então determinar as dimensões desses espaços pelo número de vetores nas bases. Façamos isso. Por de- 
finição, o auto-espaço associado a um autovalor À é o espaço-solução de (А — A)x = 0, que nesse caso é 
A-2 0 0 Xi 0 
-1 1-3 0 x|=|0 (4) 
3 -5 A-3]|x 0 


Se À = 2, este sistema é 


0 0 о |х 0 
-1-1 0O|l|lx2|=]0 (5) 
3 -5 -1 X3 0 


Deixamos a cargo do leitor mostrar que uma solução geral desse sistema é 


1 
Xx: 8 8 

х= |х | = -i =f -4 (6) 
X3 1 


que mostra que o auto-espaço associado a À = 2 tem dimensão 1 e que o vetor-coluna do lado direito de (6) é uma 
base deste auto-espaço. Analogamente, segue de (4) que o auto-espaço associado a À = 3 é o espaço-solução de 


1 o O][xu 0 
-1 0 O|lx|=|0 (7) 
3 —5 0Ollx 0 


Deixamos a cargo do leitor mostrar que uma solução geral desse sistema é 


xi 0 0 
хе | [= [0]=2]0 (8) 
X3 t 1 


que mostra que o auto-espaço associado a À = 3 tem dimensão 1 e que o vetor-coluna do lado direito de (8) 
é uma base deste auto-espaço. Como ambos auto-espaços têm dimensão 1, mostramos que 


À = 2 tem multiplicidade geométrica 1 
À = 3 tem multiplicidade geométrica 1 a 


EXEMPLO 3 Encontre as multiplicidades algébrica e geométrica dos autovalores de 


Multiplicidades Algébrica 
e Geométrica 0 0 -2 
A=|1 2 1 
^ 0 3 


Solução Deixamos a cargo do leitor confirmar que o polinômio característico de A é 
p) = det] — A) = АЗ — 5X2? +81 — 4 = (А — 1)(А — 2)? 

Isso implica que os autovalores de А são A = 1 e À = 2 e que 
À = 1 tem multiplicidade algébrica 1 
À = 2 tem multiplicidade algébrica 2 
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Por definição, o auto-espago associado a um autovalor À é o espaço-solução do sistema (AJ — A)x = 0, que 


nesse caso é 
A 0 2 x 0 
-1 4-2 -1 x|=|0 (9) 
-1 0 A-3]|x 0 


х —21 -2 
xelxle]l £s 3 (10) 
X3 t 


x =s E 0 -1 0 
x=|x|=| t|=| Ol+|t|=s| 0| +71 a1) 
X3 s 5 0 1 


Isso mostra que о auto-espaço associado а À = 1 tem dimensão 1 e que o vetor-coluna do lado direito de 
(10) é uma base desse auto-espaço e também mostra que o auto-espaço associado a À = 2 tem dimensão 2 
e que os vetores-coluna do lado direito de (11) formam uma base desse auto-espaço. Assim, 


À = 1 tem multiplicidade geométrica 1 
À =2 tem multiplicidade geométrica 2 п 


OBSERVAÇÃO Não é essencial encontrar bases dos auto-espaços para determinar a multiplicidade geo- 
métrica dos autovalores. Por exemplo, para encontrar as dimensões dos auto-espaços no Exemplo 2, po- 
deríamos ter calculado os postos das matrizes de coeficientes em (5) e (7) usando redução por linhas e en- 
tão utilizado a relação posto + nulidade = 3 para determinar as nulidades. 


O próximo teorema mostra que os autovalores e suas multiplicidades são invariantes de semelhança. 


Teorema 8.2.4 Matrizes semelhantes têm os mesmos autovalores e esses autovalores têm as mesmas 


multiplicidades algébrica e geométrica para ambas matrizes. 


Prova Sejam A e C matrizes semelhantes. Como matrizes semelhantes têm o mesmo polinômio carac- 
terístico, segue que А e C têm os mesmos autovalores com as mesmas multiplicidades algébricas. Para 
mostrar que um autovalor À tem a mesma multiplicidade geométrica para ambas matrizes, precisamos 
mostrar que os espaços-solução de 


(А1 – А)х=0 e (А - С)х=0 


têm a mesma dimensão ou, equivalentemente, que as matrizes 
M-A e М-С (12) 


tém a mesma nulidade. Mas na prova do Teorema 8.2.3, mostramos que a semelhanga de A e C implica a se- 
melhança das matrizes em (12). Assim, essas matrizes têm a mesma nulidade, pela parte (с) do Teorema 8.2.3.8 


Não devemos ler mais do que está escrito no enunciado do Teorema 8.2.4; o teorema diz que matri- 
zes semelhantes têm os mesmos autovalores com as mesmas multiplicidades algébrica e geométrica, mas 
não diz que matrizes semelhantes têm os mesmos auto-espaços. O próximo teorema estabelece a relação 
entre os auto-espaços de matrizes semelhantes. 


Teorema 8.2.5 Suponha que C = P AP e seja À um autovalor de A e de С. 


(a) Se x é um autovetor de C associado a À, então Px é um autovetor de A associado a À. 
(b) Se x é um autovetor de A associado a À, então P x é um autovetor de C associado a À. 


Provaremos a parte (a) e deixamos a prova da parte (b) como exercício. 
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Prova (a) Seja x um autovetor de C associado a À, ou seja, x £ 0e Сх = Ax. Substituindo Р "AP em C, 
obtemos 


P-IAPx = Ах 
que pode ser reescrito como 
APx = Рх ou equivalentemente, А(Рх) = А(Рх) (13) 


Como P é invertível e x # 0, segue que Px Æ 0. Assim, a segunda equação em (13) implica que Px é um 
autovetor de A associado a À. E 


DIAGONALIZAÇÃO Matrizes diagonais desempenham um papel importante em muitas aplicações porque, sob muitos aspec- 
tos, elas representam os tipos mais simples de operadores lineares. Por exemplo, seja T : R” —> К" um ope- 


rador linear cuja matriz em relação a uma base В = (vi, V2, ..., Vn} É 
d 0-0 
i ub: =з 
“ы 3 D NES 
0-0: e dl 
Se w é um vetor em R” e se x = [w], é a matriz de coordenadas de w em relação a B, então 
d 0... 07][x dixi 
0 d .. 0 dx 
Dx-|. с de E *|- tt 
0 0 +++ dl lx. d, X, 


Assim, multiplicar x por D tem o efeito de mudar a escala de cada coordenada de w (com troca de sentido 
para entradas d negativas). Em particular, o efeito de T sobre um vetor que é paralelo a um dos vetores 
Vi, V2, .-. , Vn da base é contrair ou dilatar o vetor (com possível reversão de sentido) (Figura 8.2.1). 

Agora passamos a considerar o problema de determinar condições sob as quais um operador linear 
possa ser representado por uma matriz diagonal em relação a alguma base. Como em geral conhecemos a 
matriz canónica de um operador linear, consideraremos esse problema da seguinte forma. 


Se T é representado por EEE TETE EEE ENE E E ERES EE ET. 
uma matriz diagonal em O Problema da Diagonalização Райа uma matriz quadrada A, existirá uma matriz invertível P tal 
relação à base В = (v, v,), que P "AP seja uma matriz diagonal e, caso exista, como poderá ser encontrada uma tal P? Se existir 


então T contrai ou dilata uma tal matriz P diremos que P diagonaliza A e que A é diagonalizável. 
os vetores paralelos a v, e 


v, (com possível inversão 
de sentido). O próximo teorema levará a uma solução do problema da diagonalização. 


Figura 8.2.1 


Teorema 8.2.6 Uma matriz А de tamanho n x n é diagonalizável se, e somente se, A tem n autoveto- 
res linearmente independentes. 


Prova  Mostremos inicialmente que se a matriz A é diagonalizável, então ela possui n autovetores linear- 
mente independentes. Se A é diagonalizável, existem uma matriz invertível P e uma matriz diagonal D, di- 


gamos 
pu Pi *** Pin 21.30! nO 
ре |Р» Pa е Ral ы р a rae А (14) 
pm рю eus Pan 0 0... An 
tais que P “AP =D. Reescrevendo isso como AP = PD e substituindo (14), obtemos 
pu pr ce р. | [№ O = 0 Aipu Ap c5 AnPin 
di (JS Е жиш ө Ыы E 


Pni Pn2 *** Pnn 0 0 +... da Арп A2Pn2 тик Алрпп 
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UM MÉTODO PARA 
DIAGONALIZAR 
UMA MATRIZ 


EXEMPLO 4 


Diagonalizando uma Matriz 


Assim, denotando os vetores-coluna de P por pi, P2, . - - , Pn, O lado esquerdo de (15) pode ser expresso por 


АР =Alp P2 + р„]=[Ар: Ар: > Ap) (16) 
e o lado direito de (15) por 

[Api Aopo c5 Amp») (17) 
Segue de (16) e (17) que 

Ар; = Ар, Ap2=42P2,-.., Ар, = Ар» 


e, pela invertibilidade de P, temos que pi, р›,..., p, são não-nulos, ou seja, mostramos que pi, р›,..., р, 
são autovetores de А associados a л, À2, ..., An, respectivamente. Além disso, a invertibilidade de P tam- 
bém implica que pi, P2, . .. , p, são linearmente independentes (Teorema 7.4.4 aplicado a Р), de modo que 
os vetores-coluna de P formam um conjunto de n autovetores de A linearmente independentes. 


Reciprocamente, seja А uma matriz com n autovalores linearmente independentes pi, P2, ..., p, 
com autovalores associados À 1, A2, ..., An, OU seja, 
Ар = Арі, Ap2=Ap2..., Ар» = Ар» 
Formando as matrizes 
Pu Pr c Pin A 0 0 
Р, = qe (PE RS] a pel, М ө 
m pa * Pan о 0 An 
obtemos 


АР = А[р, P» ··· р„]=[Ар, Ap» > Ар,] 
= [Арі Ар: c AnPn) 


Aipu Аро c5 Арі 
_| Arpa Арэ co Арл 
Арт A2Pn2 sd AnPnn 
pu pi2 ** Pin Aj 0... 0 
— 0 №... 0 
„| ERR ra rem 
Dni Pn2 *** Pnn 0 0 +++ An 


Contudo, a matriz P é invertível, pois seus vetores-coluna sáo linearmente independentes, de modo que se- 
gue dessa conta que D = PAP, mostrando que A é diagonalizável. ш 


OBSERVAÇÃO Lembrando que um conjunto de n vetores linearmente independentes em R” é, necessaria- 
mente, uma base de R”, o Teorema 8.2.6 equivale a dizer que uma matriz A de tamanho n X n é diagonali- 
zável se, e somente se, existe uma base de К" formada de autovetores de A. 


O Teorema 8.2.6 garante que uma matriz А de tamanho л х п com л autovetores linearmente independen- 
tes é diagonalizável e sua prova fornece o método seguinte para diagonalizar Á nesse caso. 


Diagonalizando uma Matriz п х п com п Autovetores Linearmente Independentes 


Passo 1. Encontre n autovetores linearmente independentes de A, digamos p}, P2, ..., Pr- 


Passo 2. Forme a matriz Р = [pi po» ··· Pa). 
Passo 3. A matriz P 'AP é diagonal e tem como entradas sucessivas na diagonal os autovalores asso- 
ciados a pi, р›,...,р,. 


Mostramos no Exemplo 3 que a matriz 
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EXEMPLO 5 
Uma Matriz que 
Não é Diagonalizável 


tem autovalores À = 1 е À = 2 e que vetores de bases desses auto-espaços são 


-2 -1 0 
p=| 1 e p=| 0|, р = |1 
1 1 0 
= A=2 
É imediato mostrar que esses trés vetores sáo linearmente independentes, de modo que A é diagonalizável e 
-2-1 0 
Pella 0 41 
il årg 


é a matriz que diagonaliza. Para conferir, deixamos a cargo do leitor verificar que 
-1 0 -11[0 O -2]|-2 -1 0 100 
Р-АР=| 1 0 2||1 2 1 1 0 1|=|02 0 a 

L ж AA 9 3 1 t 10 002 


OBSERVAÇÃO Não existe uma ordem preferencial para as colunas de uma matriz P que diagonaliza, о 
único efeito de mudar a ordem das colunas sendo uma alteração na ordem em que os autovalores apare- 
cem na diagonal principal de D = P* AP. Por exemplo, se tivéssemos escrito os vetores-coluna de P no 
Exemplo 4 na ordem 


0 1 
P=[p P pl=/[1 1 0 
0 1 Я 


Mostramos no Exemplo 2 que a matriz 


200 
A=| 130 
-3 5 3 


tem autovalores À = 2 e À = 3 e que vetores de bases dos auto-espaços associados são 


A=2 A=3 


Esses autovetores sáo linearmente independentes, pois nenhum é múltiplo escalar do outro, mas é impos- 
sível produzir um terceiro autovetor linearmente independente, pois todos autovetores devem ser múltiplos 
escalares de um desses dois autovetores. Assim, A não é diagonalizável. п 


O próximo teorema é útil para encontrar conjuntos linearmente independentes de autovetores. 


Teorema 8.2.7 SeVi, V2, . - - , Vi são autovetores de uma matriz A associados a autovalores distintos 
Ai, À2, -.., Аъ, então о conjunto (vi, V2, ... , у} é linearmente independente. 
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EXEMPLO 6 

Uma Matriz Diagonalizável 
com Autovetores 

Distintos 


Prova Suponhamos que vi, v», ..., у; sejam linearmente dependentes e procuremos chegar numa con- 
tradição. Se vi, V2, . . . , Ve são linearmente dependentes, então algum vetor nessa seqüéncia é uma combi- 
nação linear dos vetores que o antecedem (Teorema 7.1.2). Seja v,., o primeiro vetor nessa sequência que 
é uma combinação linear dos que o antecedem. Segue que у, v2, ... , v, São linearmente independentes e 
que existem escalares сі, со, ..., Cy tais que 


Vra = с” + сууз + > CV, (18) 
Multiplicando ambos lados de (18) por А e usando que Av; = А ;у; para cada j, obtemos 

Алун = АУ + САУ + eee + CA, У, (19) 
Agora multiplicando (18) por À,., e subtraindo de (19), obtemos 

0— cQ — А1) + calha — Аы) + +++ + Cr (Ar — Ar+1)Vr (20) 


Como vi, V2, ... , V, são linearmente independentes, segue que todos coeficientes do lado direito de (20) 
são nulos. Contudo, os autovalores são todos distintos de modo que necessariamente 


q=0="=c=0 


Mas isso junto com (18) implica que v,., = 0, o que é impossível, pois autovetores são não-nulos. As- 
sim, vi, V2, ..., Vy São linearmente independentes. п 


OBSERVAÇÃO Ѕел, Аз,..., А; São autovalores distintos de uma matriz A, então o Teorema 8.2.7 nos diz 
que escolhendo um autovetor de cada auto-espaço associado produzimos um conjunto linearmente inde- 
pendente. Mais geralmente, pode ser provado que escolhendo conjuntos de autovetores linearmente inde- 
pendentes dos auto-espaços distintos e combinando todos esses conjuntos num único conjunto, esse con- 
junto combinado será linearmente independente. Por exemplo, para a matriz A no Exemplo 4 encontramos 
um autovetor p, do auto-espaço associado a À = 1 e dois autovetores linearmente independentes p, e p, do 
auto-espaço associado a À = 2, portanto, podemos garantir sem fazer conta alguma que (p,, P» p.) é li- 
nearmente independente. 


Segue dos Teoremas 8.2.6 e 8.2.7 que uma matriz п х п com п autovalores reais distintos é diagona- 
lizável, pois podemos obter um conjunto de n autovetores linearmente independentes escolhendo um au- 
tovetor de cada auto-espaço. 


Teorema 8.2.8 Uma matriz n X n com n autovalores distintos é diagonalizável. 


A matriz 3 x 3 


é diagonalizável, pois tem trés autovalores distintos, A=2,1=3 e 1=4. = 


A recíproca do Teorema 8.2.8 é falsa, ou seja, é possível que uma matriz n x n seja diagonalizável 
sem que tenha n autovalores distintos. Por exemplo, vimos que a matriz A no Exemplo 4 é diagonalizável 
mesmo tendo somente dois autovalores distintos À = 1 e À = 2. Nesse caso, A é diagonalizável porque os 
auto-espaços associados têm dimensões 1 e 2, respectivamente, permitindo, assim, a obtenção de três au- 
tovetores linearmente independentes. Assim, vemos que a chave para diagonalizar uma matriz está com a 
dimensão dos auto-espaços. 


Teorema 8.2.9 Uma matriz А de tamanho n x n é diagonalizável se, e somente se, a soma das multi- 
plicidades geométricas de seus autovalores é n. 


Prova SejamA,,22,..., Àx autovalores distintos de A, E;, E2, ... , E, Os auto-espaços associados e 
Bi, B», ..., By bases quaisquer desses auto-espaços. Seja B o conjunto linearmente independente que 
resulta se essas bases são combinadas num único conjunto (ou seja, B é a união das bases). Se a soma 
das multiplicidades geométricas é n, então B é um conjunto de n autovetores linearmente independen- 
tes de A, portanto A é diagonalizável pelo Teorema 8.2.6. Deixamos a prova da recíproca para textos 
mais avançados. ГЫ 


EXEMPLO 7 
Diagonalização e Multiplicidade 
Geométrica 


RELAÇÕES ENTRE AS 
MULTIPLICIDADES 
ALGÉBRICA E 
GEOMÉTRICA 


UM TEOREMA DE 


UNIFICAÇÃO SOBRE 
DIAGONALIZABILIDADE 


Exercícios 8.2 


Nos Exercícios 1 até 4, mostre que A e B não são matrizes seme- 


lhantes. 
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Mostramos no Exemplo 2 que a matriz 


200 
A=| 130 


tem autovalores À = 2 e À = 3, ambos com multiplicidade geométrica 1. Como a soma das multiplicidades 
geométricas é menor do que 3, a matriz não é diagonalizável. Também observamos no Exemplo 3 que a 
matriz 
0 0-2 
А |b 2 
1 0 


tem autovalores À = 1 e À = 2, com multiplicidades geométricas 1 e 2. Como a soma das multiplicidades 
geométricas é igual a 3, a matriz é diagonalizável (ver Exemplo 4). E 


Deixamos para textos mais avançados um estudo completo de diagonalização, mas aqui ainda menciona- 
mos mais um resultado que é importante para um entendimento completo da questáo de diagonalizagáo. 
Pode ser provado que a multiplicidade geométrica de um autovalor náo pode exceder sua multiplicidade 
algébrica. Por exemplo, se o polinómio característico de alguma matriz A de tamanho 6 x 6 é 


pa) = (А – 3)(А — 5)2(А – 6)? 


então, dependendo da particular matriz А, o auto-espaço associado a À = 6 pode ter dimensão 1, 2 ou 3, o au- 
to-espaço associado a À = 5 pode ter dimensão 1 ou 2 e o auto-espaço associado a À = 3 tem dimensão 1. Pa- 
ra essa matriz A ser diagonalizável, ela deve possuir seis autovetores linearmente independentes, e isso ocor- 
rerá se as multiplicidades geométrica e algébrica coincidirem, ou seja, se o auto-espaço associado a À = 6 ti- 
ver dimensão 3, o auto-espaço associado a À = 5 tiver dimensão 2 e o auto-espaço associado a À = 3 tiver di- 
mensão 1. O próximo teorema, cuja prova é esboçada nos exercícios, resume essas idéias. 


Teorema 8.2.10 A é uma matriz quadrada, então: 
(a) A multiplicidade geométrica de um autovalor de A é no máximo igual à multiplicidade algé- 
brica. 


(b) A é diagonalizável se, e somente se, a multiplicidade geométrica de cada autovalor de A é 
igual à multiplicidade algébrica. 


O próximo teorema de unificação coleciona alguns resultados que consideramos nesta seção. 


Teorema 8.2.11 5еА é uma matriz n хп, então as seguintes afirmações são equivalentes. 
(a) A é diagonalizável. 
(b) A tem n autovetores linearmente independentes. 
(c) К" tem uma base consistindo em autovetores de A. 
(d) A soma das multiplicidades geométricas dos autovalores de A é n. 
(e) A multiplicidade geométrica de cada autovalor de A é igual à multiplicidade algébrica. 


PROBLEMA CONCEITUAL  Enuncie uma relação entre o posto de uma matriz diagonalizável e seus auto- 
valores não-nulos. 


L'I 1 0 
1 А= |, ju bi 
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2 4=[5 Ije- A 100 2 0-2 
2 4 2 4 17. A=|0 1 1 18. A=|0 3 0 
128 120 941 1 0.0 3 
3 A=|0 1 2|,B= 1 10 з В 
001 001 Nos Exercícios 19 até 24, determine se A é diagonalizável. Se for, en- 
contre uma matriz Р que diagonaliza a matriz A e determine РАР. 
101 ‚ЖЫ - - 
4 A=|2 0 2|,B=|2 2 0 == x =9 19 -9 -6 
3:10: 8 Ob 9,4=|-3 4 0 20. A=|25 -11 -9 
[ zz m == = = -3 1 3 17 -9 -4 
Nos Exercícios 5 e 6, é dado o polinómio característico de uma matriz 
A. Encontre o tamanho da matriz, liste os autovalores da matriz com 500 000 
suas multiplicidades algébricas e discuta as possíveis dimensóes dos 21. А= |1 5 0 22. A=|00 0 
auto-espagos associados. 015 301 
5. (а) MA+ DA 1? -2 0 0 0 
(Ы) A+3A+D'-8) AE 0-2 0 0 
6. (а) AM— 1)(А + 2)(А – 3)2 0.03 0 
(b) Xa — 6)(А — 2)° 0 0 14d 3 
-2 0 0 
Nos Exercícios 7 até 10, encontre os autovalores de A e suas multipli- 0.-2 5—5 
cidades algébricas e geométricas.. 24. A= 
1 MT i _ a 00 0 3 0 
0.00 3 
114 100 
7, А= |10 1 1 8 A=|2 3 0 25. Mostre que se uma matriz triangular superior com todas entradas na 
002 715 diagonal principal iguais a 1 é diagonalizável, entáo ela é a matriz 
identidade. 
500 1-2 0 
9: Am 151 йй Axa 1 0 26. Mostre que se uma matriz 3 x 3 tem um auto-espaço tridimensional, 
б 103 ` б 3 3 então a matriz é diagonal. Enuncie uma generalização desse resul- 


tado. 


Nos Exercícios 11 e 12, encontre a multiplicidade geométrica dos au- 27:04 que duas m жашашын ктын 


tovalores de A calculando o posto de A] — А para cada autovalor usan- bes singulares: 
do redução por linhas e então usando a relação entre posto e nulidade. 28. Sejam A, Р e Р matrizes п х п tais que D é diagonal, as colunas de 
ў Р são vetores não-nulos e AP = PD. Mostre que as entradas па dia- 
Li -b 1 » 28 d gonal de D são autovalores de A e que o k-ésimo vetor-coluna de P 


é um autovetor associado à k-ésima entrada diagonal de D. [Suges- 


IíA€-|-Lobh 1 1. A-|2 -6 11 tão: Subdivida P em vetores-coluna.] 
1 1 -1 1-4 7 

А Se T: R" — R" é um operador linear e В é uma base qualquer de А", en- 
Nos Exercícios 13 e 14, encontre o posto de ÀI — А рага cada autova- tão sabemos que [7] [T ], são matrizes semelhantes, de modo que se- 
lor usando redução por linhas e então use o resultado para mostrar que gue do Teorema 8.2.4 que [T ] e [T ], têm os mesmos autovalores com 
A € diagonalizável. as mesmas multiplicidades algébricas e geométricas. Como essas pro- 
== — ш J priedades comuns de [T ] e (T ], são independentes da base, podemos 
considerá-las propriedades do próprio operador T. Assim, por exem- 
401 0 -1 1 plo, dizemos que os autovalores de [T ] são os autovalores de T, os au- 
13; 4-12: 3 2 14 A=l=i 0 1 tovetores de [T] são os autovetores de Т e dizemos que T é um opera- 
104 1 1 0 dor diagonalizável se, e somente se, [T ] é uma matriz diagonalizável. 

Essas idéias são usadas nos Exercícios 29 até 31. 

Nos Exercícios 15 até 18, encontre a matriz P que diagonaliza a matriz 29. Considere o operador linear Т: А? — К? definido pela fórmula 


A e determine PAP. 


TQ, хо, хз) = (—2х + x2 — X3, ху — 2x2 — X3, 
4 —X1 — X2 — 2x3) 


6. 1 Encontre os autovalores de T e mostre que T é diagonalizável. 


—14 12 
15. A= E | 


i 
16. a=[ 


30. Considere o operador linear Т: К — R’ definido pela fórmula 
T (X1, X2, X3) = (—х; + X3, — + X3, X1 + X2) 


Encontre os autovalores de Т е mostre que T é diagonalizável. 


31. Sejam T -R" — R" um operador linear e À um autovalor de T. Mos- 
tre que se B é uma base qualquer de R”, então x é um autovetor de T 
associado a À se, e somente se, [x]; é um autovetor de [Т], associa- 
do a À. 


Discussáo e Descoberta 


D1. Invente um método para encontrar duas matrizes n X n que não são 
semelhantes. Use seu método para encontrar duas matrizes 3 X 3 
que não são semelhantes. 


D2. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 

sua resposta. 

(a) Qualquer matriz quadrada é semelhante a si mesma. 

(b) Se A é semelhante a B e B é semelhante a С, então A é seme- 
lhante a C. 

(c) Se A c B são matrizes invertíveis semelhantes, então A ' e B ' 
são semelhantes. 

(d) Se cada autovalor de A tem multiplicidade algébrica 1 então A 
é diagonalizável. 


D3. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 

sua resposta. 

(a) Matrizes singulares não são diagonalizáveis. 

(b) Se A é diagonalizável, então existe uma única matriz P tal que 
РАР é diagonal. 

(c) Sev,, v, e v, são vetores não-nulos que provêm de auto-espa- 
gos distintos de A, então é impossível expressar v, como com- 
binação linear de y, e v,. 

(d) Se uma matriz invertível A é diagonalizável, entáo A “também 
é diagonalizável. 


Trabalhando com Provas 


P1. Prove as partes (b) e (c) do Teorema 8.2.3. [Sugestáo: Use os resul- 
tados do Exercício P7 da Seção 7.5.) 


P2. Prove a parte (d) do Teorema 8.2.3. 
P3. Prove a parte (b) do Teorema 8.2.5. 


P4. Prove que se А e В são semelhantes, então também A* e В“ são se- 
melhantes, para qualquer inteiro positivo k. 


P5. Prove que se А é diagonalizável, então também А“ é diagonalizável, 
para qualquer inteiro positivo k. 


P6. Neste problema, apresentamos um roteiro para provar que a mul- 
tiplicidade algébrica de um autovalor de uma matriz A de tamanho 
nX né maior do que ou igual à multiplicidade geométrica. Para is- 
so, seja À, um autovalor com multiplicidade geométrica k. 

(a) Prove que existe uma base В = (ш, U>,..., u,) de R” na qual 
os k primeiros vetores de B formam uma base do auto-espaço 
associado a Àp. 
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32. Seja 


a b 
^-[ 4] 
Mostre que 


(a) A é diagonalizável se (a — 4)? + 4bc > 0. 
(b) A não é diagonalizável se (a — d)? + 4bc « 0. 


(e) Se R' tem uma base de autovetores da matriz A entáo A é dia- 
gonalizável. 


D4. Suponha que o polinômio característico de uma matriz А seja 
pà) = (А — DG. – 3PA — 4 
(a) Qual é o tamanho de A? 
(b) O que pode ser dito sobre as dimensões dos auto-espaços de A? 
(c) O que pode ser dito sobre as dimensões dos auto-espaços se é 
sabido que A é diagonalizável? 
(d) Se (v,, V} v,) é um conjunto linearmente independente de au- 


tovetores de A tal que todos correspondem ao mesmo autovalor 
de A, o que pode ser dito sobre esse autovalor? 


D5. Seja A uma matriz 6 x 6 com trés autovalores distintos А, À, е Ay. 
(a) Se À, tem multiplicidade geométrica 2 e À, tem multiplicidade 

geométrica 3, o que pode ser dito sobre a diagonalizabilidade 

de A? 

Se À, tem multiplicidade geométrica 2, À, tem multiplicidade 

geométrica 1 e À, tem multiplicidade geométrica 2, o que pode 

ser dito sobre a diagonalizabilidade de A? 

(c) Se À, e À, têm multiplicidade geométrica 2, o que pode ser di- 
to sobre a diagonalizabilidade de A? 


(b 


= 


(b) Seja P a matriz que tem os vetores de B como colunas. Prove 
que produto AP pode ser expresso como 


мю X 
Apu P|* =| 


[Sugestão: Compare os k primeiros vetores-coluna de ambos 
lados.] 
(c) Use o resultado da parte (b) para provar que A é semelhante a 


en X 
с= о н] 


e, portanto, que А e C têm o mesmo polinômio característico. 
Considerando (Al — C), prove que o polinômio característico 
de С (e portanto de A) contém o fator (À — À,) pelo menos k 
vezes, provando, assim, que a multiplicidade geométrica de 
Ào é maior do que ou igual à multiplicidade geométrica k. [Su- 
gestão: Ver as instruções antes dos Exercícios 38 e 39 da Se- 
ção 4.2.) 


(d 


= 
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Usando Recursos Computacionais 
T1. A maioria das ferramentas computacionais tem um comando espe- é diagonalizável encontrando a nulidade de АГ — А para cada 
= cífico para diagonalizar uma matriz. Se sua ferramenta tem essa ca- autovalor À e usando um teorema apropriado. 

pacidade, ela pode estar descrita como “decomposição de Jordan” (b) Encontre uma base de R° consistindo em autovetores de A. 

ou algum outro termo envolvendo o nome “Jordan”. Use esse co- 

mando para diagonalizar a matriz no Exemplo 4. T3. Construa uma matriz A de tamanho 4 x 4 cujas entradas são não-nu- 


LO Моге que cine las e cuja equação característica é 


-13 -60 —60 PO) = (А – 2? 0. + 3 
A=| 10 42 40 € confira sua resposta diagonalizando A. [Sugestdo: Ver as instru- 
=5 290. =18 ções para os Exercícios 38 e 39 da Seção 4.2.] 


Seção 8.3 Diagonalizacáo Ortogonal; Funções de 
uma Matriz 


As matrizes simétricas surgem mais frequentemente em aplicações do que qualquer outra classe de matrizes, de modo 
que, nesta seção, consideraremos as propriedades de diagonalização dessas matrizes. Também discutiremos métodos 
para definir funções de matrizes. 


SEMELHANÇA Lembre que na última seção vimos que duas matrizes A e C de tamanho n x n são ditas semelhantes se 
ORTOGONAL existir uma matriz invertível P tal que C = P™ AP. O caso especial em que existe uma matriz ortogonal P 
tal que C = P™ AP = PAP é de importância especial e tem terminologia própria. 


Definição 8.3.1 Se A e C são matrizes quadradas de mesmo tamanho, dizemos que С é ortogonal- 
mente semelhante a A se existe uma matriz ortogonal P tal que C = Р'АР. 


Usando a observação que segue a Definição 8.2.1 como guia, o leitor deve ser capaz de mostrar que se С 
é ortogonalmente semelhante a A então A é ortogonalmente semelhante a C, de modo que, em geral, dize- 
mos que А e C são ortogonalmente semelhantes para enfatizar que a relação é simétrica. 

O seguinte análogo do Teorema 8.2.2, cuja prova deixamos como exercício, dá uma interpretação da 
semelhança ortogonal do ponto de vista de operadores. 


Teorema 8.3.2 Duas matrizes são ortogonalmente semelhantes se, e somente se, existem bases orto- 


normais em relação às quais as matrizes representam o mesmo operador linear 


O nosso objetivo principal nesta seção é determinar condições sob as quais uma matriz é ortogonal- 
mente semelhante a uma matriz diagonal. 


O Problema da Diagonalização Ortogonal Dada uma matriz quadrada A, existirá uma matriz orto- 
gonal P tal que PAP seja uma matriz diagonal e, caso exista, como poderá ser encontrada uma tal Р? 
Se existir uma tal matriz Р, diremos que Р diagonaliza A ortogonalmente e que A é ortogonalmente 
diagonalizável. 


OBSERVAÇÃO Pensando em A como a matriz canónica de um operador linear, o problema da diagonali- 
zação ortogonal é equivalente a perguntar se esse operador pode ser representado por alguma matriz dia- 
gonal em relação a alguma base ortonormal. 


A primeira observação que deve ser feita sobre a diagonalização ortogonal é que não podemos es- 
perar diagonalizar ortogonalmente uma matriz que não é simétrica. Para ver isso, seja 


D = P'AP (1) 
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uma fatoração com P ortogonal e D diagonal. Como PP = PP” = I, podemos reescrever (1) como 
А = PDP” 
Transpondo ambos lados dessa equação e usando o fato de que D' = D, obtemos 
AT = (РЮРТ)! = (РТ)ТрТРТ = РОР! = А 
que mostra que uma matriz ortogonalmente diagonalizável é necessariamente simétrica. É claro que isso 


ainda deixa em aberto a questão de quais matrizes simétricas são ortogonalmente diagonalizáveis, se é que 
as há. O próximo análogo do Teorema 8.2.6 nos ajuda a resolver essa questão. 


Teorema 8.3.3 Uma matriz A de tamanho n x n é ortogonalmente diagonalizável se, e somente se, 
existe um conjunto ortonormal de n autovetores de A. 


Prova Inicialmente, mostramos que se A é ortogonalmente diagonalizável, então existe um conjunto or- 
tonormal de n autovetores de A. Por ser A ortogonalmente diagonalizável, existem uma matriz ortogonal 
P e uma matriz diagonal D tais que Р'АР = D. Contudo, como os vetores-coluna de uma matriz ortogonal 
são ortonormais e como os vetores-coluna de P são autovetores de A (ver a prova do Teorema 8.2.6), esta- 
belecemos que os vetores-coluna de P formam um conjunto ortonormal de n autovetores de A. 

Reciprocamente, suponha que exista um conjunto ortonormal (Pi, рг, .. ., Px) de n autovetores de 
A. Mostramos na prova do Teorema 8.2.6 que a matriz 


Р = [р р› +> Pal 


diagonaliza A. Contudo, nesse caso Р é uma matriz ortogonal, pois seus vetores-coluna são ortonormais. 
Assim, P diagonaliza A ortogonalmente. a 


OBSERVAÇÃO Lembrando que um conjunto ortonormal de n vetores em R” é uma base ortonormal de R”, 
o Teorema 8.3.3 é equivalente a dizer que uma matriz A de tamanho п хп é ortogonalmente diagonalizá- 
vel se, e somente se, existe uma base ortonormal de R" consistindo em autovetores de A. 


Vimos acima que uma matriz ortogonalmente diagonalizável é necessariamente simétrica. O pró- 
ximo teorema em duas partes afirma que todas matrizes simétricas são ortogonalmente diagonalizáveis 
e dá uma propriedade de matrizes simétricas que nos levará a um método para obter a diagonalização 
ortogonal. 


Teorema 8.3.4 


(a) Uma matriz é ortogonalmente diagonalizável se, e somente se, é simétrica. 
(b) Se A é uma matriz simétrica, então autovetores de autovalores diferentes são ortogonais. 


Provaremos a parte (b); a prova da parte (a) é indicada nos exercícios. 
Prova (b) Sejam v, e v, autovetores associados a autovalores distintos À, e À,, respectivamente. Para 
provar que v; + v? = 0, vamos usar a Fórmula (26) da Seção 3.1 para escrever Ai(vi * v?) = (Алу) * v» 
como o produto matricial (уу) v». O resto da prova consiste em trabalhar a expressão de maneira ade- 
quada: 
Ai(vi + v2) = (Avi) v; = (Avi) v; = (vi AT)vo [v, é um autovetor associado a 2,] 

= (v/A)v> [Simetria de A] 

=v (Ava) 

= v? (Азуз) [v, é um autovetor associado a À, 

= Ауу) 

= Av; * v2) [Fórmula (26) da Seção 3.1] 


Isso implica que (A, — А) (у; * V2) = 0, de modo quev; » у; = 0 , já que estamos supondo À; Æ Аз. Wi 
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UM MÉTODO PARA 
DIAGONALIZAR 
ORTOGONALMENTE 
UMA MATRIZ 
SIMÉTRICA 


EXEMPLO 1 
Diagonalizando Ortogonalmente 
uma Matriz Simétrica 


Para diagonalizar ortogonalmente uma matriz simétrica A de tamanho п X п, precisamos construir uma matriz 
ortogonal P cujos vetores-coluna são autovetores de A. Uma maneira de conseguir isso é encontrar uma base 
de cada auto-espaço, depois utilizar o processo de Gram-Schmidt para produzir uma base ortonormal de cada 
auto-espaço e, finalmente, combinar todos esses vetores num único conjunto. Sabemos do Teorema 8.2.9 que 
esse conjunto combinado tem n vetores e sabemos da parte (b) do Teorema 8.3.4 que nesse conjunto são orto- 
gonais os autovetores que provém de autovalores distintos. Isso implica que o conjunto todo de n autovetores é 
ortogonal, de modo que qualquer matriz P que tenha esses vetores como colunas será ortogonal e diagonaliza- 
rá A. Resumindo, temos o seguinte procedimento para diagonalizar ortogonalmente as matrizes simétricas: 


Diagonalizando Ortogonalmente uma Matriz Simétrica n X n 


Passo 1. Encontre uma base para cada auto-espaço de A. 
Passo 2. Aplique o processo de Gram-Schmidt a cada uma das bases para produzir bases ortonormais 


dos auto-espaços. 

Passo 3. Forme a matriz P = [pj p; +++ p;]cujos vetores-coluna são os vetores construídos no 
Passo 2. A matriz P diagonaliza A ortogonalmente e os autovalores na diagonal de D = P'AP 
estáo na mesma ordem que os autovetores associados em P. 


Encontre uma matriz P que diagonaliza ortogonalmente a matriz simétrica 
4232 
A=|2 4 2 
224 
Solução А equação característica de A é 


A-4 -2 -2 
det(AI— А) =det | -2 А-4 -2 |=(A-24A-8)=0 (2) 
-2 -2 1-4 
Assim, os autovalores de A são À = 2 e À = 8. Usando o método dado no Exemplo 3 da Seção 8.2, pode- 


mos mostrar que 


UE 1 e w=| 0 (3) 


formam uma base do auto-espaço associado a À = 2 e que 
Уз = 1 (4) 


é uma base do auto-espaço associado a À = 8. Aplicando o processo de Gram-Schmidt ás bases (v,, v,) e 
(v,) obtemos as bases ortonormais (u,, u,) e {v,}, onde 


Sl» a Sl- 
o 
5 
| 

S- áF Ы- 


"v 
I 
o àl- SI- 
ШИ 
I» Si- $i 
Sl- al- S- 


DECOMPOSIÇÃO 
ESPECTRAL 


EXEMPLO 2 
Uma Interpretação Geométrica 
da Decomposição Espectral 
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Para conferir, deixamos a cargo do leitor confirmar que 


1 
Ф Y 


1 1 1 
oaJ л ^з A] роо 
LY Y = ылы minds 2 12 | EF 
P'AP = VE Te Ye 242 J Ye A |= 020 ш 
1 ali 1 224 0 2. 1 008 
з М RB % Y 
Se A é uma matriz simétrica que é ortogonalmente diagonalizável por 
P=[u ш © ш] 
ese Ài, А, ..., An São os autovalores de A associados a |, W2, ..., Un, então sabemos que D = P'AP, on- 


de D é uma matriz diagonal com os autovalores ao longo da diagonal. Segue disso que a matriz A pode ser 
expressa como 


A»: es ОЛ [uf ul 
О де ws 0 T T 
А = РОР! =[ш ш --ull. 2 А : Е = [мш Au, ©. А] E 
0 0... Aj [ат ul 


Multiplicando com a regra coluna-linha (Teorema 3.8.1), obtemos a fórmula 
А = ущц + Азии +++ ши, б) 


que é denominada uma decomposição espectral de А ou uma decomposição em autovalores de А (que 
abreviamos pelas iniciais em inglês EVD de 4).* 

Para explicar o significado geométrico desse resultado, lembre que se u é um vetor unitário em R” 
que está dado em forma de coluna, então o produto externo uu” é a matriz canônica da projeção ortogonal 
de А" sobre a reta pela origem gerada por u [pelo Teorema 7.7.3 e a Fórmula (17) da Seção 7.7]. Assim, а 
decomposição espectral de A nos diz que Ax pode ser calculado projetando x sobre as retas determinadas 
pelos autovetores de A, depois utilizando os autovalores para adequar os tamanhos das projeções e, final- 
mente, somando as projeções modificadas. Aqui temos um exemplo. 


A matriz 


«p 3 


tem autovalores À, = —3 e À, = 2 com autovetores associados 


el) cof 


(verifique). Normalizando esses vetores de base obtemos 


1 2 
a 2| $ 2.» |У 
“E xl ll е 22 Tl H 


de modo que uma decomposição espectral de A é 


* A terminologia decomposição espectral faz referência ao espectro de uma matriz, que é como muitas vezes é denominado o conjunto 


de todos autovalores da matriz. Já o nome decomposição em autovalores foi utilizado pela primeira vez (em inglês) por Dan Kalman, 
num artigo premiado intitulado “A Singularly Valuable Decomposition: The SVD of a Matrix,” publicado no The College Mathema- 
tics Journal, Vol. 27, No. 1, January 1996. 
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POTÊNCIAS DE 
UMA MATRIZ 
DIAGONALIZÁVEL 


ы» SI- 
pe 


Ё al = маи +Ауру = (-3) Ё 


2 
=(-3) | 1 (6 
= 5 


onde as matrizes 2 x 2 do lado direito são as matrizes canônicas das projeções ortogonais sobre os auto- 
espaços. 

Agora vejamos o que essa decomposição nos diz sobre a imagem do vetor x = (1, 1) na multiplica- 
ção por 4. Escrevendo x em forma de coluna, temos que 


-E 20-0 o 


e usando (6) obtemos 


1 ai i-i 
“los 
5 5 

Y $ 2 

5 5 5 


Segue de (7) que a imagem de (1, 1) na multiplicação por A é (3,0) е segue de (8) que essa imagem tam- 
bém pode ser obtida projetando (1, 1) sobre os auto-espaços associados a À, =-3 e À, = 2 para obter os ve- 
tores (- +, 3) e ($, 3), depois adequando os tamanhos desses vetores utilizando os autovalores para ob- 
ter (ł, —£) (2, É) e finalmente somando esses vetores (ver Figura 8.3.1). " 


lo aj 
1 
ula lo 
4 
+ 
a 
N 
= 
лы uie 


Ах = (3,0) 


3.6 
a" 5 
A=-3 


OBSERVAÇÃO А decomposição espectral (5) expressa uma matriz simétrica A como uma combinação li- 
near de matrizes de posto 1 na qual os coeficientes das matrizes sáo os autovalores de A. Nos exercícios, 
pedimos ao leitor mostrar que vale uma espécie de recíproca: Se ішу, u2, ..., ur) é uma base ortonormal 
de А" e se A pode ser expressa como 


Figura 8.3.1 


А = сщш + суйш +++ сш, 


então A é simétrica e tem autovalores с, C2, ..., Сп. 


Existem muitas aplicagóes que exigem o cálculo de poténcias elevadas de matrizes quadradas. Como es- 
sas contas podem requerer muito tempo e estão sempre sujeitas a erros de arredondamento, há muito inte- 
resse em técnicas que possam reduzir a quantidade de cálculos envolvida. Vamos considerar agora um mé- 
todo importante para calcular poténcias elevadas de matrizes diagonalizáveis (por exemplo, de matrizes 
simétricas). Para explicar essa idéia, sejam A uma matriz n X n e P uma matriz invertível n x п. Então 


(P'AP) = (P-!AP)(P-!AP) = P-APP-!AP = P-'AIAP = P-1A?P 


e, mais geralmente, se k é um inteiro positivo qualquer, então 


CADES AP (9) 
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Em particulas, se A € diagonalizável e Р АР = D € uma matriz diagonal, então segue de (9) que 
РАР = р^ 
que pode ser reescrito como 


a0) 


Essa equação, que é válida para qualquer matriz diagonalizável, expressa a k-ésima potência de A em ter- 


mos das i-ésimas potências de D, portanto, tirando vantagem do fato de que potências de matrizes diago- 
nais são fáceis de calcular [ver Fórmula (3) na Seção 3.6]. 


Use a Fórmula (11) para encontrar a potência A” da matriz diagonalizável 
о 0-2 
4=[1 2 1 
103 


Solução Mostramos no Exemplo 4 da Seção 82 que 


-1 0 -П[о o -9 f-2 -1 o] [100 
PaP=| 1 0 2|] 2 1[ 1 0 1f=[o20 
1a Цр o зат 002 


Assim, 
-2 -1 of o o][-: 0-1] [-s90 о -16382 
AP-| 1 0 то 20 1 0 2|=| 891 892  8191[(12 
1 3 ojlo о 22] 1 1 so 0 16383 


Com esse método, a maior parte do trabalho é diagonalizar A. Uma vez executada essa tarefa, não preci- 
Samos repeti-la para calcular outras potências de A. Por exemplo, para calcular A'™, basta trocar 0s ex- 
 poentes de 13 para 1000 em (12). " 


Ко caso especial em que A é uma matriz simétrica com uma decomposição espectral 
А = шаг + Ааш ++ A VUE 


a matriz 

Plm ш] 
diagonaliza ortogonalmente А, de modo que (11) pode ser expresso como 

A= PD PT 
Deixamos a cargo do leitor mostrar que essa equação pode ser eserita como- 

A! = зщ + шаг ++ Alo, ur аз) 
do que segue que A' é uma matriz simétrica cujos autovalores são as A-Ésimas potências dos autovalores de A. 
Nenhuma discussão sobre potências de matrizes poderia deixar de mencionar o resultado seguinte, co- 


nhecido como Teorema de Cayley-Hamilton, cuja prova é omitida (ver, contudo, o Exercício P1 da Se- 
ção 44). 


| Teorema 8.3.5 (Teorema de Cayley-Hamilton) Qualquer matriz quadrada satisfaz sua equação ca- 
racterísica, ou seja, se A é uma matriz n Х n cuja equação característica é 


AT e 0 


a 
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O Teorema de Cayley-Hamilton torna possível expressar todas potências inteiras positivas de uma 
matriz А de tamanho n X n em termos de J, A, ..., A"! resolvendo (14) рага A”. No caso em que А é in- 
vertível, esse teorema também torna possível expressar A * (e portanto todas potências inteiras negativas 
de A) em termos de Z, A, ..., A””!, reescrevendo (14) como 


m Cie OE б-а 1) 5 (15) 


Cn Cn 


(verifique), do que segue que A '' é dada pela expressão entre parênteses à esquerda. 


OBSERVAÇÃO Sabemos que certamente Cn # O em (15) pois, caso contrário, À = O seria uma raiz da 
equação característica, contradizendo a invertibilidade de A [ver partes (c) e (A) do Teorema 7.4.4]. 


A Álgebra Linear na História 


O Teorema de Cayley-Hamilton apareceu pela primeira 
vez no trabalho de Cayley intitulado Memoir on the The- 
ory of Matrices (ver página 99), no qual ele deu a primei- 
ra definição abstrata de matriz, definindo adição de ma- 
trizes, a multiplicação por escalar, a multiplicação e a in- 
versão de matrizes e deu a fórmula para a inversa de uma 
matriz em termos de co-fatores (veja Teorema 4.3.3). 
Cayley provou o teorema para matrizes 2 X 2 e afirmou 
sua validade no caso geral. O matemático irlandês Sir 
William R. Hamilton provou o teorema para matrizes 4 x 
4 durante sua pesquisa e por isso seu nome também é 
associado ao resultado (ver nota à página 8). 


EXEMPLO 4 Mostramos no Exemplo 2 da Seção 8.2 que o polinômio ca- 
racterístico de 


PA) = (À – 2)( – 3? = А? — ВА? + 21А 18 
de modo que o Teorema de Cayley-Hamilton implica que 
А? – 842+ 21А - 18/2 0 (16) 


Essa equação pode ser usada рага expressar A? e todas potências maiores 
de А em termos de 1, A e A". Por exemplo, 


АЗ = 8А? — 21A + 181 


e, usando essa equação, podemos escrever 
Аі = AA? = 84? — 21А? + 18А = 8(84? — 214 + 187) — 2142 + 18A 


= 43А? — 150А + 1441 


A Equação (16) também pode ser usada para expressar А `' como um polinômio de A, reescrevendo а 


equação como 


A(A? — 8A + 217) = 181 


do que segue (verifique) que 


A`! = (4284 +217) = | — 


EXPONENCIAL DE 
UMA MATRIZ 
(Usa Cálculo) 


o 
o © 


eN am юе 
ол w= 
1 


Na Seção 3.2, definimos funções polinomiais de matrizes quadradas. Lembre que naquela discussão vi- 
mos que se А é uma matriz n X n e se 


р(х) = ag + ayx + ах? ^ - + as x" 


entáo a matriz p(A) é definida por 
р(А) = aol + aA + aA? +--+ a4, A" 


Outras fungóes de matrizes quadradas podem ser definidas usando séries de poténcias. Por exemplo, se a 
função f é representada por sua série de Maclaurin 


Го) = f) + /'(0)х + 


PO PO 


2! WC vL an 


em algum intervalo, então definimos f(A) por 
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FA) = f(0)1 + f'(0A + —— TO p 2... PO) An +... (18) 


que interpretamos coordenada a coordenada, ou seja, a ij-ésima entrada de (A) é a soma da série das ij- 
ésimas entradas das parcelas do lado direito.* No caso especial em que A é uma matriz diagonal, digamos 


di 0 sc 10 
0 d ә» 0 
0) 0) asda 


e que f está definida nos pontos di, d», ..., dk, cada matriz do lado direito de (18) é diagonal e, portanto, 
também ДА) é diagonal. Nesse caso, igualando entradas correspondentes na diagonal dos dois lados de 
(18) obtemos 


"O Og f”(0) "O de 


(SAD = /@) + F 04: + dg +++ — Um f(d) 


Assim, nesse caso diagonal, podemos até evitar a série toda e calcular ҚА) diretamente por 


fd) о. о 
na (19) 
0 о o ла) 


Por exemplo, se 


L 10 0 e0 0 
A=|0 3 0|, ento e^-|O é 0 
0 0 -2 0 0 e? 


Consideremos, agora, como essas idéias poderiam ser utilizadas para encontrar funções de matrizes dia- 
gonalizáveis sem precisar somar séries infinitas. Se A é uma matriz diagonalizável n x m e P“AP =D, onde 
A O 0 
0) A ws 10 


0 O eX, 
entáo (10) e (18) sugerem que 


Lo +20 


P-!f(A)P = f(O)I + f(O) (P'AP) + —— (P7'A?P) +... + — ^ (P^lA"P) +- 


= fO « fp 9р E 


= f(D) 
Isso nos diz que f(A) pode ser expressa como 
f(A) = PF(D)P" (20) 


o que sugere o próximo teorema. 


Teorema 8.3.6 Seja A uma matriz diagonalizável n x n que é diagonalizada por P e sejam 
Ài, А2, ---. Àn os autovalores de A associados aos sucessivos vetores-coluna de P. Se fé uma função 
real cuja série de Maclaurin converge num intervalo que contém os autovalores de A, então 
Fam Q0 cs 10 
0 5): e 10 
МА) =р| . de f Ar 
0 0 =o Р) Q1) 


* As condições sob as quais essa série converge podem ser encontradas em muitos livros de Cálculo e na maioria dos livros de Análise 
Matemática. 
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EXEMPLO 5 
Exponenciais de Matrizes 
Diagonalizáveis 


DIAGONALIZAÇÃO E 
SISTEMAS LINEARES 


O CASO NÃO- 
DIAGONALIZÁVEL 


Aqui temos um exemplo. 


Encontre e'* para a matriz diagonalizável 


0 0-2 
4= |10 2 1 
1 0 3 


Solução Mostramos no Exemplo 3 da Seção 8.2 que 
-1 0 -1]|o O -2|[-2 -1 0 1:30! 0 
p-Api-| 1 0 24 Z 3 1 0 1|=l|020 
L L Zl O 3 L'i 9 002 


de modo que aplicando a Fórmula (21) com f(A) = e'* obtemos 


ео 0 -2-1 ollé 0 0 -1 0-1 
eA=P|O е 0 |Pp!l=|1 0 1||0 e" о 1 o 2 
0 0 е 1 1 o[joo e 1 p» q 
2 =e” 0 2e —2e* 
=| xs We ques = 


Ame 0 2e-e! 


No caso especial em que A é uma matriz simétrica com decomposição espectral 
А = ци + Anu] +-+-+2,u,u7 
a matriz 
P-[u wu ш] 
diagonaliza ortogonalmente A, de modo que (20) pode ser expresso por 
f(A) = Pf (D)P" 
Nos exercícios, pedimos ao leitor mostrar que essa equação pode ser escrita como 
f(A) = ЈО) шаг + ЛО) шошо +5 + / ўиш, Q2) 


(Exercício P3), o que nos diz que f(A) é uma matriz simétrica cujos autovalores podem ser obtidos calcu- 
lando f nos autovalores de A. 


O problema de diagonalizar uma matriz quadrada A está estreitamente relacionado com o problema de re- 
solver o sistema linear Ax = b. Por exemplo, seja A uma matriz diagonalizável e P 'АР = D. Definindo um 
novo vetor y = P "x e substituindo 


XmPy Q3) 


em Ax = b, obtemos um novo sistema linear APy = b na incógnita y. Multiplicando ambos lados dessa 
equação por P ' e usando o fato P “AP = D, obtemos 


Dy = P^b 


Como esse sistema tem uma matriz de coeficientes diagonal, a solucáo em y pode ser lida imediatamente 
e o vetor x pode entáo ser calculado usando (23). 

Muitos algoritmos para resolver sistemas de grande escala sáo baseados nessa idéia. Tais algoritmos 
são particularmente eficazes nos casos em que a matriz de coeficientes pode ser ortogonalmente diagona- 
lizada, pois a multiplicação por matrizes ortogonais não magnifica os erros de arredondamento. 


Nos casos em que А não é diagonalizável, ainda é possível alcançar uma significativa simplificação na for- 
ma de P 'AP pela escolha judiciosa da matriz P. Consideraremos dois desses teoremas para matrizes de 
entradas reais que envolvem semelhança ortogonal. O primeiro, devido ao matemático alemão Issai Schur 
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(1875-1941), afirma que qualquer matriz quadrada A com autovalores reais é ortogonalmente semelhante 
a uma matriz triangular superior que tem os autovalores de A na diagonal principal. 


A Álgebra Linear na História 


A vida do matemático alemão Issai Schur é uma triste lem- 
branga do efeito que a política nazista teve sobre os inte- 
lectuais judeus durante os anos 1930. Schur foi um mate- 
mático brilhante e um expositor famoso que atraiu muitos 
alunos e professores para a Universidade de Berlim, onde 
trabalhava e lecionava. Suas conferéncias ás vezes atraíam 
tantos alunos que os que sentavam nas últimas filas utiliza- 
vam binóculos para vé-lo. A vida de Schur ficou cada vez 
mais difícil no regime nazista e, em abril de 1933, ele foi 
forçado a se “aposentar” da universidade por causa de 
uma lei que proibia náo-arianos de manter uma posição de 
“servidor civil.” Houve uma revolta por parte de muitos alu- 
nos e colegas que o respeitavam e admiravam, mas isso 
não impediu seu afastamento completo em 1935. Shur, 
que se considerava alemão, em vez de judeu, nunca enten- 
deu a perseguição e humilhação que sofreu nas mãos na- 
zistas. Em 1939, um homem destruído, deixou a Alemanha 
pela Palestina. Sem recursos financeiros, ele teve de vender 
seus adorados livros de Matemática e viveu na pobreza até 
sua morte em 1941. 


Issai Shur 
(1875-1941) 


Figura 8.3.2 


Teorema 8.3.7 (Teorema de Schur) Se A é uma matriz n хп com 
entradas reais e autovalores reais, então existe uma matriz ortogonal 
P tal que P'AP é uma matriz triangular superior da forma 


Ay 36 a Ж 

0 x ce x 

PAP=|0 0255. х 
ооо As 24) 
na qual >i, Аз, ..., Àn são os autovalores da matriz A repetidos de 


acordo com a multiplicidade. 


É comum denotar a matriz triangular superior em (24) por 5 (de Schur), 
caso em que aquela equacáo pode ser reescrita como 


А = PSP! 
que é, então, denominada uma decomposição de Schur de А. 


OBSERVAÇÃO Lembre que pelo Teorema 4.4.12 sabemos que, se A é 
uma matriz quadrada, então o traço de A é a soma dos autovalores de A e 
o determinante de A é o produto dos autovalores de A. Como sabemos que 
o determinante e o traço são invariantes por semelhança, nos casos em 
que A tem autovalores reais as afirmações daquele teorema ficam eviden- 
tes simplesmente olhando para (24). 


O próximo teorema, devido ao matemático alemão Gerhard Hessenberg 
(1894-1925), afirma que qualquer matriz quadrada com entradas reais é 
ortogonalmente semelhante a uma matriz na qual cada entrada abaixo da 
primeira subdiagonal é zero (Figura 8.3.2). Dizemos que uma tal matriz 
é uma matriz de Hessenberg superior. 


(25) 


xx xxx 
x x x x 
x X56 
хх хх 
ххх х 


Primeira subdiagonal 


X x 
x 


x 


x 


о 


So. 
oo: 


Teorema 8.3.8 (Teorema de Hessenberg) Qualquer matriz quadrada com entradas reais é orto- 
gonalmente semelhante a uma matriz de Hessenberg superior, ou seja, se A é uma matriz n X n com en- 
tradas reais, então existe uma matriz ortogonal P tal que P'AP é da forma 


x 
x 


X x 
х x 


x 


Q6) 


OBSERVAÇÃO As entradas na diagonal de (26) não são, em geral, os autovalores de A. 
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É comum denotar a matriz de Hessenberg superior em (26) por H (de Hessenberg), caso em que 


aquela equação pode ser reescrita como 


A = PHP” 


(27) 


que é, então, denominada uma decomposição de Hessenberg superior de A. 

Em muitos algoritmos numéricos de decomposições LU ou QR, a matriz inicial é primeiro conver- 
tida à forma de Hessenberg superior, com isso reduzindo a quantidade de cálculos no próprio algoritmo. 
Alguns programas de computador tem comandos próprios para encontrar as decomposições de Schur ou 


de Hessenberg. 


Exercícios 8.3 


Nos Exercícios 1 até 4, é dada uma matriz simétrica A. Sem fazer con- 
tas, encontre as dimensões dos auto-espaços de A a partir do polinó- 
mio característico de A. 


17. A matriz A do Exercício 9. 
18. A matriz A do Exercício 10. 


i2 1-4 2 
а= |; A 2 4=|-4 1 -2 
2 -2 -2 


3. А 


ll 
pa mo а 


res distintos da matriz simétrica A são ortogonais, como garante o Teo- 
rema 8.3.4. 


Nos Exercícios 5 e 6, verifique que autovetores associados a autovalo- 


5. A matriz A do Exercício 3. 
6. A matriz А do Exercício 4. 


Nos Exercícios 7 até 14, encontre uma matriz P que diagonaliza orto- 
gonalmente А e determine a matriz diagonal D = P'AP. 


Др! 6 -2 
ТАН TEHA 
3 1 2 -2 0 -36 
9 А=| 1-3 2 10. A=| 0-3 0 
2 $2 9 -36 0-2 
110 2 -1 -1 
1. 4= |110 1. A=|-1 2 -1 
000 =] =1 2 
3100 74 0 0 
1300 “4700 
potes Rd 0) de de p «o cT 24 
0000 002 7 


Nos Exercícios 19 até 22, use os métodos do Exemplo 3 para calcular 
as poténcias indicadas de A. 


8 9 —30 16 
z3 . A10 25 . A10 
19, А E fa 20. A E 3014 
-5 0 6 
21. A=|-3 1 3 |; 4100 
405 
-4 -2 6 
2.A=|-2 -1 3];A41% 
-3 -2 5 
3 -2 1 
23. Considere a matriz A = |2 -2 2]. 
346 5 
(a) Verifique que A satisfaz sua equação característica, como ga- 
rante o Teorema de Cayley-Hamilton. 
(b) Encontre uma expressão рага А“ em termos de A”, A e I e use 
essa expressão para calcular A“. 


(c) Encontre uma expressão para A” em termos de A, A c I. 
24. Repita o Exercício 23, dessa vez com a matriz A do Exercício 21, 


Nos Exercícios 25 até 28, calcule е'^ para a matriz diagonalizável A 
dada. 


Nos Exercícios 15 até 18, encontre a decomposição espectral da ma- 
triz A. 


15. A matriz A do Exercício 7. 
16. A matriz A do Exercício 8. 


25. A matriz A do Exercício 7. 

26. A matriz A do Exercício 8. 

27. A matriz A do Exercício 9. 

28. A matriz A do Exercício 10. 

29. Calcule ѕеп(лА) para a matriz do Exercício 9. 
30. Calcule cos(xA) para a matriz do Exercício 10. 


000 
31. Considere a matriz A = |1 0 0]. 
210 


Seção 8.3 + 


(a) Mostre que A é nilpotente. 


(b) Calcule е^ substituindo as potências não-nulas de A na Fórmu- 
la (17). 


Discussão e Descoberta 


DI. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 

sua resposta. 

(a) Se A é uma matriz quadrada, então АА" é ortogonalmente dia- 
gonalizável. 

(b) Se A é uma matriz diagonalizável n x n, então existe uma base 
ortonormal de R” consistindo em autovetores de A. 

(c) Uma matriz ortogonal é ortogonalmente diagonalizável. 

(d) Se A é uma matriz invertível ortogonalmente diagonalizável, 
então A * é ortogonalmente diagonalizável. 

(e) Se A é ortogonalmente diagonalizável, então А tem autovalores 
reais. 


Trabalhando com Provas 


P1. Prove: Duas matrizes são ortogonalmente semelhantes se, e somen- 
te se, existem bases ortonormais em relação às quais as matrizes re- 
presentam o mesmo operador. (Sugestão: Ver o Teorema 8.2.2.) 


P2. Prove: Se (ui, U2, ..., Un) é uma base ortonormal de R" e se A po- 
de ser expressa como 


А = саи + суш +: сц, 


então А é simétrica e tem autovalores C1, С2,..., Cn. 


P3. Prove que se A é uma matriz simétrica cuja decomposição espectral 
é 


A = Ашо +Au,uZ ++ A, uu” 


então 
f(A) = fA uu? + (А), +... + f(A,)u,u? 


P4. Neste exercício apresentamos um roteiro para provar que uma matriz 
A é ortogonalmente diagonalizável se, e somente se, é simétrica. Já 
mostramos que uma matriz ortogonalmente diagonalizável é simétri- 
ca. A parte mais difícil é mostrar que qualquer matriz simétrica A é 
ortogonalmente diagonalizável. Vamos proceder em dois passos: pri- 
meiro mostramos que А é diagonalizável e depois melhoramos o re- 
sultado para mostrar que A é ortogonalmente diagonalizável. 


Usando Recursos Computacionais 


T1. Muitas ferramentas computacionais de Álgebra Linear náo tem um 
comando específico para ortogonalmente diagonalizar uma matriz 
simétrica, de modo que devemos usar outros comandos para alcan- 
gar esse fim. Use os comandos para encontrar autovetores e para 
executar o processo de Gram-Schmidt para encontrar uma matriz P 
que diagonaliza ortogonalmente a matriz A dada. Use o resultado 
obtido para fatorar A como A = PDP”, com D diagonal. 
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32. Para a matriz do Exercício 31, calcule ѕеп(лА) e соѕ(ЛА). 


33. Mostre que se A é uma matriz simétrica e ortogonal, então 1 e —1 
sáo seus únicos autovalores possíveis. 


D2. (a) Encontre uma matriz simétrica 3 x 3 com autovalores A, =-1, 
A = 3, 4, = 7 e autovetores associados v, = (0, 1,-1), w=(1, 
0,0), v,=(0, 1, 1). 
(b) Existirá alguma matriz simétrica 3 x 3 com autovalores A, =-1, 
A,=3, À, = 7 e autovetores associados v, = (0, 1, —1), у, = (1, 0, 0), 
v, = (1, 1, 1)? Explique seu raciocínio. 


D3. Seja А uma matriz diagonalizável tal дие autovetores associados а 
autovalores distintos são ortogonais. Será A necessariamente simé- 
trica? Por quê ou por que não? 


(a) Seja A uma matriz simétrica n X n. Uma maneira de provar 
que A é diagonalizável é mostrar que, para cada autovalor Ay, 
a multiplicidade geométrica é igual à multiplicidade algébri- 
ca. Para isso, sejam k a multiplicidade geométrica de À, e 
Bo = (ui, u2, ..., Ux) uma base ortonormal do auto-espaço 
associado a A,. Estenda essa base a uma base ortonormal 
В = (ui, u2, ..., Un} de А" e seja P a matriz cujas colunas 
são os vetores de B. Como é mostrado no Exercício P6(b) da 
Seção 8.2, o produto AP pode ser escrito como 
Ael X 
АР = Р [ 0 Y 
Use a ortonormalidade de B para provar que X = 0, ou seja, a 
matriz nula de tamanho n x (n — К). 
Segue da parte (a) e do Exercício P6(c) da Seção 8.2 que A tem 
o mesmo polinômio característico que 


dol; | 
Cz 
ne 
Use esse fato e o Exercício P6(d) da Seção 8.2 para provar que 
a multiplicidade algébrica de À, é igual à multiplicidade geo- 
métrica de À,. Isso estabelece que A é diagonalizável. 


(c) Use a parte (b) do Teorema 8.3.4 e o fato de A ser diagonalizá- 
vel para provar que А é ortogonalmente diagonalizável. 


(b 


= 


o 


O vis O n- 
юш O ni 

O ne O wo 
ne © nbe O 
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Т2. Confirme que a matriz A do Exercício Т1 satisfaz sua equação ca- Т4. Encontre a decomposição espectral da matriz A dada no Exercício 
racterística, de acordo com o Teorema de Cayley-Hamilton. T1. 


T3. Calcule e^ para a matriz A do Exercício ТІ. 


DEFINIÇÃO 
DE FORMAS 


QUADRÁTICAS 


Seção 8.4 Formas Quadráticas 


Nesta seção, utilizaremos métodos matriciais para estudar funções reais de várias variáveis reais nas quais cada termo 
é ou o quadrado de uma variável ou o produto de duas variáveis. Essas funções surgem no estudo de vibrações de sis- 
temas mecânicos e numa variedade de aplicações, incluindo a Geometria, a Estatística e a Engenharia Elétrica. 


Expressões da forma 
архі + ах) +++ QnXn 
ocorreram no nosso estudo de equações lineares e de sistemas lineares. Se ai, 22,..., аһ são tratados co- 
mo constantes fixas, então esta expressão é uma função real das л variáveis x;, х2,..., Xn e é denomina- 
da uma forma linear de R”. Todas variáveis numa forma linear ocorrem na primeira potência e não exis- 
tem produtos de variáveis. Aqui nos ocuparemos de formas quadráticas de К", ou seja, funções da forma 
a,x} +a,x3 ++: +а,х2 + (todos termos possíveis a,xix; em que x, e x, são distintos) 
Os termos da forma a,xx, são denominados termos mistos. É comum combinar os termos mistos envol- 
vendo xx, com os termos envolvendo xx, para evitar duplicação. Assim, uma forma quadrática arbitrária 


de А? pode ser expressa por 

axi+axi +2аух\х, (1) 
e uma forma quadrática arbitrária de R por 

axi + ах} + аух}  2a4x X; + 2a5X X3 + 2ахух (2) 


Se não distinguirmos, como de hábito, entre o número a e a matriz [a] de tamanho 1 x 1, e se tomarmos x 
como sendo o vetor-coluna das variáveis, então (1) e (2) podem ser expressas em formato matricial como 


a,x? + аух} +2a3x,x,=[x, xj] |“ Al M =x Ax 
as а, as||xi 
a,x? + а,хў + аух} + 2а,хүх, + 2аухүху + 2а„хуху = [x] x; ху]|а а as | | x2 | =x"Ax 
as ав аз | | хз 
(verifique). Observe que а matriz A nessas fórmulas é simétrica е que suas entradas na diagonal são os сое- 
ficientes dos termos quadrados e que suas entradas fora da diagonal são a metade dos coeficientes dos ter- 


mos mistos. Em geral, se A é uma matriz simétrica n X n e x é um vetor-coluna л x 1 de variáveis, então 
dizemos que a função 


Qa(x) =x'Ax (3) 


éaforma quadrática associada com A. Quando for conveniente, (3) pode ser expressa em notação de pro- 
duto escalar como 


Qa(x) =x "Ax = x(Ax) = х. Ах = Ах.х (4) 


Nos casos em que A é uma matriz diagonal, a forma quadrática Q, não tem termos mistos; por exem- 
plo, se A é a matriz identidade n x n, então 


Qax) = х11х = хх = х.х = |х] =x? +x +. х2 
e se A tem entradas diagonais А, Аз, ..., An, então 


м O -.. 0] 
0 № 


o 
E 


Q4G)-xlx-[x x» xj] = Mx] +} +++ 


0 0... А | ln 
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EXEMPLO 1 
Expressando uma Forma 
Quadrática em Notação 
Matricial 


MUDANÇA DE 
VANÁVEIS 
EM FORMAS 


QUADRÁTICAS 


Em cada parte, expresse a forma quadrática em notação matricial x Ax, com A simétrica. 
(а) 2x?--6xy —5y? (b) x? +7x} — 3x} b Ax x; — 2x x4 +8x,x, 


Solução As entradas diagonais de A são os coeficientes dos termos quadrados e as entradas fora da dia- 
gonal são a metade dos coeficientes dos termos mistos, de modo que 


2 31% 
2 = 
2. »[ JD] 


x? + Tx? — 3х3 + 4хүх,—2хүху+8хуху=[х| х x| 2 7 4||x п 
=D 4 31 


Existem três tipos de problemas importantes que ocorrem nas aplicações de formas quadráticas: 


1. Se х'Ах é uma forma quadrática de R^ ou R^, que tipo de curva ou superfície é representada pela 
equação x/Ax = К? 

2. Se x"Ax é uma forma quadrática de R”, que condições deve satisfazer А para garantir que х'Ах te- 
nha valores positivos para x £ 0? 


3. Se х'Ах é uma forma quadrática de R”, quais são os valores máximo e mínimo da forma quadráti- 
ca com x condicionado a satisfazer |x|| = 1? 


Consideraremos os dois primeiros problemas nesta seção e o terceiro na próxima seção. 
Muitas das técnicas para resolver esses problemas são baseadas na simplificação da forma quadrá- 
tica x/Ax com a substituição 


x-Py (5) 


que expressa as variáveis X1, X2, ..., X, em termos das variáveis y1, y2» ---, Уп. Se P é invertível, então 
(5) é denominada uma mudança de variáveis e se P é ortogonal, dizemos que (5) é uma mudança de va- 


riáveis ortogonal. 
Fazendo a mudança de coordenadas x = Py na forma quadrática х'Ах obtemos 
x'Ax = (Py) A(Py) = у'Р'АРу = у'(Р!АР)у (6) 


A matriz B = P'AP é simétrica (verifique), de modo que o efeito da mudança de variáveis é produzir uma 
nova forma quadrática у Ву nas variáveis y1, y2, - -- . Jn. Em particular, se P diagonalizar ortogonalmen- 
te A, então a nova forma quadrática é y'Dy, onde D é uma matriz diagonal com os autovalores de A na dia- 
gonal principal, ou seja, 


à 0-0 yi 
XAx-yDy-bi » em). со. ||” <a ora 
0 0 м] 


Assim, temos o próximo resultado, denominado o Teorema dos Eixos Principais, por motivos que escla- 
receremos em breve. 


Teorema 8.4.1 (Teorema dos Eixos Principais) Se A é uma matriz simétrica n хп, então existe uma 
mudança de variáveis ortogonal que transforma a forma quadrática x Ax na forma quadrática y'Dy 
sem termos mistos. Especificamente, se P diagonaliza ortogonalmente A, então a mudança de variá- 
veis x = Py transforma a forma quadrática х'Ах na forma quadrática 


х'Ах = y'Dy = Ху XP HARYA 


na qual №, А, . . . , Àn São os autovalores de A associados aos autovetores que constituem as colunas 
sucessivas de P. 
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EXEMPLO 2 
Exemplificando o Teorema 
dos Eixos Principais 


Encontre uma mudança de variáveis ortogonal que elimine os termos mistos da forma quadrática 
Q = х? — xi — 4x1x2 + 4x2x3 e expresse О em termos das novas variáveis. 


Solução А forma quadrática pode ser expressa em notação matricial por 


1-2 0| |х 
О = хТАх = [хі x» х3]|-2 0 2 || 
0 2 -1| |» 


А equação característica da matriz А é 


А-1 2 0 
2 A -2 |233-912A(.3)0.—3) 20 
0 -2 A+l 


de modo que os autovalores são À = 0, —3, 3. Deixamos a cargo do leitor mostrar que bases ortonormais 
dos três auto-espaços são 


wN aj шк 
> 
І 
1 
w 
| 
WN VN wj 
> 
|] 
чө 
we шә шк 


= 0: 


Assim, a substituição x = Ру que elimina os termos mistos é 


е st 
xi 3 3 3 у 
1 2 2 
n=]; -3 S|» 
Хз 2 2 1|[з 
3 3 3 


Isso produz a nova forma quadrática 


0 о O][» 
Q-y(PAPy-[n у »]|0 -3 0||»|2-52435 
0 0 3||» 
na qual não há termos mistos. п 


Existem outros métodos para eliminar os termos mistos de uma forma quadrática, que não serão dis- 
cutidos aqui. Dois desses métodos, a redução de Lagrange e a redução de Kronecker, são discutidos em 
textos mais avançados. 


OBSERVAÇÃO Se A é uma matriz simétrica п x n, então a forma quadrática x Ax é uma função real cuja 
imagem é o conjunto de todos possíveis valores de x Ax, com x variando em R”. Pode ser mostrado que 
uma mudança de variáveis x = Py não altera a imagem de uma forma quadrática, ou seja, o conjunto de to- 
dos valores de x Ax, com x variando em К”, é igual ao conjunto de todos valores de y (P'AP)y, com y va- 
riando em А". 


Lembre que uma seção cônica ou, simplesmente, uma cônica, é uma curva obtida cortando um cone 
circular reto por um plano (Figura 8.4.1). As seções cônicas mais importantes são as elipses, as hipér- 
boles e as parábolas, que ocorrem quando o plano que corta não passa pelo vértice do cone. As circun- 
ferências são casos especiais de elipses, que resultam quando o plano corta o cone perpendicularmen- 
te ao eixo de simetria do cone. Se o plano passa pelo vértice, então o corte resultante é denominado 
uma cónica degenerada, cujas possibilidades sáo um ponto, um par de retas que se cortam ou uma 
única reta. 

As formas quadráticas em R° surgem naturalmente no estudo de seções cónicas. Por exemplo, mos- 
tra-se em Geometria Analítica que uma equação da forma 


ах? + 2bxy + cy! +dx +ey+ f =0 (7) 


Seção 8.4 + Formas Quadráticas 473 


5 zd t 


Figura 8.4.1 Circunferéncia Elipse Parábola Hipérbole 


Tabela 8.4.1 


(«2 В > 0) (В2а> 0) (а> 0, В > 0) (a>0,B>0) 


com a, b e с não todos nulos, representa uma seção cônica.” Se d = e = 0 em (7), então não existem termos 
lineares e a equação reduz a 


ах? +2bxy+cy? + f 20 (8) 


denominada uma cônica central ou reduzida. Essas cônicas incluem as circunferências, as elipses e as hipér- 
boles, mas não as parábolas. Além disso, se b = O em (8), não há termos mistos e dizemos que a equação 

ax! cy) f 20 (9) 
representa uma cônica central em posição canônica. 

Se f £ 0 em (9), então podemos dividir tudo por —f e reescrever essa equação na forma 

ах? + Уу? = 1 (10) 


Além disso, se os coeficientes a' e b' são ambos positivos ou se um é positivo e o outro é negativo, então essa 
equação representa uma cônica que não é degenerada e que pode ser reescrita de uma das quatro formas exibi- 
das na Tabela 8.4.1, colocando os coeficientes no denominador. Essas são as formas canônicas das cônicas 
centrais que não são degeneradas. No caso em que 0 = f, as elipses mostradas na tabela são circunferências. 


Vamos supor que o leitor esteja familiarizado com as propriedades básicas das cônicas e não as dis- 
cutiremos aqui. Contudo, é necessário que o leitor entenda o significado geométrico das constantes œ e f 
que aparecem nas formas canônicas das cônicas centrais, portanto vamos revisar essas interpretações. No 
caso de uma elipse, 20: é o comprimento da elipse na direção x e 28 é o comprimento da direção y (Tabe- 
la 8.4.1). Para uma elipse não circular, o maior desses números é denominado o comprimento do eixo 


* Sempre existe a possibilidade de não haver valores reais de x e y que satisfaçam a equação, por exemplo, xe y + 1 —0. Nesses casos, 
dizemos que a equação não tem gráfico ou então que tem um gráfico vazio. 
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y maior e o menor o comprimento do eixo menor. No caso de uma hipérbole, os números 2 e 28 são os 
comprimentos dos lados de um retângulo cujas diagonais estão ao longo das assíntotas da hipérbole (Ta- 
bela 8.4.1). As cônicas centrais em posição canônica são simétricas em relação a ambos eixos coordena- 
dos e não têm termos mistos. Uma cônica central cuja equação tem um termo misto é o resultado da rota- 
ção de uma cônica em posição canônica em torno da origem e, portanto, é dita girada para fora da posi- 
ção canônica (Figura 8.4.2). 

As formas quadráticas de R^ surgem no estudo dos objetos geométricos denominados superfícies 
quádricas ou, simplesmente, quádricas. As superfícies quádricas mais importantes têm equações da forma 


2 2 2 = 
Figura 8.4.2 ах + by +cz* + 24ху +2exz+2fyz+g=0 


na quais a, b e c não são todos nulos e são denominadas quádricas centrais ou reduzidas. Nos exercícios 
apresentamos um problema envolvendo quádricas. 


IDENTIFICANDO Agora estamos prontos para considerar o primeiro dos três problemas apresentados acima, o de identificar 
SEÇÕES CÓNICAS a curva ou superfície representada pela equação x'Ax = К em duas ou três variáveis. Vamos nos ocupar com 
o caso bidimensional. Observamos acima que uma equação da forma 


ах? +2bxy + cy! + f=0 (11) 


representa uma cônica central. Se b = 0, então a cônica está em posição canônica e se b # 0, ela está gi- 
rada. É fácil identificar as cônicas centrais em posição canônica comparando sua equação com umas das 
equações em forma canônica. Por exemplo, a equação 


9x? + 16у? — 144 =0 


que, por comparação com a Tabela 8.4.1, é a elipse mostrada na Figura 8.4.3. 

Se uma cônica central é girada para fora de sua posição canônica, então podemos identificá-la pri- 
meiro girando os eixos coordenados para colocá-la na posição canônica e então comparando sua equação 
com uma das equações em forma canônica da Tabela 8.4.1. Para encontrar uma rotação que elimine os ter- 
EN mos mistos da equação ax? + 2bxy + су? + f = 0, é conveniente passar o termo constante para o lado di- 
TET ES reito e expressar a equação da forma 


2 . ЖЕ 
Figura 8.4.3 ах? +2bxy + су? = К 


ou, em notação matricial, como 


хТАх =[х y] ч | ME (12) 


Para girar os eixos coordenados, precisamos fazer uma mudança de variáveis ortogonal 
x= Px 
na qual det(P) = 1 e, para essa rotação eliminar o termo misto, devemos escolher P de tal modo que P dia- 


gonaliza ortogonalmente A. Fazendo uma mudança de variáveis com essas duas propriedades, resulta que 
a Equação (12), no sistema de coordenadas girado, é dada por 


Aj 07[x 

IT) i m Z 

xD = [x ДР "| И =k (13) 

onde À, e À, são os autovalores de A. A cônica pode agora ser identificada escrevendo (13) na forma 
Aix? + у? mk (14) 


e efetuando a álgebra necessária para igualá-la a uma das formas canónicas da Tabela 8.4.1. Por exemplo, 
se A, A, e k são positivos, então (14) representa uma elipse de eixos medindo 24/K/A, na direção x' e 
2 /k/X, na direção y'.O primeiro vetor-coluna de P, que é um vetor unitário associado a À,, é positivo ao 
longo do eixo x' e o segundo vetor-coluna de P, que é um vetor unitário associado a À,, é positivo ao lon- 
go do eixo y”. Esses são os eixos principais da elipse, o que esclarece o nome do Teorema 8.4.1. Também, 
como P é a matriz de transição das coordenadas x "y" para as coordenadas xy, segue da Fórmula (29) da Se- 
ção 7.11 que a matriz P pode ser expressa em termos do ângulo de rotação 0 por 


EXEMPLO 3 
Identificando uma Cônica por 
Eliminação do Termo Misto 
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pi cosg —sen 15 
~ [sen соѕ0 a» 
(Figura 8.4.4). 
Autovetor unitário para А, y 
Y J? [I s 
(-sen 8, cos y (cos 8, sen Ө) 
Autovetor unitário para À, 
iN 
Figura 8.4.4 


(a) Identifique a cônica de equação 5x^ — 4xy + 8y^ — 36 = 0 girando os eixos xy até colocar a cônica 
em posição canônica. 


(b) Encontre o ángulo 6 pelo qual foram girados os eixos xy na parte (а). 


Solução (a) A equação dada pode ser escrita no formato matricial como 


х!Ах = 36 
onde 
5 -2 
^-[3 i] 
O polinómio característico de A é 
А-5 2 
| or д.28 =(A-4(A—9) 


portanto, os autovalores são À = 4 e À = 9. Deixamos a cargo do leitor mostrar que bases ortonormais dos 
auto-espaços são 


(16) 


Além disso, por acaso temos det(P) = 1, de modo que sabemos que a substituição x = Px executa uma ro- 
tação de eixos. Se tivéssemos tido det(P) = –1, então teríamos trocado as colunas para inverter o sinal. Se- 
gue de (13) que a equação da cônica no sistema de coordenadas x 'y' é 


14 0] fx -— 
E nho MIME 


que pode ser escrito como 
x? y 
Car um 


Agora vemos da Tabela 8.4.1 que a cônica é uma elipse cujo eixo tem comprimento 2@®= 6 na direção x” 
e comprimento 23 = 4 na direção y”. 


4x2 +9у? =36 ou 
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Solução (b) Segue de (15) que. 


Assim, Ө = arctg | = 26,6º (Figura 8.4.5). " 

OBSERVAÇÃO Nos exercícios, pedimos ao leitor mostrar que se b # 0, então o termo misto da equação 
ay 

pode ser eliminado pela rotação por um ângulo Ө que satisfaga 


an 


Deixamos a cargo do leitor confirmar que isso é consistente com a parte (b) do último exemplo. 


Agora vamos considerar o segundo dos trés problemas colocados acima, o de determinar as condições sob 
as quais x/Ax > O para quaisquer valores não-nulos de x. Em breve vamos explicar por que isso é impor- 
tante, mas antes vamos apresentar alguma terminologia. 


Teorema 8.4.2 Uma forma quadrática x Ax é dita 


positiva definida se x Ax > O para qualquer x0 
negativa definida se x Ax < O para qualquer x + 0 
indefinida se х Ax tem valores tanto positivos quanto negativos. 


A terminología dessa definição também é aplicada à matriz A, ou seja, dizemos que uma matriz simétrica 
A é positiva definida, negativa definida ou indefinida se a forma quadrática associada x Ax é positiva de- 
finida, negativa definida ou indefinida, respectivamente. 

O próximo teorema fornece uma maneira de usar os autovalores para determinar se uma matriz A e 
sua forma quadrática associada são positivas definidas, negativas definidas ou indefinidas. 


Teorema 8.43 Se A é uma matriz simétrica, então: 
(a) Ах é positiva definida se, e somente se, todos autovalores de A são positivos. 
(b) x Ax é negativa definida se, e somente se, todos autovalores de A são negativos. 
(c) х'Ах é indefinida se, e somente se, A tem pelo menos um autovalor positivo e pelo menos um 
autovalor negativo. 


Provas (a) e (b) Segue do Teorema dos Eixos Principais (Teorema 8.4.1) que existe uma troca de varid- 
veis ortogonal x = Py tal que 


XAx = уу = A y] Abe Ai (18) 


Além disso, segue da inverübilidade de P que y * 0 se, e somente se, x 0, de modo que os valores de x'Ax 
paz nã e mesos qu cu valores у Dy pay Alas siga de (I) qua > Opera 0 
se, e somente se, todos os coeficientes À naquela equação (que são os autovalores de A) são positivos e que 
X Ax « 0 para x # 0 se, e somente se, todos os autovalores são negativos. Isso prova as partes (a) e (b). 
Prova (c) Suponha que A tenha pelo menos um autovalor positivo e pelo menos um autovalor negativo 
ou, para sermos específicos, suponha que A, > 0 e À, <O em (18). Então 
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EXEMPLO 4 
Formas Quadráticas 
Positivas Definidas 


CLASSIFI DE 
SEÇÕES CÓNICAS 
USANDO 
AUTOVALORES 


Figura 8.4.6 


X Ax > 0 se y, = 1 e todos demais y são iguais a O 


X Ax < 0 se y, = 1 e todos demais y são iguais a O 


o que prova que х'Ах é indeterminada. Reciprocamente, se x Ax > 0 para algum x, então y'Dy > 0 para al- 
gum y, de modo que pelo menos um dos coeficientes À em (18) é positivo. Analogamente, se x Ax < O pa- 
ra algum x, então у Ру < 0 para algum y, de modo que pelo menos um dos coeficientes À em (18) é nega- 
tivo, completando a prova. п 


OBSERVAÇÃO As três classificações na Definição 8.4.2 não cobrem todas as possibilidades. Por exem- 
plo, uma forma quadrática para a qual x'Ax 2 0 se x # 0 é denominada positiva semidefinida e uma para a 
qual x/Ax < 0 se x + 0 é negativa semidefinida. Cada forma positiva definida é positiva semidefinida, mas 
não reciprocamente, e cada forma negativa definida é negativa semidefinida, mas não reciprocamente (por 
quê?). Ajustando apropriadamente a prova do Teorema 8.4.3, podemos provar que х'Ах é positiva semide- 
finida se, e somente se, todos autovalores de A são não-negativos e é negativa semidefinida se, e somente 
se, todos autovalores de A são não-positivos. 


Não é possível detectar a classificação de uma matriz simétrica A apenas a partir do sinal de suas entradas. 
Por exemplo, a matriz 


3 
A=|1 
1 


nom 
о tv m 


tem todas entradas não-negativas, mas a matriz é indefinida, pois seus autovalores são À = 1, 4, —2 (verifi- 
que). Para ver isso de uma outra maneira, escrevamos a forma quadrática como 


3: 14 1] [x 
Qax) =xAx= [x x; x]|1 0 2||х;|= зх? + 2xix + 2x1x3 + 4x2x3 
12 0|| әз 


Agora podemos ver, por exemplo, que О, = 4 para x, = 0, х, = 1, х, = 1 eque О, = —4 para x, = 0, x; — 1, 
х= -1. п 


PROBLEMA CONCEITUAL Matrizes positivas definidas e negativas definidas são invertíveis. Por quê? 


Se х'Вх = k é a equação de uma cónica e se k 0, então podemos dividir tudo por k e reescrever a equação 
na forma 


х'Ах =1 (19) 
onde А = (1/k)B. Girando, agora, os eixos coordenados para eliminar o termo misto (se houver) dessa 
equação, obtemos a equação da cônica no novo sistema de coordenadas, a saber, 

Мх? Aj"? 21 (20) 
na qual À, e À, são os autovalores de A. O tipo de cônica representado por essa equação dependerá dos si- 
nais dos autovalores À, e À,. Por exemplo, não é difícil ver a partir de (20) que: 

e x'Ax=1 representa uma elipse se À, > 0 e à, » 0. 

+ x'Ax = 1 nào tem gráfico se À, < 0 e À, < 0. 

e x'Ax = 1 representa uma hipérbole se À, e À, têm sinais opostos. 
No caso da elipse, a Equação (20) pode ser reescrita como 


х? 2 


y 
3 +t — m El 
(ИМА) (1/22)? 


de modo que os eixos da elipse têm comprimentos 2/4/A; e2/V/A2 (Figura 8.4.6). 
O próximo teorema é uma conseqüência imediata dessa discussão e do Teorema 8.4.3. 


(21) 
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IDENTIFICANDO 
MATRIZES POSITIVAS 
DEFINIDAS 


EXEMPLO 5 
Trabalhando com 
Submatrizes Principais 


Teorema 8.4.4 Se A é uma matriz simétrica 2 x 2, então: 
(а) x"Ax= 1 representa uma elipse se А é positiva definida. 


(b) x/Ax = 1 não tem gráfico se A é negativa definida. 
(c) x/Ax = 1 representa uma hipérbole se А é indefinida. 


No Exemplo 3 efetuamos uma rotação para mostrar que a equação 
5x? — 4ху + 8y? — 36-0 


representa uma elipse com eixo maior de comprimento 6 e eixo menor de comprimento 4. Essa conclusão 
também poderia ter sido obtida reescrevendo a equação na forma 


бх? ixy+ĝy =1 


e mostrando que a matriz associada 


tem autovalores A; = 1 e= r . Esses autovalores são positivos, de modo que a matriz A é positiva de- 
finida e a equação representa uma elipse. Além disso, segue de (20) que os eixos da elipse têm comprimen- 
tos 2/4/41 = 6 e 2/4/42 = 4, o que é consistente com o Exemplo 3. 


OBSERVAÇÃO  Motivados pela parte (a) do Teorema 8.4.4, dizemos que um elipsóide central é um con- 
junto de pontos em R” que satisfaz uma equação da forma x”Ax = 1 com A uma matriz simétrica positiva 
definida. No caso em que A é a matriz identidade, o elipsóide é denominado a esfera unitária, porque sua 
equação x'x = 1 é equivalente à condição |x|| = 1. 


Matrizes positivas definidas são as matrizes simétricas mais importantes nas aplicações, portanto será útil 
aprender um pouco mais sobre elas. Já sabemos que uma matriz simétrica é positiva definida se, e somen- 
te se, seus autovalores são todos positivos. Vejamos, agora, um critério que pode ser usado para descobrir 
se uma matriz simétrica é positiva definida sem precisar encontrar os autovalores. Para isso, definimos a 
k-ésima submatriz principal de uma matriz A de tamanho n x n como a submatriz k x k consistindo nas 
primeiras k linhas e colunas de A. Por exemplo, aqui estão as submatrizes principais de uma matriz 4 x 4 
arbitrária: 


1 
an, ar аз ац an api аз au ап an аз ais an an аз di 
— — П 1 
an an аз au an an| an au an an az! au an an аз au 
ау аз; аз 03 ау аз; аз ам 43 43) азз| аз аз d3 аз азм 


Asi 042 аз ад Q4j 84) аз ам аа аю аз ай A43 ад 


О próximo teorema, que enunciamos sem prova, fornece um teste para determinar se uma matriz simétri- 
ca é positiva definida. 


Teorema 8.4.5 Uma matriz simétrica A é positiva definida se, e somente se, o determinante de cada 
submatriz principal é positivo. 


A matriz 
2-1-3 
A=|-1 2 4 
-3 4 9 


é positiva definida pois os determinantes 


EXEMPLO 6 
A Fatoração A = B° 
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2-1 -3 
[2] =2, E d-* -1 2 4=1 
-3 4 9 


são todos positivos. Assim, podemos ter certeza que todos autovalores de A são positivos e que x/Ax > 0 
para x # 0. Bl 


PROBLEMA CONCEITUAL Se os determinantes de todas submatrizes principais de uma matriz simétrica 
3 x 3 são negativos, será a matriz negativa definida? Explique seu raciocínio. 


O próximo teorema fornece duas propriedades de fatoração importantes de matrizes positivas definidas. 


Teorema 8.4.6 Se A é uma matriz simétrica, então as seguintes afirmações são equivalentes. 
(a) A é positiva definida. 


(b) Existe uma matriz simétrica positiva definida B tal que A = B°. 
(c) Existe uma matriz invertível C tal que A = C TC 


Prova (а) => (b) Por ser simétrica, A é ortogonalmente diagonalizável. Isso significa que existe uma ma- 
triz ortogonal P tal que PAP = D, onde D é uma matriz diagonal cujas entradas são os autovalores de A. 
Além disso, sendo A positiva definida, esses autovalores são positivos, de modo que podemos escrever D 
como D = DÀ, onde D, é a matriz diagonal cujas entradas são as raízes quadradas dos autovalores de A. 
Assim, temos PAP = Р? que pode ser reescrito como 

A =PD?P" = PD,D, P! = PD,P"PD,P” = (PD, P")(PD, P") = В? (22) 


onde B = PDP” . Deixamos a cargo do leitor confirmar que B é simétrica. Mostraremos que B é positiva 
definida provando que seus autovalores são positivos. Os autovalores de B são iguais aos autovalores de 
D,, pois autovalores são invariantes por semelhança e B é semelhante a D,. Assim, os autovalores de B são 
positivos, pois são as raízes quadradas dos autovalores de A. 


Prova (b) = (с) ЅеА = В, onde В é simétrica e positiva definida, então А = B^ = ВВ = В'В, de modo que 
basta tomar C = B. 


Prova (c) > (a) SejaA=C ТС, onde C é invertível, e mostremos que A é positiva definida mostrando que 
х'Ах > О para x # 0. Para isso, usamos a Fórmula (26) da Seção 3.1 e a parte (е) do Teorema 3.2.10 para 
escrever 


x'Ax =x"C7Cx = (Сх) (Сх) = Cx + Cx = ||Cx||? > 0 
Mas a invertibilidade de C implica que Cx + 0 se x + 0, de modo que x/Ax > 0 para x #0. [a] 


No Exemplo 1 da Seção 8.3 mostramos que a matriz 


422 
A=|2 4 
22 


tem autovalores À = 2 e À = 8e que 


1 1 1 1 
-A 4 lj J A A ^| Ros 
1 1 2 1 1 1 
PAP-|-2 -2 Zll2421l z-z |= |0 2 0/=D 
До b 118024 0 2. 3 008 
Өз wv X43 " Y 


Como os autovalores sáo positivos, o Teorema 8.4.6 implica que A pode ser fatorada como A — B para al- 
guma matriz simétrica positiva definida B. Uma maneira de obter uma tal B é usar a Fórmula (22) e tomar 
B=PD,P”, onde D, é a matriz diagonal cujas entradas são as raízes quadradas das entradas diagonais de 
D. Isso fornece 
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П 1 П П 1 
чї — » 0 
A Álgebra Linear na História мж wWI/2200]| 4 4 
T П 1 1 1 1 2 
A história da fatoração de Cholesky é um pouco В = РРР =| 7; —% A 042 011-5 -k x 
obscura, mas o método é geralmente atribuído a 0 2 ES 0 0 v8 Eu 1 EN 
André-Louis Cholesky, um oficial militar francés que, 6 УЗ JS E YA 
além de ser comandante de uma bateria do exérci- 
to, estava envolvido com a geodesia e levantamen- 52 x42 Ai 
to topográfico de Creta e do norte da África antes Влора m 
da Primeira Guerra Mundial. Cholesky foi morto em =| 2 Y Y 
ação durante a guerra e seu trabalho foi publicado 3 $ ә 
postumamente em seu nome por um colega oficial. 2 E ES 
Deixamos a cargo do leitor mostrar que A = B". п 


André-Louis 
(1875-1918) 


FATORAÇÃO Sabemos pelo Teorema 8.4.6 que se A é uma matriz simétrica 
DE CHOLESKY 


positiva definida, então A pode ser fatorada como A = С'С, 
onde C é invertível. Mais especificamente, podemos provar 


que se А é simétrica positiva definida, então A pode ser fatorada como A = Ё К, on- 
де К é triangular superior e tem entradas positivas na diagonal principal. Essa é a fa- 
toração de Cholesky de A. As fatorações de Cholesky são importantes em muitos ti- 
pos de algoritmos numéricos e programas como MATLAB, Maple e Mathematica 


têm comandos específicos para calculá-las. 


Exercícios 8.4 


Nos Exercícios 1 e 2, expresse a forma quadrática em notação matri- 
cial х'Ах, onde А é uma matriz simétrica. 


1. (а) 33] + 7x3 (b) 4х2 — 9x3 — 6x1x0 
(c) 9x? — xi + 4x2 + 6x1x2 — 8xixs + xaxs 

2. (a) Sx? +Sx1x2 (b) —7x1x2 
(c) 2 + x — 3x2 = Sxix2 + 9xixs 


Nos Exercícios 3 e 4, encontre uma fórmula para a forma quadrática 
que não utilize matrizes. 


Nos Exercícios 9 e 10, escreva a equação quadrática em notação ma- 
tricial x Ax + Kx +f=0, onde x'Axé a forma quadrática associada e K 
é uma matriz apropriada. 


9. (а) 2х2 - xy-x – 6у+2=0 
(Ы) y +7x-8y-5=0 

10. (a) x? – ху + 5х + 8у - 3 = 0 
(b) 5ху = 8 


Nos Exercícios 11 е 12, identifique o tipo de cônica representada pela 
equação. 


«в a é A 


Nos Exercícios 5 até 8, encontre uma mudança de variáveis ortogonal 


que elimine os termos mistos da forma quadrática Q e expresse Q em 
termos das novas variáveis. 


5. Q =2х} +2x3 - 2s 

6. Q =5х? + 2х2 + 4x2 + 4х\х› 

7. Q = 3х} + 4х2 + 5х2 + 4x,x2 — 4x2x3 

8. О = 2x? + Sx} + 5x} + 4хух — 4хухз — 8x2x3 


11. (а) 2x2 +5y? = 20 (b х2-у2-8=0 


(с) 7! – 2х 20 (d) х2 + у? – 25 =0 
12. (a) 4х2 +99? =1 (b) 4x? — Sy? = 20 
(с) —x? = 2у (d) 2-32-y? 


Nos Exercícios 13 até 16, identifique o tipo de cônica representada pe- 
la equação girando os eixos xy para colocar a cônica em posição canô- 
nica. Encontre a equação da cônica no sistema de coordenadas girado 
e determine o ángulo Ө pelo qual foram girados os eixos. 


14. 5x! + 4ху + 5у? = 9 
16. х +ху+у = 1 


13. 2х2 -4xy - у +8=0 
15. 11x? + 24ху + 4y? - 15 = 0 


Nos Exercícios 17 е 18, determine, sem fazer contas, se a matriz é po- 
sitiva definida, negativa definida, indefinida, positiva semidefinida ou 
negativa semidefinida. 
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Nos Exercícios 19 até 24, classifique a forma quadrática como positi- 
va definida, negativa definida, indefinida, positiva semidefinida ou ne- 
gativa semidefinida. 


19. x? + х2 20. —x; – 3х2 
21. (xı = x) 22. -(ху — х)? 
DR 24. xix 


Nos Exercícios 25 e 26, mostre que a matriz A é positiva definida 


usando primeiro o Teorema 8.4.3 e depois o Teorema 8.4.5. 


32. Seja x Ax uma forma quadrática nas variáveis Xp X2... s Xp, e de- 


fina Т: К" O R por Tx) = x Ax. 
(a) Mostre que T (x + y) = T (x) + 2x'Ay + Т(у). 
(b) Mostre que T(cx) = èT (x). 


33. Expresse a forma quadrática (cix; + C2X2 + ++» + с„х„)? na nota- 


ção matricial x Ax, com A simétrica. 


34. Na Estatística, as quantidades 


ш 


Qa xix) 


2 1 

n-1 

são denominadas, respectivamente, a média amostral e a variância 

amostral de x = (X1,X2,...,Xn). 

(a) Expresse a forma quadrática sá na notação matricial x Ax, com 
A simétrica. 

(b) Será s? uma forma quadrática positiva definida? Explique. 


[1-3 + G3 - XY ++ (1 — 3] 


. Num sistema de coordenadas xyz, o gráfico de uma equação do tipo 


ах? +by? +cz? = 1 emquea, b c c são positivos, é uma superfície 
denominada elipsóide central em posição canônica (ver a figura da- 


2-1 0 da). Isso é a generalização tridimensional da elipse ax? + by? = 1 
A [ 5 3 Sala > 9 do plano xy. As interseções do elipsóide ax? +by? +cz? = 1 com 
Е 21-2 5 ч os eixos coordenados determinam três segmentos de reta denomina- 
0.0 5 dos os eixos do elipsóide. Se um elipsóide central for girado em tor- 
no da origem de tal modo que dois ou mais de seus eixos não coinci- 
21 3 =1 10 dam com os eixos coordenados, então a equação resultante terá um 
26. (a) A= $ 4 (bd) A=|-1 2 + ou dois termos mistos. 
0-1 3 (a) Mostre que a equação 


ito ху + {х:+$у:=1 
representa um elipsóide e encontre os comprimentos de seus 
eixos. (Sugestão: Escreva a equação no formato x'Ax- 1 e efe- 
ше uma mudança de variáveis ortogonal para eliminar o termo 
misto.) 
(b) Qual propriedade deve ter uma matriz simétrica 3 x 3 para que 
a equação x Ax = 1 represente um elipsóide? 


27. Expresse as matrizes simétricas positivas definidas no Exercício 25 
na forma A = B", com B simétrica e positiva definida. 

28. Expresse as matrizes simétricas positivas definidas no Exercício 26 
na forma A = B^, com В simétrica e positiva definida. 


Nos Exercícios 29 e 30, encontre todos valores de k para os quais a 
forma quadrática dada é positiva definida. 


29. 5х2 + хі + kx? + 4хухь — 2xixs — 2x2X3 
30. 3x2 + х2 + 2x2 — 2x1x3 + 2kxoxs 
31. Considere a matriz A = E a 
(a) Mostre que a matriz A é positiva definida e encontre duas matri- 
zes simétricas positivas definidas distintas B tais que A = B°. 
[Sugestáo: As matrizes P e D,, na Fórmula (22) não são únicas.) 
(b) Encontre uma matriz triangular superior invertível C tal que 
А = C'C. (Sugestão: Primeiro encontre os autovalores de С.] 


Figura Ex-35 


Discussão e Descoberta 
D1. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique (с) (x: — 3x2)? é uma forma quadrática. 
йери. к т : (d) Uma matriz positiva definida é invertível. 
(a) e matriz simétrica com entradas positivas é positiva defini- (e) Uma iz simétrica ou 6 positiva definida; оп 6 negativa бе: 


finida, ou é indefinida. 


q i 
(b) xj — xà + x3 + 4x1x2xs é uma forma quadrática. (f) Se A é positiva definida, então —A é negativa definida. 
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D2. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique (e) Se х'Ах é uma forma quadrática sem termos mistos, então A é 
sua resposta. uma matriz diagonal. 
(a) Sex é um vetor em А”, então x - x é uma forma quadrática. (0 Se x Ax é uma forma quadrática positiva definida em x e y e se 
(b) Se x Ax é uma forma quadrática positiva definida, então x/A 'х c #0, então o gráfico da equação x Ax = с é uma elipse. 
também é. 


(c) Se A é uma matriz com autovalores positivos, então x"Ax é uma 
forma quadrática positiva definida. 


D3. Qual propriedade deve ser satisfeita por uma matriz simétrica A de 
tamanho 2 x 2 para que х'Ах = 1 represente uma circunferência? 


(d) Se A é uma matriz simétrica 2 x 2 com entradas positivas e de- 
terminante positivo, então A é positiva definida. 


Trabalhando com Provas 
P1. Prove: Se b # 0, então o termo misto pode ser eliminado da forma P2. Sabemos pela Definição 8.4.2 e pelo Teorema 8.4.3 que se A é 
quadrática ax? +2bxy +cy? com uma rotação dos eixos coorde- uma matriz simétrica com autovalores positivos, então x'Ax > 0 
nados por um ángulo 0 que satisfaz a equação para x # 0. Prove que se А é uma matriz simétrica com autovalo- 
а-с res não-negativos, então x'Ax 2 0 para x #0. 
cotg 29 = 
2b 
Usando Recursos Computacionais 
T1. Encontre uma mudanga de variáveis ortogonal que elimine o termo LES 
misto da forma quadrática * 3 
) d 4 
Q = 2х – хі +3х} + 4х} — xixa — 3x1X4 + 2X2X3 — X3X4 даа 0 3 
b 4d 1 
e expresse Q em termos das novas variáveis. з 4 i 6 
Ж e $ 
T2. Muitas ferramentas computacionais tém um comando para encon- M v oq 
trar a fatoração de Cholesky de uma matriz simétrica positiva. A Mostre que é positiva definida encontrando seus autovalores e então 
matriz de Hilbert (ao lado) é obviamente simétrica. encontre uma fatoração de Cholesky A = R”R, com R triangular supe- 
rior. Confira sua resposta calculando R"R. 


EXTREMOS 
RELATIVOS DE 
FUNÇÕES DE 
DUAS VARIÁVEIS 


Seção 8.5 Aplicações de Formas Quadráticas à 
Otimização 


As formas quadráticas surgem numa variedade de problemas nos quais se exige encontrar o valor máximo ou mínimo 
de alguma quantidade. Nesta seção, discutiremos alguns problemas desse tipo. Usaremos Cálculo nesta seção. 


Lembre que se uma função f(x, y) tem derivadas parciais de primeira ordem, então os máximos e mínimos 
relativos dessa função, se houver, ocorrem em pontos nos quais 


fx )=0 e /,(х,уу)у=0 


Tais pontos são denominados pontos críticos de f. O comportamento específico de f num ponto crítico (Xo Yo) 
é determinado pelo sinal de 
D(x, y) = f(x,y) — f (xo, Yo) (1) 


nos pontos (x, y) que estão próximos, mas são distintos, de (x,, Yo): 
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e Se D(x, у) > 0 nos pontos (x, у) que estão suficientemente próximos, mas são distintos de (Xp, Yo) , 
então f(x,, Yo) < f(x, y) nesses pontos e dizemos que f tem um mínimo relativo em (xy, yo) (Figura 
8.5.1a). 

* Se D(x, y) < 0 nos pontos (x, y) que estão suficientemente próximos, mas são distintos de (Xy, Yo), 
então f(x,, Yo) > f(x, y) nesses pontos e dizemos que f tem um máximo relativo em (x, yọ) (Figura 
8.5.1b). 

* Se D(x, y) tem valores tanto positivos quanto negativos dentro de qualquer círculo centrado em 
(хо, Yo), então existem pontos (х, y) arbitrariamente próximos de (x,, Yo) nos quais (Xy, Yo) < f(x, y) 
e pontos (x, y) arbitrariamente próximos de (х, Yo) nos quais AX, Yo) > f(x, y). Nesse caso, dize- 
mos que f tem um ponto de sela em (x, y,) (Figura 8.5.1c). 


(a) Em geral, pode ser difícil determinar diretamente o sinal de (1). Contudo, o próximo teorema, que é 
provado em Cálculo, torna possível analisar os pontos críticos usando somente derivadas. 


Mínimo relativo em (0, 0, 0) 


z 


Teorema 8.5.1 (Teste da Derivada Segunda) Seja fix, y) uma função com derivadas parciais de se- 
х d gunda ordem contínuas nalguma região circular centrada num ponto crítico (Xy у) de f. Então: 


(a) f tem um mínimo relativo em (xo, Yo) se 


Р (хо, Yo) foy (xo, Yo) — f2,(0,90) >0 е fac (xo yo) > 0 


Máximo relativo em (0, 0, 0) (b) ftem um máximo relativo em (Xy, Yo) se 


(6) fix (o, Yo) (о, Yo) — Fo, y)>0 е у(х. y) «0 


я (c) f tem um ponto de sela em (ху, Yo) se 


fas Gros Yo) fys хо, Yo) — (хо, Yo) < 0 


(d) O teste é inconclusivo se 
id Lux Gros Yo) fy (o, Y0) — Fi, (o, Yo) = 0 


3i Nosso interesse aqui é mostrar como esse teorema pode ser expresso em termos de formas quadráticas. Pa- 

Ponto de sela em (0, 0, 0) ra isso, consideremos a matriz 
Р(х,у) fry, 3l 

fo») Љубх, У), 
que é denominada a matriz hessiana ou, simplesmente, a hessiana de f no ponto em questão, em home- 
nagem ao matemático e cientista alemão Ludwig Otto Hesse (1811-1874). A notação H(x, y) enfatiza que 
as entradas da matriz dependem de x e y. A hessiana é de interesse porque 
/хх(хо, о) Љу (хо, Yo) 
ЖХху(хо, уо) — fyy xo, yo) 


(c) Н(х,у)= [ 
Figura 8.5.1 


det[H (xo, уо)] = 


= fax tos Yo) Љу (%o, Yo) — f? Gro, Yo) 


é a expressão que aparece no Teorema 8.5.1. Agora podemos reformular o teste da derivada segunda co- 
mo segue. 


Teorema 8.5.2 (Forma Hessiana do Teste da Derivada Segunda) Seja f(x, y) uma função com de- 
rivadas parciais de segunda ordem contínuas nalguma região circular centrada num ponto crítico (Xy 
Yo) de f. Se Н = H(x,, Yo) é a hessiana de f em (xy Yo), então: 

(a) ftem um mínimo relativo em (Xy у,) se Н é uma matriz positiva definida. 

(b) f tem um máximo relativo em (x, yo) se Н é uma matriz negativa definida. 

(c) f tem um ponto de sela ет (x,, уз) se Н é uma matriz indefinida. 

(d) O teste é inconclusivo nos demais casos. 


Prova (a) SeH é uma matriz positiva definida, então o Teorema 8.4.5 implica que as submatrizes prin- 
cipais de H têm determinantes positivos. Assim, 
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EXEMPLO 1 


Usando a Hessiana para 
Classificar Extremos Relativos 


/хх(хо, Yo)  fxy(Xo, Yo) 


det[H] = 
eH] = ухо, ув) убо, 0 


= fax (xo, Yo) Љу Gto, Yo) — Fi, (xo, Yo) > 0 (2) 


дец f. (Xo, yo)] = /хх(хо, yo) > 0 3) 
de modo que f tem um mínimo relativo em (x, Yọ) pela parte (a) do Teorema 8.5.1. 
Prova (b) Se H é uma matriz negativa definida, então a matriz —H é positiva definida, de modo que as 
submatrizes principais de —H t&m determinantes positivos. Assim, 
—fxx (Xo, Yo) — fxy (Xo, Yo) 


det[- H] = 
Hie EARS =P G 


= Г (хо, Yo) f yy Gto, Yo) — f2, (xo, уо) > 0 


det[— f. (Xo, yo)] = — fex(Xo, Yo) > 0 
de modo que f tem um máximo relativo em (x,, Yọ) pela parte (b) do Teorema 8.5.1. 


Prova(c) Se H é uma matriz indefinida, então existe um autovalor positivo e um autovalor negativo. Co- 
mo det[H] é o produto dos autovalores de H, segue que 


Р. (хо, Yo) feo, Yo) 


2558 fxy Xo, Yo) Ру (хо, Yo) 


= ў, (хо, Yo) fyy (Xo, Yo) — f, G0. Yo) «0 


de modo que f tem um ponto de sela em (x,, Yọ) pela parte (c) do Teorema 8.5.1. 


Prova (d) SeH é uma matriz que não é positiva definida, nem negativa definida, nem indefinida, então 
um ou ambos autovalores são nulos e como det(H) é o produto dos autovalores, temos 


Р. Qro, yo) Fey Xo, yo) 2 
det[H] = mm- xx , y » = " =0 
id ED аи 
de modo que o teste é inconclusivo pela parte (d) do Teorema 8.5.1. B 


Encontre os pontos críticos da função 

Гб, у) = ух? + ху? - 8xy +3 
e use os autovalores da matriz hessiana nesses pontos para determinar quais desses pontos, se houver al- 
gum, sáo máximos relativos, mínimos relativos ou pontos de sela. 


Solução Рага encontrar tanto os pontos críticos quanto a matriz hessiana, precisamos calcular as deriva 
das primeira e segunda de f. Estas derivadas sáo 


fŒ y) =x +y- 8y, р(х, у) = 2ху – 8х,  fiy(x,y)=2y-8 
fx, y) = 2х, fyy(%, y) = 2х 
Assim, a hessiana é 


Lx y) Луб, A - [ 2х 2y- 1 
Руб, у) fy y) 2y-8 2x 


Para encontrar os pontos críticos, igualamos f, e f, a zero. Isso fornece as equações 
f, y) =x’ +y -8y =0 e f(x, y) = 2ху – 8х =2x(y -4) 20 


H(x, y = 


Resolvendo a segunda equação, fornece x = 0 ou у = 4. Substituindo x = 0 na primeira equação e resolven- 
do em y obtemos y = О ou y = 8; substituindo у = 4 na primeira equação e resolvendo em x, obtemos x = 4 
ou х = —4. Assim, encontramos quatro pontos críticos: 


(0,0), (0,8), (4,4), (-4,4) 
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Calculando a matriz hessiana nesses pontos obtemos 


0 -8 0 8 
ноо =[ $ al нов = |; a] 

8 0 -8 0 
на, = |0 |, ics = | : ag 


Deixamos a cargo do leitor encontrar os autovalores dessas matrizes e deduzir a seguinte classificação dos 
pontos estacionários: 


Ponto estacionário 
(xo, уо) ài Classificação 


oo [а |а | mossa | 


Ponto de sela 


Mínimo relativo 


PROBLEMAS Passamos agora ao terceiro problema colocado na última seção, o de encontrar os valores máximo e míni- 
DE EXTREMOS mo de uma forma quadrática х'Ах sujeita à condição |lx!| = 1. 
CONDICIONADOS Para visualizar esse problema geometricamente no caso em que x/Ax é uma forma quadrática de R 
devemos ver Z = х'Ах como a equação de alguma superfície num sistema de coordenadas retangulares xyz 
e [|х[| = 1 como o círculo unitário centrado na origem do plano xy. Geometricamente, o problema de en- 
contrar os valores máximo e mínimo de х'Ах sujeita à condição ||x| = 1 traduz para encontrar o ponto 
mais alto e o mais baixo na interseção da superfície com o cilindro circular reto determinado pela circun- 
ferência (Figura 8.5.2). 

O próximo teorema, cuja prova é deixada para o final desta seção, é o resultado crucial para resol- 

ver esse tipo de problemas. 


Teorema 8.5.3 (Teorema dos Extremos Condicionados) Seja A uma matriz simétrica n X n cujos au- 


Mínimo az Máximo er : 
condicionado| ^ condicionado tovalores em ordem decrescente são A; > М > +++ > An. Então: 


(a) Existem um valor máximo e um valor mínimo de x'Ax na esfera unitária |xl| = 1. 

(b) O valor máximo é À, (o maior autovalor) e esse máximo é obtido tomando x um autovetor uni- 
tário de А associado a À, . 

(c) O valor mínimo é X, (o menor autovalor) e esse mínimo é obtido tomando х um autovetor uni- 

írculo unitário tário de A associado a À, 


Figura 8.5.2 


OBSERVAÇÃO А condição ||x|| = 1 nesse teorema é denominada uma restrição ou uma condição ou, ain- 
da, um vínculo e o valor máximo ou mínimo de x”Ax sujeita à restrição é um extremo condicionado. Es- 
sa restrição também pode ser expressa por x/x = 1 ou por x? + x? + +=» + х2 = 1, quando convier. 


EXEMPLO 2 Encontre os valores máximo e mínimo da forma quadrática 


Encontrando Extremos 52 2 
Condiicuidos. z = 5х? + 5у° + 4ху 


sujeita à condição x^ + y" - 1. 
Solução A forma quadrática pode ser expressa em notação matricial por 


5 2][х 
= 552 2 =xAx= 
2=53x*+5y" +4xy = х Ах = [х DIR н [id 


Deixamos a cargo do leitor mostrar que os autovalores de A são À, = 7 e À, = 3 e que os autovetores asso- 
ciados são 
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EXEMPLO 3 
Um Problema de Extremos 
Condicionados 


(х, у) 


Um retângulo inscrito na 
elipse 4x? + 9y? = 36 


Figura 8.5.3 


* Curva de nível f(x, у) = k 
Figura 8.5.4 


EXTREMOS 
CONDICIONADOS E 
CURVAS DE NÍVEL 


e [s [] 


Normalizando esses vetores, obtemos 


=й H ‚ A223 E (4) 
Y Y 
Assim, os extremos condicionados sáo 
máximo condicionado: z =7 em (x, y) = (5. 5) 
mínimo condicionado: z = 3 em (x, у) = (^3. 5) m 


OBSERVAÇÃO Como os negativos dos autovetores em (4) também são autovetores unitários, eles tam- 
bém fornecem os valores máximo e mínimo de z, ou seja, o máximo condicionado z = 7 também ocorre 
no ponto (x, y) = (-1/4/2, —1/4/2) e o mínimo condicionado z = 3 também ocorre no ponto 
(х,у) = (0/42, -1/4/2). 


Queremos inscrever um retângulo na elipse Ax + 9 =36, como mostra a Figura 8.5.3. Use métodos de 
autovalores para encontrar valores náo-negativos de x e y que fornegam o retángulo inscrito de área má- 
xima. 

Solução А área z do retângulo inscrito é dada рог z = 4xy, de modo que o problema é maximizar a for- 
ma quadrática z = 4xy sujeita à restrição 4x^ + 9yº = 36. Nesse problema, o gráfico da equação restrita é 
uma elipse em vez de ser o círculo unitário, mas isso pode ser facilmente remediado reescrevendo a restri- 
ção como 


@'+@'-! 
e definindo novas variáveis x, е у, pelas equações 


х=3х e y=2) 


Assim, o problema pode ser reformulado como segue: 
maximizar 2 = 4xy = 24xiyi 
sujeita à restrição 
xi+y=1 
Para resolver esse problema, vamos escrever a forma quadrática z = 24x, y, como 


z = х!Ах = [ху у] я ^i b 


Agora deixamos a cargo do leitor mostrar que o maior autovalor de A é À = 12 e que o único autovetor as- 
sociado com entradas nào-negativas é 


Assim, a área máxima é z = 12 e isso ocorre com 
3 


5 


Xz3xp m e у=?жл= 5 = 


Uma maneira útil de visualizar o comportamento de uma função f(x, y) de duas variáveis é considerar as 
curvas no plano xy ao longo das quais f (x, y) é constante. Essas curvas têm equações da forma 


fi, y) = к 


Figura 8.5.5 


EXEMPLO 4 
De Novo o Exemplo 2 
Usando Curvas de Nível 
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e são denominadas curvas de nível de f (Figura 8.5.4). Em particular, as curvas de nível de uma forma qua- 
drática x/Ax de R^ têm equações da forma 


хТАх = k (5) 


de modo que os valores máximo e mínimo de х'Ах sujeita à restrição |x|| = 1 são os maiores e menores 
valores de k para os quais o gráfico de (5) intersecta o círculo unitário. Tipicamente, tais valores de k pro- 
duzem curvas de nível que somente tocam o círculo unitário (Figura 8.5.5). Além disso, os pontos nos 
quais essas curvas de nível somente tocam o círculo produzem os componentes dos vetores que maximi- 
тат e minimizam x'Ax sujeita à restrição ||x|| = 1. 


No Exemplo 2 (e na observação subseqüente) encontramos os valores máximo e mínimo da forma quadrá- 
tica 


z = 5x? + 5y? + 4xy 


sujeita à restrição x^ + y? = 1. Mostramos que o máximo condicionado z = 7 ocorre nos pontos 
(x, y) = (1/42, 1/42) e (-1/42, —1/4/2) e que o mínimo condicionado z = 3 ocorre nos pontos 
(x, y) = (71/42, 1/42) e(1/N'2, —1/4/2). Geometricamente, isso significa que a curva de nível 


5x?  5y! +4xy = 7 
deveria apenas tocar o círculo unitário nos pontos (1/4/2, 1/42) е (—1/4/2, —1/4/2) e a a curva de nível 
5х? + 5y? + Axy =3 


deveria apenas tocar o círculo unitário nos pontos (—1/4/2, 1/42) e (1/4/2, —1/4/2). Em particular, is- 
so também significa que náo pode haver uma curva de nível 


Sx? + Sy? + 4xy = К 
com К > 7 ou k< 3 que intersecte o círculo unitário (Figura 8.5.6). m 


SPAS? eae 


Figura 8.5.6 5x? + 5y? + 4ху= 3 


Prova do Teorema 8.5.3 O primeiro passo na prova é mostrar que Q = x/Ax tem valores máximo e mí- 
nimo condicionados para ||x|| = 1. Como A é simétrica, o Teorema dos Eixos Principais (Teorema 8.4.1) 
implica que existe uma mudança de coordenadas ortogonal x = Py tal que 


х!Ах = Ау + Ау +++++ Any? (6) 


onde А1, Аг, .. ., An são os autovalores de A. Suponha que ||x|| = 1 e que os vetores-coluna de P (que são 
autovetores unitários de A) tenham sido ordenados de tal modo que 


М> А2... > А, (7) 


Сото Р é uma matriz ortogonal, a multiplicação рог Р preserva comprimentos, de modo que 
[у = 111 = 1, ou seja, 


уу 1 
Segue dessa equação e de (7) que 

An = Албу + Y3 ++ Ya) АУРА AA < MOP + у} +++ у) = А 
e, portanto, рог (6), que 


An € х!Ах <A 
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Isso mostra que todos os valores de x"Ax tais que |IX|| = 1 estão entre o maior e o menor autovalores de A. 
Agora seja x um autovetor unitário associado a À, . Então 


хТАх = x! (ax) = Aix? x = Axl = А 


o que mostra que х'Ах tem À, como máximo condicionado e que esse máximo ocorre se x é um autove- 
tor unitário de A associado a А. Analogamente, se x é um autovetor unitário associado a À,, então 


x'Ax = х! (ых) = А,х'х = Allx]? = An 


de modo que x/Ax tem À, como mínimo condicionado e esse mínimo ocorre se x é um autovetor unitário 
de A associado a À, . Isso completa a prova. = 


Exercícios 8.5 


1. (a) Mostre que a função f(x, y) = 4xy — x* — y* tem pontos 
críticos em (0, 0), (1, 1) e (71, -1). 
(b) Use a forma hessiana do teste da derivada segunda para mos- 
trar que ftem máximos relativos em (1, 1) e (-1,—1) e um pon- 
to de sela em (0, 0). 
2. (a) Mostre que a função f (x, у) = х? — бху — y? tem pontos 
críticos em (0, 0) e (2, 2). 
(b) Use a forma hessiana do teste da derivada segunda para mos- 


trar que ftem um máximo relativo em (-2, 2) e um ponto de se- 
la em (0, 0). 


Nos Exercícios 3 até 6, encontre, se houver, todos pontos críticos de f 
eclassifique-os como máximos relativos, mínimos relativos ou pontos 
de sela. 


3 f(x, y) = х? - 3xy - y! 
4. РО, у) = х? -3xy + у 
5. /(х,у) = х? +2у2 -xy 
6. f(x, y) = х? + y? – Зх – Зу 


Nos Exercícios 7 até 10, encontre os valores máximo e mínimo da for- 
ma quadrática z = f(x, y) sujeita à restrição x + у = 1 e determine os 
valores de x e y nos quais ocorrem esses extremos. 


7. = 5х? – y 
9. 2= 3х? + 7у? 


8. 2= ху 
10. z = 5x! + 5ху 


Nos Exercícios 11 е 12, encontre os valores máximo е mínimo da for- 
ma quadrática w = f(x, y, 2) sujeita à restrição x + у +27” = 1 e deter- 
mine os valores de x, y e z nos quais ocorrem esses extremos. 


Discussão e Descoberta 


DI. (a) Mostre que as funções flx,y)=x'+y' e g(x, y) = х — у têm 
pontos críticos em (0, 0) mas que o teste da derivada segunda é 
inconclusivo nesse ponto. 


(b) Dê um argumento que mostre que ftem um mínimo relativo em 


(0, 0) e que g tem um ponto de sela em (0, 0). 


П. ш= 9х2 + 4y? + 32? 
12. ш = 2x? + y? +z? + 2ху + 2х2 


Nos Exercícios 13 е 14, encontre os valores máximo е mínimo da for- 
ma quadrática z = f(x, y) sujeita à restrição dada. (Sugestão: Como по 
Exemplo 3, reescreva a restrição e faça uma substituição apropriada 
para reduzir o problema ao formato canônico.) 


13. 2=xy; 4x? +8y) = 16 
14. 2=x+xy+2y?; х? +3y? = 16 


Nos Exercícios 15 е 16, esboce o círculo unitário е as curvas de nível 
correspondentes aos extremos condicionados da forma quadrática da- 
da. Mostre que o círculo unitário toca cada uma dessas curvas em exa- 
tamente dois pontos, determine esses pontos e confirme que os extre- 
mos condicionados ocorrem nesses pontos. 


15. A forma quadrática e a restrição do Exercício 7. 
16. A forma quadrática e a restrição do Exercício 8. 


17. Um retângulo centrado na origem com lados los aos eixos 
coordenados deve ser inscrito na elipse x 25y^ = 25. Use o méto- 
do do Exemplo 3 para encontrar valores não-negativos de x е y que 
produzam o retângulo inscrito de maior área. 


18. Suponha que a temperatura no ponto (x, y) de uma placa metálica 
seja dada por T(x, y) = 4x — 4xy + y”. Uma formiga caminhando 
na placa percorre uma circunferência de raio 5 centrada na ori- 
gem. Quais são a maior e a menor temperaturas encontradas pela 
formiga? 


D2. Seja f(x, y) uma forma quadrática com matriz hessiana dada por 


H= 


-[ 2 


O que pode ser dito sobre a localização e classificação dos pontos 
críticos de f? 
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D3. Sejam A uma matriz simétrica n x n e onde x é um vetor qualquer em А" expresso em forma de coluna. O 
q(x) = x'Ax que pode ser dito sobre o valor de q se x é um autovetor unitário as- 
sociado a um autovalor À de A? 
Trabalhando com Provas 
P1. Prove: Se x Ax é uma forma quadrática cujos valores máximo e mí- M-c cm 
nimo condicionados à restrição [Х| = 1 são m e M, respectiva- е E i Mm 
mente, então para cada número c no intervalo m < с < M existe т. E 
um vetor unitário x, tal que X/AX, = c. [Sugestdo: No caso em que Mostre que XAX, = c.] 


m « M, sejam u, e u, autovetores unitários de A tais que 
ог Au, = теш! Auu = Me tome 


Usando Recursos Computacionais 


Т1. Encontre os valores máximo e mínimo da forma quadrática 


q(x) = x? xi — x} хі + 2x1x2 — 10хух: + 4x3%4 
sujeita ao vínculo ||x]| = 1. 


DECOMPOSIÇÃO 
EM VALORES 
SINGULARES 
DE MATRIZES 
QUADRADAS 


Seção 8.6 Decomposição em Valores Singulares 


Nesta seção, discutiremos uma extensão da teoria de diagonalização de matrizes simétricas п хп para matrizes m xn 
arbitrárias. Os resultados que desenvolveremos nesta seção têm aplicações à compressão, armazenamento e transmis- 
são de informação digitalizada e são a base de muitos dos melhores algoritmos computacionais que estão atualmente 
disponíveis para resolução de sistemas lineares. 


Sabemos do nosso trabalho na Seção 8.3 que matrizes simétricas são ortogonalmente diagonalizáveis e 
que são as únicas matrizes com essa propriedade (Teorema 8.3.4). A diagonalizabilidade ortogonal de uma 
matriz simétrica A de tamanho n X n significa que ela pode ser fatorada como 


А = PDP” (1) 


onde P é uma matriz ortogonal n x n de autovetores de A e D é uma matriz diagonal cujas entradas diago- 
nais são os autovalores associados aos vetores-coluna de P. Nesta seção, vamos dizer que (1) é a decom- 
posição em autovalores de A (abreviada pelas iniciais em inglês EVD de A). 

Se uma matriz А de tamanho л х п não é simétrica, então não existe uma decomposição em autova- 
lores, mas existe uma decomposição de Hessenberg 


А = PHP" 


na qual P é uma matriz ortogonal e H é uma matriz de Hessenberg superior (Teorema 8.3.8). Além disto, 
se А tem autovalores reais, existe ainda uma decomposição de Schur 


А = PSP” 


na qual Р é uma matriz ortogonal e $ é triangular superior (Teorema 8.3.7). 

As decomposições em autovalores, de Hessenberg e de Schur, são importantes em algoritmos numé- 
ricos não só por que Не S têm formatos mais simples do que A, mas também por que as matrizes ortogo- 
nais que aparecem nessas fatorações não magnificam os erros de arredondamento. Para ver isso, sejam X 
um vetor-coluna cujas entradas são conhecidas exatamente e 


х=ї+е 
о vetor que resulta quando ocorrem erros de arredondamento nas entradas de X. Se Р é uma matriz orto- 
gonal, então a propriedade de preservação de comprimentos de vetores por transformações ortogonais im- 
plica que 

Px — Px]| = |х — $] = llell 
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o que nos diz que o erro em aproximar PX por Px tem a mesma magnitude que o erro de aproximar $ por x. 
Existem dois caminhos principais para percorrer na procura de outros tipos de fatoração de uma ma- 
triz quadrada A arbitrária. Podemos procurar fatorações da forma 


A= PI 
em que P é invertível mas não necessariamente ortogonal, ou então da forma 
A-UZVT 


em que U e V são ortogonais mas não necessariamente iguais. O primeiro caminho leva a fatorações em 
que J é ou diagonal (Teorema 8.2.6) ou um certo tipo de matriz diagonal em blocos, denominada forma 
canônica de Jordan, em homenagem ao matemático francês Camille Jordan (1838-1922). As formas ca- 
nônicas de Jordan, que não serão consideradas neste texto, têm importância teórica e em certas aplicações, 
mas são menos importantes numericamente por causa dos erros de arredondamento que decorrem da fal- 
ta de ortogonalidade de P. Nesta seção, estudaremos o segundo caminho e começamos com o seguinte teo- 
rema de diagonalização. 


Teorema 8.6.1 Se A é uma matriz n хп de posto k, então A pode ser fatorada como 
AzUXVT 


onde U e V são matrizes ortogonais n x n e X é uma matriz diagonal n x n cuja diagonal principal tem 
k entradas positivas e n — k entradas nulas. 


Prova А matriz A'A é simétrica, portanto, possui uma decomposição em autovalores 
A'A = VDV" 
em que os vetores-coluna de V são autovetores unitários de A'A e D é a matriz diagonal cujas entradas dia- 


gonais são os autovalores associados de A'A. Esses autovalores são náo-negativos pois se À é um autova- 
lor de A'A e x é um autovetor associado, então a Fórmula (12) da Seção 3.2 implica que 


lAx|? = Ах. Ax = х. A'Ax = x Ах = А(х.х) = Ах? 
do que segue que À 2 0. 

Como os Teoremas 7.5.8 e 8.2.3 implicam que 

pos(A) = pos(A”A) = pos(D) 


e como Á tem posto k, segue que existem k entradas positivas e n — k entradas nulas na diagonal principal 
de D. Para simplificar, suponha que os vetores-coluna v;, V2, . . . , v, de У estejam ordenados de tal manei- 
ra que os autovalores associados de АТА estejam em ordem não-crescente 


М> А2... > А20 
Assim, 
2h2>:2hM>0 е Ммы=Ммы= т =Мм=0 (2) 


Agora considere o conjunto de imagens por A desses vetores-coluna, ou seja, 
(Avi, Ava, ..., Ava) 


Esse conjunto é ortogonal, pois se і * j então a ortogonalidade de v, e у, implica que 


Av; * Av; = v;  A'Av; = v; Ajvj =Aj(w vj) = 0 (3) 


Além disso, 
ПАУ 2 = Av; * Av; = v; * ATAV; = vi v; = Ay (Yi + vi) = Эу? = А; 


do que segue que 

ПАУ = và  (1=1,2,...,n) - 
Como À, > 0 para i= 1, 2, . . . , k segue de (3) e (4) que 

(Avi, Ava, ..., Ау} i 


Seção 8.6 + Decomposição em Valores Singulares 491 


é um conjunto ortogonal de k vetores não-nulos no espaço-coluna de A. Como sabemos que o espaço-co- 
luna de A tem dimensão k (já que A tem posto k), segue que (5) é uma base ortogonal do espaço-coluna de 
A. Normalizando esses vetores para obter uma base ortonormal (u,, u,, . . . , и, } do espaço-coluna, o Teo- 
rema 7.9.7 garante que podemos estendê-la a uma base ortonormal 


(us, ш, ..., шк, ща, +. ., Un) 


de А". Como os k primeiros vetores desse conjunto resultam da normalização de vetores em (5), temos 


Av; 1 
ш = = Ау (1<j<k 
1= А JA; " 


que implica que 
Avi = Aii, А = Anu... Ау, = V/A, (6) 


Sejam, agora, U a matriz ortogonal 


U= [ui из +++ Uk Uka ce: un] 
e E a matriz diagonal 
VAi 0 
Vd 
Ee A 0) 
0 
0 0 


Segue de (2) e (4) que Av,- 0 para j > k, de modo que 
UE=[Yhu vim co Aj 0 >. 0] 
= [Avi Ау; ... Ау; Ау; ... AV) = AV 
que pode ser reescrito como А = U EV? pela ortogonalidade de V. B 


É importante lembrar que as entradas positivas na diagonal principal de X não são autovalores de A, 
mas sim raízes quadradas dos autovalores náo-nulos de A”A. Esses números são denominados valores sin- 
gulares de A e denotados por 


о = VÀ, om... о m AL 
Com essa notação, a fatoração obtida na prova do Teorema 8.6.1 tem o formato 
T 
о 0 Ni 
025 vi 
А = ОУУТ = [ш UD *** Uk Us Co u,] Ok vi (8) 
0 
Vea 
0 O | sr 


e é denominada a decomposição em valores singulares de A (que abreviamos com as iniciais em inglês SVD 
de A).* Os vetores u,, U, . .. , ц, são denominados vetores singulares à esquerda de A e v,, V, . . . , v, OS ve- 
tores singulares à direita de A. 


ы rigor, deveríamos dizer que (8) é “uma” decomposição em valores singulares de А е que (1) é “uma” decomposição em autovalores 
de A, pois U, Ve P não são únicas. Contudo, muitas vezes nos referimos a essas decomposições como “a” decomposição em valores 
singulares e “a” decomposição em autovalores para simplificar a escrita. 
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O próximo teorema é uma reformulação do Teorema 8.6.1 e explici- 


A Álgebra Linear na História ta alguns dos resultados estabelecidos ao longo da prova daquele teorema. 
O termo valor singular é aparentemente devido ao matemá- 

tico Harry Bateman, nascido na Inglaterra, que o utilizou num Teorema 8.6.2 (Decomposição em Valores Singulares de uma Ma- 
artigo científico publicado em 1908. Em 1910, Bateman emi- triz Quadrada) Se A é uma matriz n x n de posto k, então A tem uma 
grou para os EUA, lecionando na Escola Bryn Mawr, na Uni- decomposição em valores singulares А = ОУУ" na qual: 

versidade Johns Hopkins e finalmente no Instituto Tecnológi- 

co da Califórnia. É interessante observar que ele recebeu seu (a) V=[v vz +=» v,]diagonaliza ortogonalmente A'A. 
doutorado em Johns Hopkins em 1913, quando já era um (b) As entradas não-nulas de E são 


matemático eminente com 60 publicações científicas. 


(1882-1946) (f) (u;, u2,..., uj, uj... Up) É uma extensão de 


EXEMPLO 1 
Decomposição em Valores 
Singulares de uma 


Matriz Quadrada 


оу = Мм, 02 = Àj... о = Ак 


onde А1, Аз, ..., Ay São os autovalores não-nulos de A'A asso- 
ciados aos vetores-coluna de V. 

(c) Os vetores-coluna de V são ordenados de tal modo que 
0,z0;z: > ау > 0. 


(umi = дн Gdh 


(е) (u;, uz, ..., ш} é uma base ortonormal de col(A). 


(u,, uz, ..., ш} a uma base ortonormal de К". 


OBSERVAÇÃO Мо caso especial em que a matriz А é invertível, segue que К = pos(A) = n, de modo que 
não há zeros na diagonal de £. Também não há extensão para ser feita na parte (f) nesse caso, pois os n ve- 
tores na parte (d) por si já formam uma base de R”. 


Encontre a decomposição em valores singulares da matriz 

Az 43 2 

0 43 

Solução О primeiro passo é encontrar os autovalores da matriz 

да |У 9||3 2|.| 3 243 

712 Bjo 43 |2/3 7 

O polinômio característico de А'А é 

А2 — 10) +9 = (А — 9)(А — 1) 
de modo que os autovalores de AA são À, =9 e À, = 1 e os valores singulares de А são 


оу = лд = М9 = 3, о = JA; = 41-21 


Deixamos a cargo do leitor mostrar que os autovetores unitários de A”A associados aos autovalores À, — 9 
eA,=1são 


e portanto 
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DECOMPOSIÇÃO 
EM VALORES 
SINGULARES 
DE MATRIZES 

SIMÉTRICAS 


EXEMPLO 2 
Obtendo uma SVD a 
Partir de uma EVD 


DECOMPOSIÇÃO 
POLAR 


Agora segue que a decomposição em valores singulares de A é 


i8 21 18 Sra) ж: 

els], „ЕШ. 
2 2 2 

A = U b y? 


O leitor pode querer confirmar a validade dessa equação multiplicando as matrizes do lado direito. = 


Uma matriz simétrica A tem tanto uma decomposição em autovalores А = PDP” quanto uma decomposi- 
ção em valores singulares А = U EV”, de modo que é razoável perguntar qual relação possivelmente po- 
deria existir entre ambas decomposições, se é que há alguma. Para responder essa questão, seja А uma ma- 
triz de posto k com seus autovalores não-nulos ordenados de tal modo que 


lil > || > --* > [Ax] > 0 


No caso em que A é simétrica, temos A”A = 4º, portanto, os autovalores de A”A são os quadrados dos au- 
tovalores de A. Assim, os autovalores não-nulos de А'А em ordem não-crescente são 


MEXMAEe RA 
e os valores singulares de A em ordem não-crescente são 
о = УА = ||, о = УА = |А2,..., ок = УА = |А 


Isso mostra que os valores singulares de uma matriz simétrica A são os valores absolutos dos autovalores 
não-nulos de A; também mostra que se A é uma matriz simétrica com autovalores não-negativos, então os 
valores singulares de A são iguais aos autovalores não-nulos de A. 


Segue das contas feitas no Exemplo 2 da Seção 8.3 que a matriz simétrica 
1 2 
a-i 2 
tem a decomposição em autovalores 
-3 0 бе 
= 0 2]| 2 1 
Ys 5 5 v5 


Podemos obter uma decomposição em valores singulares de A usando o procedimento seguinte para “em- 
purrar” o sinal de negativo do fator diagonal para o segundo fator ortogonal: 


L3 1 2 b 3 L 2 
«| % IE JE T 1 % В: | -vzv 
E 81929 E AX] 1-5 a ka 
Alternativamente, poderíamos ter empurrado o sinal de negativo para o primeiro fator ortogonal (verifi- 
que). Essa técnica funciona para qualquer matriz simétrica. E] 


O próximo teorema fornece um outro tipo de fatoração que tem muitas aplicações teóricas e práticas. 


Teorema 8.6.3 (Decomposição Polar) SeA é uma matriz n X n de posto k, então A pode ser fatora- 
da como 


A=PQ (9) 


onde P é uma matriz simétrica positiva semidefinida n x n de posto k e Q é uma matriz ortogonal n x n. 
Além disso, se A é invertível (posto n), então existe uma fatoração da forma (9) na qual P é simétrica 
positiva definida. 


Prova Reescreva a decomposição em valores singulares de A como 
А = ОЎУ" = UZU'UV! = (UZU' (UV?) = РО (10) 
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EXEMPLO 3 
Decomposição Polar 


A matriz Q = UV' é ortogonal porque é o produto de matrizes ortogonais (Teorema 6.2.3) e a matriz 
P = UXU” é simétrica (verifique). As matrizes E e P = UEU T também são ortogonalmente semelhan- 
tes, portanto têm o mesmo posto e os mesmos autovalores. Isso implica que P tem posto k e que seus au- 
tovalores são náo-negativos (já que isso é válido para E). Assim, Р é uma matriz positiva semidefinida de 
posto К (ver a observação subsequente ao Teorema 8.4.3). Além disso, se A é invertível, então não existem 
zeros na diagonal de (ver a observação antes do Exemplo 1), de modo que os autovalores de P são po- 
sitivos, o que significa que P é positiva definida. = 


OBSERVAÇÃO Uma fatoração A = PQ, na qual Q é ortogonal e P é simétrica positiva semidefinida, é de- 
nominada uma decomposição polar* de A. Tais decomposições desempenham um papel importante em 
problemas de Engenharia que envolvam deformação de material, em que a matriz P descreve os efeitos de 
compressão e expansão da deformação e a matriz Q descreve e a torção (com possível reflexão). 


Encontre uma decomposição polar da matriz 
as [Y 2 
“lo 43 
e interprete-a geometricamente. 


Solução No Exemplo 1 encontramos uma decomposição em valores singulares de A. Usando as matri- 
zes U, Ve E daquele exemplo e as expressões de P e Q na Fórmula (10), obtemos 


| 


юн» ю 


435 2l. 
0 43| 
A = P 10) 


Para entender o significado geométrico dessa equação, vamos reescrevé-la como 


01 0 43 ә 2 ||-1 A (11) 
A (fatorada) -— P Q 


O lado direito dessa equação nos diz que a multiplicação por A é igual à multiplicação por Q seguida da 
multiplicação por P. Nos exercícios, pedimos ao leitor mostrar que a multiplicação pela matriz ortogonal Q 
produz uma rotação em torno da origem pelo ângulo de —30? (ou 330º) e que a multiplicação pela matriz si- 
métrica P expande К? na razão de М, = 3 na direção do autovetor unitário u; = (3/2, 1/2) e na razão de 
À, = 1 na direção do autovetor unitário u, = (—1/2, 3/2) (ou seja, nenhuma expansão nessa direção). Por 
outro lado, o lado esquerdo de (11) nos diz que a multiplicação por A produz uma dilatação de razão МЗ se- 
guida de um cisalhamento de razão 2/4/3 na direção x. Assim, a dilatação seguida do cisalhamento deve 
ter o mesmo efeito que a rotação seguida das expansões ao longo dos autovetores (Figura 8.6.1). " 


* Essa terminologia tem sua origem na teoria dos números complexos. Como discutimos no Apéndice B, cada número complexo 


2 = x + iy pode ser expresso no formato z = re”, onde (r, 8) são as coordenadas polares de z. Nessa representação, г > O (análogo à ma- 
triz positiva definida P) e multiplicando um número complexo por e” faz com que o vetor que representa o número complexo gire por 
um ángulo 6 [análogo ao efeito de multiplicar pela matriz ortogonal Q quando det(Q) = 1]. 
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Quadrado 
unitário 
girado -30º 


Figura 8.6.1 


DECOMPOSIÇÃO 
EM VALORES 
SINGULARES DE 
MATRIZES NÃO- 
QUADRADAS 


xxx 
x ххх 
хх хх 
ххх х 


X 3635€ 
XXXX 


XX x x x x 
XxX xXx x x x 
„Ж Ж. 

х 


Diagonal principal 


Figura 8.6.2 


Reta ao longo деи, b 


Imagem 


Reta ao longo деи, 


(2 + ҮЗ, УЗ) 


Imagem da aresta vermelha Imagem da aresta cinza obtida A rotação e expansões produzem 
obtida pela projeção sobre as pela projeção sobre as retas a mesma imagem do quadrado 
retas ao longo de u, e u;, ao longo de u, e u;, expansão unitário que a dilatação de razão 
expansão de razão 3 na de razão 3 na direção de u,, e 3 seguida do cisalhamento de 
direção de u, e de razão 1 na de razão 1 na direção de u;, razão 2/N3 na direção x. 

direção de u,, seguida da seguida da adição dos 

adição dos componentes. componentes. 


Até aqui nos ocupamos com decomposição em valores singulares de matrizes quadradas. Contudo, o ver- 
dadeiro poder da decomposição em valores singulares reside no fato de que pode ser estendida a matrizes 
m xn arbitrárias. Para obter essa extensão, definimos a diagonal principal de uma matriz А = [а,] de ta- 
manho m X n como sendo a reta de entradas com i = j. No caso de uma matriz quadrada, essa reta vai do 
canto superior esquerdo até o canto inferior direito, mas se n > m ou se т > n, então a diagonal principal 


não acaba no canto inferior direito, como ilustra a Figura 8.6.2. 


Se A é uma matriz m x n, então АА é uma matriz simétrica n х n e, portanto, possui uma decompo- 
sição em autovalores, como no caso quadrado. Exceto pelos ajustes apropriados nos tamanhos das matri- 
zes para levar em conta as possibilidades n > т ou т > n, a prova do Teorema 8.6.1 estende sem mudan- 


ças para a seguinte generalização do Teorema 8.6.2. 


т хп de posto К, então A pode ser fatorada como 


A=ULVT=[u, uj -- wu |um 


em que U, X e V têm tamanhos m X m, mX n e n хп, respectivamente, e em que: 
(a) У = [у V? -+> V.ldiagonaliza ortogonalmente AA. 


autovalores não-nulos de ATA associados aos vetores-coluna de V. 
(c) Os vetores-coluna de V são ordenados de tal modo que o, > oz > +++ > 0, > 0. 


Av; 1 
Е, = = — 
© u= 777 iu^ 


(e) (ui, uz, ..., ш} é uma base ortonormal de col(A). 


Av  (i=1,2,...,k) 


Teorema 8.6.4 (Decomposição em Valores Singulares de Matrizes Arbitrárias) Se A é uma matriz 


(b) As entradas não-nulas de Y são o, = shi, 02 = Vda, ..., ок = VM, onde hi, da, ..., A4 são OS 


(f) (ui, uz, ..., Uk, Uii, ..., Um) É uma extensão de (ш, uz, ..., ш) a uma base ortonormal de К". 


(12) 


Como no caso de matrizes quadradas, os números 04, 02, . - - , 7; são denominados valores singula- 


res de A, os vetores Ш, U2, ..., Ug são os vetores singulares à esquerda de A, os vetores Vi, V5, . . 


«+ Vk são 


os vetores singulares à direita de Ae A = LV” é denominada a decomposição em valores singulares 


da matriz A. 
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EXEMPLO 4 Encontre a decomposição em valores singulares da matriz 

Decomposição em Valores i3 
Singulares de uma Matriz 
que Não é Quadrada А= |0 1 
10 


Solução О primeiro passo é encontrar os autovalores da matriz 


101 2 1 
Ta = 
wal; о = 1 


O polinômio característico de ATA é 
2-41+3=(M-30-1) 


de modo que os autovalores de A”A são A, =3 e À, = 1 e os valores singulares de A em ordem decrescente 
de tamanho sáo 


a=vVA=V3, о = Aa 1-1 


Deixamos a cargo do leitor mostrar que os autovetores unitários de A”A associados aos autovalores À, =3 
eA,=1 são 


respectivamente. Esses são os vetores-coluna de V e 
1 VIT * iU 5 9 
E х2 
mim н A “Im E 
a 3 6 o = 
10 10 Yi 
2 


são dois dos três vetores-coluna de U. Observe que u, e u, são ortonormais, como esperávamos. Poderíamos 
estender o conjunto (u,, u,) a uma base ortonormal de R° usando o método do Exemplo 2 da Seção 7.4 e o pro- 
cesso de Gram-Schmidt diretamente. Contudo, os cálculos simplificam se primeiro removermos as incômodas 
raízes multiplicando u, e u, por escalares apropriados. Assim, procuramos um vetor unitário u, ortogonal a 


2 0 
Мба, = |1 e 42w-|-1 
1 1 


Para satisfazer essas duas condições de ortogonalidade, o vetor u, deve ser solução do sistema linear ho- 
mogêneo 
2 gq me 
0:27. ala” 
x 


3 


ooo 


Deixamos a cargo do leitor mostrar que uma solução geral desse sistema é 


Normalizando o vetor do lado direito obtemos 


us = 


a- Ы- Sh 


DECOMPOSIÇÃO 
EM VALORES 
SINGULARES 

E OS ESPAÇOS 
FUNDAMENTAIS 
DE UMA MATRIZ 


DECOMPOSIÇÃO 
EM VALORES 
SINGULARES 

REDUZIDA 
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Assim, a decomposição em valores singulares de A é 


XS 0» = 

nm é M ~ Мз 0 x 2 
6 2 1 

0 1|=|# - + calha | 

10 a A S 00 2 =A 
6 2 Уз 

А = U У yz 


O leitor pode querer confirmar a validade dessa equagáo multiplicando as matrizes do lado direito. B 


O próximo teorema mostra que a decomposição em valores singulares de uma matriz A está relacionada 
de maneira natural e elegante com os quatro espaços fundamentais de A. 


Teorema 8.6.5 SeA é uma matriz m X n de posto ke se А = EV” é a decomposição em valores 
singulares dada na Fórmula (12), então: 


(a) (ui, u2,..., Ux) é uma base ortonormal de col(A). 

(b) (041, ..., Um) é uma base ortonormal de col(A)- = nuc(A?). 
(c) (vi, V2; -- -» Vx) é uma base ortonormal de lin(A). 

(d) (ve+1,..., Үл} é uma base ortonormal de lin(A)* = nuc(A). 


Provas (a) e (b) Sabemos pelo Teorema 8.6.4 que (ui, u2,..., щш} é uma base de col(A) e que 
fui. w..... um} é uma extensão dessa base a uma base ortonormal de R”. Como cada um dos vetores no 
conjunto {Uz+1, ..., Um) É ortogonal a cada um dos vetores do conjunto {Ч1, U2, .. . , Ux), segue que cada 
um dos vetores em (uy..1,..., Um) é ortogonal a ger(ui, U2, ..., Ug} = col(A). Assim, (Uz+1, ..., Um} é uM 
conjunto ortonormal de m — k vetores em col(A)* = nuc(A”). Mas a dimensão de (A) é m — k [ver Fór- 
mula (5) na Seção 7.5], de modo que (u,..;, .. ., Um) deve ser uma base ortonormal de nuc(A”). 


Provas (с) e (d) Os vetores Y, Y, . .. ,V, formam um conjunto ortonormal de autovetores de A”A e estão 
ordenados de tal modo que os autovalores associados de A”A (que são todos não-negativos) estão na or- 
dem não-crescente 


м>%»>».+.>мһ>0 


Sabemos pelo Teorema 8.6.4 que os k primeiros desses autovalores são positivos e os subsequentes n — К 
vetores são nulos. Assim, (vi..1, ..., vn) é um conjunto ortonormal de n — k vetores no espaço nulo de 
АГА, que é igual ao espaço nulo de A (Teorema 7.5.8). Como a dimensão de nuc(A) é n — k [ver Fórmula 
(5) na Seção 7.5], segue que (ve. 1, ..., Vn} é uma base ortonormal de nuc(A). Além disso, сото cada um 
dos vetores no conjunto [v;..1,..., ул} é ortogonal a cada um dos vetores do conjunto (vi, v», ..., Vk), Se- 
gue que cada um dos vetores no conjunto (vi, v2,..., ук} é ortogonal a ger(v;.1,..., ул} = nuc(A). As- 
sim, (vi, v2, . .., Ук} é um conjunto ortonormal de k vetores em nuc(A)* = lin(A). Mas lin(A) tem dimen- 
são k, portanto (vi, v2, ..., v) deve ser uma base ortonormal de lin(A). [ај 


As linhas e colunas nulas da matriz X na Fórmula (12) são algebricamente supérfluas e podem ser elimina- 
das multiplicando por extenso a expressão U X V7 com multiplicação em blocos e subdividindo as matrizes 
conforme indicado em (12). Os produtos que envolvem blocos nulos como fatores desaparecem, restando 


T 
ої osa 0. Mi 
0 qo... 0 | |у: 
: а (13) 


que é denominada a decomposição em valores singulares reduzida de A. Neste livro, denotaremos as ma- 
trizes do lado direito de (13) por U,, X; e Vi , respectivamente, e escreveremos essa equação como 


А = УУГ (14) 


Observe que os tamanhos de U;, X; e Vi são m X k, k X k e k X n, respectivamente, e que a matriz X, éin- 
vertível, já que suas entradas diagonais são positivas. 
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EXEMPLO 5 
Decomposição em Valores 
Singulares Reduzida 


COMPRESSÃO 

DE DADOS E 
PROCESSAMENTO 
DE IMAGENS 


PROBLEMA CONCEITUAL Escreva E! por extenso. 
Multiplicando o lado direito de (13) pela regra coluna-linha do Teorema 3.8.1, obtemos 


А =оүщу +070,V7 + +ou vi (15) 


que é denominada expansão em valores singulares reduzida de A. Esse resultado se aplica a qualquer ma- 
triz, ao passo que a decomposição espectral [Fórmula (5) da Seção 8.3] se aplica somente a matrizes simé- 
tricas. O leitor também deveria comparar (15) com a expansão coluna-linha de uma matriz arbitrária A da- 
da no Teorema 7.6.5. Na expansão em valores singulares reduzida, os vetores u e у são ortonormais, en- 
quanto que os vetores c e r no Teorema 7.6.5 não precisam ser. 


Encontre uma decomposição em valores singulares reduzida e uma expansão em valores singulares redu- 
zida da matriz 


hd 
A=|0 1 
10 


Solução No Exemplo 4 encontramos a decomposição em valores singulares 


A md 
11 3 S| ofras 44 
al -4 д 2 2 
01[=[£ -4 4 Uil я 
10 Doll? -3 (16) 
X5 42 1 
6 2 Y 
A = U S y? 


Como A tem posto 2 (verifique), segue de (13) com k =2 que a decomposição em valores singulares redu- 
zida de A correspondente a (16) é 


AE € 
o lg -g 


3 0 
и = сщу ouv] = 3| L [2 2]+0) - [4 -4] 
10 x E 
6 
$ м 0 0 
=43|£ 3|«0|-1 2 
ФФ) Lia 
Observe que as matrizes na expansáo tém posto 1, como esperávamos. = 


As decomposições em valores singulares podem ser utilizadas para “comprimir” informação visual com 
o objetivo de reduzir seu espaço de armazenamento e acelerar sua transmissão eletrônica. O primeiro pas- 
so na compressão de uma imagem visual é representá-la como uma matriz numérica, a partir da qual a 
imagem pode ser recuperada quando for necessário. 

Por exemplo, uma fotografia em preto e branco pode ser escaneada como um arranjo retangular de 
pixels (pontos) e então armazenada como uma matriz A, associando a cada pixel um valor numérico de 
acordo com seu tom de cinza. Se utilizarmos 256 níveis de cinza (sendo O = branco e 255 = preto), então 
as entradas na matriz serão números inteiros entre 0 e 255. A imagem pode ser recuperada a partir da ma- 
triz A imprimindo ou exibindo os pixels com seus níveis de cinza associados. 
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A Álgebra Linear na História 


A teoria da decomposição em valores singulares pode ser traçada até o trabalho de cinco pessoas: o mate- 
mático italiano Eugenio Beltrami, o matemático francês Camille Jordan, o matemático inglés James Sylvester 
(ver página 99), e os matemáticos alemães Erhard Schmidt (ver página 406) e Herman Weyl. Mais recente- 
mente, os esforços pioneiros do matemático norte-americano Gene Golub produziram um algoritmo estável 
e eficaz para calculá-la. Beltrami e Jordan foram os pais da decomposição, sendo que, em 1873, Beltrami deu 
uma prova para o caso de matrizes reais invertíveis com valores singulares distintos; é interessante observar 
que seu trabalho apareceu numa publicação italiana denominada Revista de Matemática para o Uso dos Alu- 
nos das Universidades Italianas. Subsequentemente, Jordan refinou a teoria e eliminou as restrições desne- 
cessárias impostas por Beltrami. Sylvester, aparentemente desconhecendo o trabalho de Beltrami e Jordan, 
redescobriu o resultado em 1889 e indicou sua importância. Schmidt foi a primeira pessoa a mostrar que a 
decomposição em valores singulares poderia ser usada para aproximar uma matriz por outra de posto me- 
nor e, ao fazer isso, ele transformou-a de uma curiosidade matemática numa importante ferramenta práti- 
ca. Weyl mostrou como encontrar a aproximação de posto menor na presença de erro. 


Eugenio Beltrami 


Herman Klaus Gene H. Golub 
(1835-1900) Camille Jordan Hugo Weyl (1932- ) 
(1838-1922) (1885-1955) 


Se a matriz A tem tamanho m x n, então poderíamos armazenar mn entradas individualmente. Um 
procedimento alternativo é calcular a decomposição em valores singulares reduzida 


А = сушу + о;у] +- +0¿0,V7 (17) 
na qual o; > 02 > ··· > o e armazenar os números с e os vetores u e v. Quando for preciso, a matriz A 


(e portanto a imagem representada pela matriz) pode ser reconstruída a partir de (17). Como cada vetor u, 
tem m entradas e cada vetor v, tem n entradas, esse método requer espaço de armazenamento para 


km+kn+k=k(m+n+1) 


números. Suponha, entretanto, que os valores singulares 0,41, . . . , ох sejam suficientemente pequenos, a 
ponto de poderem ser ignorados em (17), e produzam, assim, uma aproximação aceitável 


A, = ou, VI +0,0,V) +- о, уг (18) 


de A e da imagem que A representa. Dizemos que (18) é a aproximação de posto r de A. Essa matriz re- 
quer espaço de armazenamento para apenas 


rm+rn+r=r(m+n+1) 


números, ao contrário dos mn números requeridos para um armazenamento entrada a entrada de A. Por 
exemplo, uma aproximação de posto 100 de uma matriz A de tamanho 1000 x 1000 requer espaço de ar- 
mazenamento para apenas 


100(1000 + 1000 + 1) = 200.100 


números, ao contrário do milhão de números requeridos no armazenamento entrada a entrada, dando uma 
compressão de quase 80%. 

A Figura 8.6.3 mostra algumas aproximações de uma imagem digitalizada de um babuíno gigante 
obtida usando (18). 
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Posto 4 


Figura 8.6.3 


DECOMPOSIÇÃO 
EM VALORES 
SINGULARES DO 
PONTO DE VISTA DE 
TRANSFORMAÇÕES 


Posto 10 Posto 20 


OBSERVAÇÃO Pode ser provado que A, tem posto r, que A, não depende dos vetores de base usados na 
Fórmula (18) e que A, é a melhor aproximação possível de A por matrizes m x n de posto r, no sentido de 
que a soma dos quadrados das diferenças entre as entradas de A e de A, é tão pequena quanto possível. 


Se A é uma matriz m x ne T, : R" —> R” é a multiplicação por A, então a matriz 
ор 0 vo 01 


em (12) é a matriz de T, em relação às bases (vi, v2, ... , Vn} € (ui, u2,..., Um) de R” e А", respecti- 
vamente (verifique). Assim, quando expressamos vetores em termos dessas bases, vemos que o efei- 
to de multiplicar um vetor por A é o de ajustar os comprimentos das primeiras k coordenadas do ve- 
tor nas razões dadas por O, с,,..., с, levar as demais coordenadas para zero e talvez abandonar 
coordenadas ou anexar zeros, se necessário, para justificar um aumento ou diminuição de dimensão. 
Essa idéia está ilustrada na Figura 8.6.4 para uma matriz A de tamanho 2 x 3 de posto 2. O efeito da 
multiplicação por A nos vetores da esfera unitária em Rº é colapsar as três dimensões do domínio nas 
duas dimensões da imagem e então expandir ou comprimir os componentes nas direções dos vetores 
ET à esquerda u, e u, de acordo com a magnitude dos fatores o, e o, para produzir uma elip- 
se em К“. 


u 


Esfera unitária em R? Dimensáo colapsada | Componentes expandidos 
de trés para dois | ou comprimidos nas 
| direções dos vetores 


Figura 8.6.4 | singulares à esquerda 


Observando as propriedades algébricas da transformação linear 7 (x) = Ax podemos obter um en- 
tendimento maior da decomposição em valores singulares e da decomposição em valores singulares redu- 
zida da matriz А. Como lin(A)- = nuc(A), segue do Teorema 7.7.4 que cada vetor x em R” pode ser expres- 
so de maneira única por 

x= Xina) E Xau) 
onde Xixa) É à projeção ortogonal de x sobre o espaço-linha de A e x, .() É sua projeção ortogonal sobre o 
espaço nulo de A. Como x, ..« = 0, segue que 


T,(x) = Ax = Ах, + AX) = Ахду 
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Exercícios 


8.6 


Isso nos diz três coisas: 
1. A imagem de qualquer vetor de R” pela multiplicação por A é igual à imagem da projeção ortogo- 
nal daquele vetor sobre lin(A). 


2. A imagem col(A) da transformação T, é a imagem de lin(A). 


3. T, leva vetores distintos de lin(A) em vetores distintos de R” (por quê?). Assim, embora T, possa 
não ser injetora quando considerada como uma transformação linear de domínio R”, ela é injetora 
se restringirmos seu domínio a lin(A). 


Como o comportamento de uma transformação matricial Т, é completamente determinado pela sua ação 
em lin(A), faz sentido, em termos de eficácia, eliminar a parte supérflua do domínio e considerar Т, como 
uma transformação de domínio lin(A). A matriz dessa transformação restrita em relação às bases 


(vi, V2, . - -» Ye) de lin(A) e (uj, u2, . . . , ш} de col(A) é a matriz 
o 0 
o? 
== 
0 в 


que ocorre na decomposição em valores singulares reduzida de А. 


OBSERVAÇÃO Dito informalmente, a discussão precedente nos diz que dentro de cada transformação 
matricial T, existe uma transformação matricial injetora “escondida” que leva o espaço-linha de A sobre 
o espaço-coluna de A. Além disso, essa transformação escondida é representada pela decomposição em 
valores singulares reduzida de A em relação a bases apropriadas. 


| Nos Exercícios 1 até 4, encontre os valores singulares distintos de A. | 


13. A matriz do Exercício 7. 
14. A matriz do Exercício 8. 


14=[(1 2 0] 


30 
2 abi 


Nos Exercícios 15 e 16, use a decomposição em valores singulares de 
A e o método do Exemplo 5 para encontrar uma decomposição em va- 
lores singulares reduzida de A e uma expansão em valores singulares 
reduzida de 4. 


а= 1] 


| Nos Exercícios 5 até 12, encontre uma decomposição em valores sin- 


| gulares de A. 


~ 0 
«aD А 


15. А matriz do Exercício 11. 
16. A matriz do Exercício 10. 


Nos Exercícios 17 e 18, encontre uma decomposição em autovalores 


ERES) * E у da dada matriz simétrica A e então use o método do Exemplo 2 para 
5. A= h 1 6. a=] o - | encontrar uma decomposição em valores singulares de А. 
4 6 3 3 
zazio al E 5] 120 0 0-2 
2 2 17. A=|2 10 18. A=| 0 2 0 
Ё -2 — 003 E 
9 A=|-1 1 10. a=| 2 a A ү e ou 
@ 2 E 19. Seja A uma matriz com decomposição em valores singulares dada 
por 
: $58 1 1 1 pl 
11. А = 1 1 12 А= |0 0 2 2 2 zira 00 2 A 2 
zT 4 0 1 boli d 373 3 
х2 2 2 2 0 12 0 2 а _1 
r - уй b О 07010 9» 9h из 
| Nos Exercícios 13 e 14, use a decomposição em valores singulares de : А : : o oo]-i 3 3 
| Ae o método do Exemplo 3 para encontrar uma decomposição polar 2 m 


| dea. 


(a) Encontre bases ortonormais dos quatro espaços fundamentais 


de A. 
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(b) Encontre a decomposição em valores singulares reduzida de A. 


. Seja T: R" —> К" uma transformação linear cuja matriz canónica A 
tem uma decomposição em valores singulares А = [JE V? e sejam 
В = (v, V» ...,v,) e B"=(u,,u), ... ,u,,) os vetores-coluna de V 
e U, respectivamente. Mostre que E = [7], в. 

Mostre que os valores singulares de АА são os quadrados dos valo- 
res singulares de A. 


21. 


Discussão e Descoberta 


D1. (a) Se A = UE V” é uma decomposição em valores singulares de 
uma matriz m x n de posto K, então U tem tamanho 
, E tem tamanho e V tem tamanho 


(b) Se A = Ui EV? é uma decomposição em valores singulares 
reduzida de uma matriz m X n de posto K, entáo U, tem tama- 
nho , Ey tem tamanho e V, tem tama- 
nho 


D2. Se А = UXV? é a decomposição em valores singulares de uma 
matriz invertível A, então V X ^! U? é a decomposição em valores 
singulares de . Justifique sua resposta. 


22. Mostre que se А = 17 EV” é uma decomposição em valores singu- 
lares de A, então U diagonaliza ortogonalmente AA”. 


Seja A = PQ a decomposição polar do Exemplo 3. Mostre que a 
multiplicação por Q é uma rotação em torno da origem pelo ângulo 
de 330º e que a multiplicação pela matriz simétrica P expande R° na 
razão de 3 na direção do vetor U, = (4/3/2, 1/2) e na razão de 1 
na direção de uz = (—1/2, 3/2). 


23. 


D3. Matrizes ortogonalmente semelhantes têm os mesmos valores sin- 
gulares? Justifique sua resposta. 


D4. Se P é a matriz canónica da projeção de R" sobre um subespago W, 
o que pode ser dito sobre os valores singulares de P? 


DS. (a) A figura dada sugere que a multiplicação por uma matriz inver- 
tível A de tamanho 2 x 2 transforma o círculo unitário numa 
elipse. Escreva um parágrafo que explica mais precisamente o 
que é indicado pela figura. 
(b) Faça um esboço análogo para a matriz do Exemplo 1. 


A 


aio 


Figura Ex-D5 


Usando Recursos Computacionais 


TL (Decomposição em valores singulares) A maioria das ferramentas 
computacionais de Álgebra Linear tem um comando para encontrar 
a decomposição em valores singulares, mas esses comandos variam 
muito de uma para outra ferramenta. Algumas ferramentas produ- 
zem a decomposição em valores singulares reduzida, algumas exi- 
gem entradas em formato decimal e algumas produzem U de forma 
transposta, de modo que o leitor deve ficar atento a isso. Encontre a 
decomposição em valores singulares reduzida da matriz 


3 0 i 
- L1 8 
1-2 é 
з о 2 


e confira sua resposta multiplicando os fatores е comparando o рго- 
duto com À. 


T2. Encontre os valores singulares da matriz 


3 2 -5 
A=|-6 -8 -6 
-5 -5 8 


encontrando as raízes quadradas dos autovalores de A'A. Compare 
seu resultado com aquele produzido pelo comando para calcular a 
decomposição em valores singulares de A. 


T3. Construa uma matriz 3 x 6 de posto 1 e confirme que o posto da ma- 
triz é igual ao número de valores singulares não-nulos. Faça o mes- 


mo para matrizes 3 x 6 de posto 2 e de posto 3. 


T4. (Usa MATLAB e acesso à Internet) Este problema, que foi elabo- 
rado para ser resolvido com MATLAB, proporciona o uso de de- 
composições em valores singulares para recriar as imagens do ba- 


buíno da Figura 8.6.3 a partir de uma imagem que colocamos à dis- 
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posição na nossa página na Web. Os passos seguintes permitirão 
criar aproximações de posto r da imagem do babuíno (mandrill, em 
inglês). 
Passo 1. Baixe a imagem mandrill.bmp não-comprimida do site 
http://www.wiley.com/college/anton 
seguindo as instruções colocadas na página. Para confe- 
rir, exiba a imagem baixada utilizando qualquer progra- 
ma ou ferramenta que permita visualizar imagens em for- 
mato bitmap (arquivos.bmp). Essa imagem deveria estar 
parecida com a imagem de posto 128 da Figura 8.6.3. 
Passo 2. Use o comando do MATLAB 
graymandrill = imread('mandrill.bmp') 
para associar aos pixels da imagem bitmap os valores in- 
teiros que representam seus níveis de cinza. Isso produz 
uma matriz de inteiros de níveis de cinza, denominada 
“graymandrill”. 
Passo 3. Use o comando do MATLAB 
A = double (graymandril1) 
para converter a matriz de inteiros de níveis de cinza nu- 
ma matriz A de entradas em ponto-flutuante. 
Passo 4. Use o comando do MATLAB 
[u,s,v] = svd(A) 


para calcular as matrizes da decomposição em valores 
singulares de A. 

Passo 5. Para criar uma aproximação de posto r da imagem do ba- 
buíno, use comandos apropriados do MATLAB para for- 
mar as matrizes ur, sr e vr, onde ur consiste nas r pri- 
meiras colunas de u, sr é a matriz formada pelas r pri- 
meiras linhas e r primeiras colunas de s e vr consiste 
nas r primeiras colunas de v. Use comandos apropriados 
do MATLAB para calcular o produto (ur)(sr)(vr) e 
denote-o por Ar. 

Passo 6. Use o comando do MATLAB 

graylevelr = uint8(Ar) 
para converter as entradas de Ar para valores inteiros de 
níveis de cinza; a matriz de valores de níveis de cinza é 
denominada “graylevelr”. 

Passo 7. Use o comando do MATLAB 
imwrite (graylevelr, 'mandrillr.bmp') 
para criar uma imagem bitmap da figura de posto r deno- 
minada “mandrillr.bmp” que pode ser vista usando qual- 
quer programa ou ferramenta que permita visualizar ima- 
gens em formato bitmap. 


Use esses passos para criar e ver as aproximações de posto 50, pos- 
to 20, posto 10 e posto 4 da Figura 8.6.3. 


Seção 8.7 Pseudo-Inversa 


A noção de inversa é aplicável a matrizes quadradas. Nesta seção, generalizaremos essa idéia e consideraremos o con- 
ceito de “pseudo-inversa, " que é aplicável a matrizes que não são quadradas. Veremos que a pseudo-inversa tem im- 
portantes aplicações no estudo de soluções de mínimos quadrados de sistemas lineares. 


A PSEUDO-INVERSA SeA é uma matriz n x n invertível com decomposição em valores singulares reduzida 


A-UXVI 


então U,, E, e V, são todas matrizes n x n invertíveis (por qué?), de modo que a ortogonalidade de U, e V, 


implica que 
A!zyWE,U; 


а) 


Se A não é quadrada ou se é quadrada mas não é invertível, então essa fórmula não aplica. Contudo, ob- 
servamos acima que a matriz E, é sempre invertível, de modo que o produto do lado direito de (1) está de- 
finido para qualquer matriz A, mesmo se só represente A ' para matrizes A invertíveis. Se A é uma matriz 
náo-nula m x п, então dizemos que a matriz n х m dada por 


A+=V,E UT (2) 


é apseudo-inversa* de A. Se А = 0, definimos A' =0. A pseudo-inversa é a inversa no caso de matrizes in- 
vertíveis, mas é mais geral por ser aplicável a qualquer matriz. 


Pode ser mostrado que a pseudo-inversa não depende das bases usadas para formar U, e V,, de modo que a terminologia “a” pseudo- 
inversa é apropriada. A pseudo-inversa é também denominada inversa de Moore-Penrose, em homenagem ao matemático norte-ame- 
ricano E. Н. Moore (1862-1932) e ao matemático e físico británico Roger Penrose (1931- ), que desenvolveram os conceitos funda- 
mentais independentemente, 
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EXEMPLO 1 Encontre a pseudo-inversa da matriz 


Encontrando a Pseudo-Inversa 
pela SVD Reduzida 1 1 
As 1 
1 0 


usando a decomposição em valores singulares reduzida obtida no Exemplo 5 da Seção 8.6. 
Solução No Exemplo 5 da Seção 8.6 obtivemos a decomposição em valores singulares reduzida 


E 4 a y 
_ ГА 0 v7 1 A "3 0 a с 
A = [ш valo ы ME 6 2 0 1|[ 2 
ж A E 

6 


Assim, segue de (2) que 


" a 9 [ч 
A* = [vi ai di a 


|2 2 114 3 6 О 3 
4 ¿lo ilo- 4 li 4- - 


O próximo teorema fornece uma maneira alternativa de calcular A* se A tiver posto-coluna máximo. 


m 


Teorema 8.7.1 Se A é uma matriz m X n com posto-coluna máximo, então 


А = (АТА) AT 


Prova Seja А = U; X,V/ uma decomposição em valores singulares reduzida de A. Então 
АТА = (И ET UT (U, УУ) = v EPI 
Como A tem posto-coluna máximo, a matriz A'A é invertível (Teorema 7.5.10) е У, é uma matriz ortogo- 
nal n хп. Assim, 
(44)! = VET VT 
do que segue que 
(ATAJTIAT = (V Zj?VD)(U XVI)! = (Vi E’ VIV 2,07) = Wu = А и 


EXEMPLO 2 М№ Exemplo 1 calculamos а pseudo-inversa de 
A Pseudo-Inversa no Caso de 
Posto-Coluna Máximo 

A =æ 


-Om 
о = 


usando uma decomposição em valores singulares. Contudo, essa matriz A tem posto-coluna máximo, de 
modo que sua pseudo-inversa também pode ser calculada pela Fórmula (3). Para fazer isso, calculamos 


L1 
1, 107471 2 | 
4a = [ | 01 “| | 
L3 10 I2 
e obtemos 


А+ = (ATA) MT = | 
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Isso confere com o resultado obtido no Exemplo 1. = 


PROPRIEDADES DA O próximo teorema enuncia alguns fatos algébricos sobre a pseudo-inversa; as provas desses fatos são dei- 
PSEUDO-INVERSA хайаѕ como exercícios. 


EXEMPLO 3 
Projeção Ortogonal Usando 
a Pseudo-Inversa 


Teorema 8.7.2 SeA' é a pseudo-inversa de uma matriz А de tamanho m хп, então: 
(a) AÑA=A 
(b) AAA =A” 
(с) AMAY =44' 
(d) (A) =А'А 
(е) (A = (4) 
(p AT=A 


No próximo teorema enunciamos algumas propriedades da pseudo-inversa do ponto de vista de 
transformações. Provaremos as três primeiras partes, deixando as duas últimas como exercícios. 


Teorema 8.7.3 Se At = V,E¡'U] é a pseudo-inversa de uma matriz А de tamanho m x n e posto К 
e se os vetores-coluna de U, e V, são u,, U,,... , U; € V, Va - - - , V, respectivamente, então: 


(a) A'y está em lin(A) para qualquer vetor y em К". 
1 

(b) Аш = vi @ =1,2,...,Ё) 

(c) A'y=0 para qualquer vetor y em nuc(A”). 


(d) AA' é a projeção ortogonal de К” sobre col(A). 
(e) ATA é a projeção ortogonal de К" sobre lin(A). 


Prova (a) Se y é um vetor em R”, então segue de (2) que 
Ay =V ¡E U[y = Vi, Up y) 
de modo que A*y deve ser uma combinação linear dos vetores-coluna de V,. Como o Teorema 8.6.5 afir- 
ma que esses vetores estão em lin(A), segue que Ay está em lin(A). 
Prova (b) Multiplicando A” à direita por U, dá 
AV, = VIE UTU, = МУ! 
O resultado segue agora comparando vetores-coluna correspondentes dos dois lados dessa equação. 


Prova (с) Se y é um vetor em nuc(A”), então y é ortogonal a cada vetor em col(A) e, em particular, é or- 
togonal a cada vetor-coluna de U; = [ш uz ++- u,] Isso implica que U7 y = 0 (por quê?), e portanto 
que 


Ay =V, E Uy = (VE) Uy =0 a 
Use a pseudo-inversa de 
171 
А=|0 1 
10 


para encontrar a matriz canónica da projeção ortogonal de R° sobre o espago-coluna de A. 


Solução А pseudo-inversa de A foi calculada no Exemplo 2. Usando esse resultado, vemos que a proje- 
ção ortogonal de R? sobre col(A) é 
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MATRIZ PSEUDO- 
INVERSA E MÍNIMOS 
QUADRADOS 


Lo 
Il 
u= ше alto 


we өнә ше 
чә ше ше 


PROBLEMA CONCEITUAL Sem efetuar qualquer conta, faça uma conjetura sobre a projeção ortogonal de 
R? sobre o espaço-linha da matriz A no Exemplo 3 e confirme sua conjetura calculando A'A. 


A pseudo-inversa é importante porque fornece uma maneira de utilizar decomposições em valores singu- 
lares para resolver problemas de mínimos quadrados. Lembre que as soluções de mínimos quadrados de 
um sistema linear Ax = b são as soluções exatas da equação normal A'Ax = A'Ab. No caso em que A tem 
posto-coluna máximo, a matriz A”A é invertível e existe uma única solução de mínimos quadrados 


x=(ATAJATb = Atb (4) 


Assim, no caso de posto-coluna máximo, a solução de mínimos quadrados pode ser obtida multiplicando 
b pela pseudo-inversa de A. No caso em que A não tem posto-coluna máximo, a matriz A”A não é invertí- 
vel e existe uma infinidade de soluções da equação normal, cada uma das quais é uma solução de mínimos 
quadrados de Ax = b. Contudo, sabemos que dentre todas soluções de mínimos quadrados existe uma úni- 
ca solução de mínimos quadrados no espaço-linha de A (Teorema 7.8.3) e também sabemos que essa é a 
solução de mínimos quadrados de norma mínima. O teorema seguinte generaliza (4). 


Teorema 8.7.4 Se A é uma matriz m X n e b é um vetor qualquer em К", então 
x-Ab 
é а solução de mínimos quadrados de Ax = b que tem norma mínima. 


Prova Inicialmente mostramos que x = A' b satisfaz a equação normal A'Ax = A'Ab e portanto é uma so- 
lução de mínimos quadrados. Para ver isso, seja A = U, £, V7 uma decomposição em valores singulares 
reduzida de A, de modo que 


ATb=V,E;'UTb 
Assim, 

(ATA)A*b = VIVI Vi Ej! UT b = VETE, UT b = V¡E/UTb = АТЬ 
que mostra que x = A” b satisfaz a equação normal A'Ax = A'Ab. 


Para mostrar que x = Ab é a solução de mínimos quadrados de norma mínima, é suficiente mostrar 
que esse vetor está no espaço-linha de A (Teorema 7.8.3). Mas isso vale pela parte (a) do Teorema 8.7.3. ш 


Algumas das idéias que estivemos discutimos estáo ilustradas no diagrama de Strang da Figura 
8.7.1. O sistema linear Ax = b representado no diagrama é inconsistente, pois b não está em col(A). Divi- 
dimos x e b em componentes ortogonais como 

X7XQ4,*X,4 € b-b + Duca! 


e denotamos Хх, por x para simplificar. Esse vetor é a solução de mínimos quadrados de norma mínima 
e é uma solução exata da equação Ax = Бл, ou seja, 


li(A) — Ax col(A) 


nuc(A”) 
Figura 8.7.1 Xnuc(A) busca) 
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NÚMERO DE 
CONDIÇÃO E 
CONSIDERAÇÕES 
NUMÉRICAS 


Exercícios 8.7 


Ax* = boa) 
Para resolver essa equação em x”, podemos multiplicar tudo pela pseudo-inversa А’ para obter 
А+Ах* = A* bua) 


e então usar o Teorema 8.7.3(e) e o fato de que x' = х„,, está no espago-linha de A para obter 
x+ = A? boi) 


Assim, A leva x' em b,,,, e a pseudo-inversa А’ recupera x' de b uyy 


A decomposição em valores singulares desempenha um papel importante na análise e resolução de siste- 
mas lineares que são difíceis de resolver exatamente por causa de sua sensitividade a erros de arredonda- 
mento. No caso de um sistema linear consistente Ax = b isso tipicamente ocorre quando a matriz de coe- 
ficientes é “quase singular”, ou seja, se um ou mais de seus valores singulares está próximo de zero. Tais 
sistemas lineares são ditos malcondicionados. Uma boa medida de quanto os erros de arredondamento 
afetam a precisão de uma solução calculada é dada pelo quociente do maior valor singular com o menor 
valor singular de A. Essa razão, denominada número de condição de A, é denotada por 


cond(A) = — (5) 


Quanto maior o número de condição, maior é a sensitividade do sistema a pequenos erros de arredonda- 
mento. De fato, mostra-se em livros de métodos numéricos de Álgebra Linear que se as entradas de A e de 
b têm precisão de r dígitos significativos e se o número de condição de A é maior do que 10° (para um in- 
teiro positivo c), então uma solução calculada provavelmente não tem precisão maior do que r — c dígitos 
significativos. Assim, por exemplo, se cond(A) = 10" e as entradas de A e de b têm precisão de cinco dígi- 
tos significativos, então deveríamos esperar uma precisão de no máximo 5 — 2 = 3 dígitos significativos 
em qualquer solução calculada. 

O método básico de encontrar soluções de mínimos quadrados de sistemas lineares Ax = b é resol- 
ver exatamente as equações normais A'Ax = A' b. Contudo, os valores singulares de AA são os quadrados 
dos valores singulares de A (Exercício 21 da Seção 8.6), de modo que cond(A'A) é o quadrado do número 
de condição de A. Assim, se Ax = b é um sistema malcondicionado, então as equações normais são ainda 
piores! Em teoria, se o sistema não é malcondicionado, poderíamos determinar o número de condição de 
A encontrando sua decomposição em valores singulares e então usando-a para calcular a pseudo-inversa e 
a solução de mínimos quadrados x = A' b. 

Embora tudo isso soe razoável, a dificuldade é que os valores singulares de A são as raízes quadra- 
das dos autovalores de A”A e calcular esses valores singulares diretamente da problemática matriz A”A po- 
de produzir uma estimativa imprecisa do número de condição, bem como uma solução de mínimos qua- 
drados imprecisa. Felizmente, existem métodos para encontrar decomposição em valores singulares que 
não envolvam o cálculo de A”A. Esses métodos produzem alguns dos melhores algoritmos conhecidos pa- 
ra calcular soluções de mínimos quadrados de sistemas lineares e são discutidos em livros sobre métodos 
numéricos da Álgebra Linear. Dois livros recomendados nesse assunto são Matrix Computations de G. H. 
Golub e С. F. Van Loan, Johns Hopkins University Press, Baltimore, 1966 e Numerical Recipes in С, The 
Art of Scientific Computing, de William Н. Press, Saul A. Teukolsy, William T. Vetterling e Brian P. Flann- 
nery, Cambridge University Press, New York, 1999. 


Nos Exercícios 1 até 4, é dada uma matriz A com posto-coluna máxi- 


7 4 
4 
mo. Use o Teorema 8.7.1 para encontrar a pseudo-inversa de A. 3. А= |0 0 4. 4=[5] 


—== s 5 5 
5. Confirme que as seis propriedades enunciadas no Teorema 8.7.2 va- 
lem para as matrizes A e A* no Exercício 1. 


6. Confirme que as seis propriedades enunciadas no Teorema 8.7.2 va- 


Ld 
2 А= |2 3 
21 lem para as matrizes A e A* no Exercício 2. 
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Nos Exercícios 7 até 10, use a decomposição em valores singulares re- 
duzida de A para calcular a pseudo-inversa de A. 


7. A matriz do Exercício 1. 
8. A matriz do Exercício 2. 
9. A matriz do Exercício 3. 
10. A matriz do Exercício 4. 


Nos Exercícios 11 e 12, é dada uma matriz invertível A. Confirme que | 
A =A'. 


2 2 2 2 
a py 


Nos Exercícios 13 e 14, mostre que a Fórmula (3) náo é aplicável e en- 
tão use qualquer método apropriado para encontrar A”. 


1! 4 
з. А= [| | 14. А = 


Som 
Soo 


Nos Exercícios 15 e 16, use a pseudo-inversa de A para encontrar a ma- 
triz canônica da projeção ortogonal de R’ sobre o espaço-coluna de A. 


Discussão e Descoberta 


D1. O que pode ser dito sobre a pseudo-inversa de uma matriz A de ve- 
tores-coluna ortogonais? 


D2. Se A é uma matriz de posto 1, então a Fórmula (15) da Seção 8.6 
implica que a expansão em valores singulares reduzida de A tem a 
forma А = Сиу’, onde u e y são vetores unitários. 


(a) Qual é a expansão em valores singulares reduzida de A* nesse 
caso? 


(b) Use o resultado na parte (a) para calcular A*A с АА“ nesse caso 
e explique por que a expressão resultante poderia ter sido ante- 
cipada geometricamente. 


Trabalhando com Provas 


P1. Use a Fórmula (2) para provar que se A é uma matriz m X n, então 
AÑA=A. 

P2. Use a Fórmula (2) para provar que se A é uma matriz m x n, então 
(AA) = АА“. 

P3. Use a Fórmula (2) para provar que se А é uma matriz m X n, então 
(AY = (A. 

P4. Use a Fórmula (2) para provar que se А é uma matriz m X n, então 
A" =A. 


P5. Use os resultados dos Exercícios P4 e Р1 para provar que se A é 
uma matriz m X n, então A'AA' = А“. 


15. 
16. 


A matriz À do Exercício 2. 
A matriz A do Exercício 3. 


Nos Exercícios 17 e 18, use uma pseudo-inversa apropriada para en- 
contrar a solução de mínimos quadrados de norma mínima do sistema 


linear dado. 
7. x4 m= 1 18. x+ m=1 
2x, € 2x,— 0 2x, -3x = 1 
2x; + 2x, = -1 2x, + ami 
19. A matrizA=[1 2 3] não tem posto-coluna máximo, mas sua trans- 


D3. 
D4. 


Ds. 


P6. 


P7. 


posta tem. Assim, podemos calcular (A”)' usando o Teorema 8.7.1, 
embora não possamos calcular A”. Use aquele teorema para calcu- 
lar (4) e então use seu resultado para encontrar А“. 


. Use as idéias do Exercício 19 para encontrar a pseudo-inversa da 


matriz 


122 
amfi 3 1] 


sem encontrar sua decomposigáo em valores singulares reduzida. 


. Mostre que a Fórmula (3) simplifica para A*=A”* no caso em que A 


é invertível. 


Se c é um escalar não-nulo, qual é a relação entre (cA)' e A*? 
Encontre A', A*A е АА`рагаА = [2 1 —2] sabendo que sua decom- 
posição em valores singulares reduzida А = U E V” é 


p 1i-2]-(-uG)[-3 -i i] 


(a) Quais propriedades de AA* e A*A nos dizem que essas matrizes 
são idempotentes? 

(b) Use o Teorema 8.7.2 para mostrar que AA' e A*A são idempo- 
tentes. 


Use os resultados dos Exercícios P4 e P2 para provar que se A é 
uma matriz m X n, então (A'A) = A*A. 

Use a Fórmula (2) para provar que se A é uma matriz m X n, então 
АА“ é a projeção ortogonal de R” sobre o espaço-coluna de A. [Su- 
gestão: Mostre primeiro que AA* = U,Uj.] 


. Aplique o resultado do Exercício P7 à matriz A” e use as partes 


apropriadas do Teorema 8.2.7 para provar que se A é uma matriz 
т хп então A*A é a projeção ortogonal de R” sobre o espaço-linha 
de A. 
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Usando Recursos Computacionais 


Т1. (Pseudo-inversa) Algumas ferramentas computacionais de Álgebra 

= Linear tem um comando para encontrar a pseudo-inversa de uma 
matriz. Determine se a sua ferramenta tem esta capacidade е, se ti- 
ver, use o comando para encontrar a pseudo-inversa da matriz do 
Exemplo 1. 


T2. Use uma decomposição em valores singulares reduzida para encon- 
trar a pseudo-inversa da matriz 


1 2 3 
A=|-2 1-1 
з 4 7 


Se a sua ferramenta tem um comando para encontrar pseudo-inver- 
sas, use-o para conferir o resultado obtido. 


T3. O posto de uma matriz é o número de linhas (ou colunas) linear- 
mente independentes. Na prática, é difícil encontrar exatamente o 
posto de uma matriz por causa de erros de arredondamento, particu- 
larmente para matrizes de grande escala. Um procedimento comum 
para estimar o posto de uma matriz A é estabelecer uma margem de 
erro € (dependente da precisão dos dados), calcular AA (ou AA”), 
que é simétrica e tem o mesmo posto que A, e estimar o posto de A 
como sendo o número de valores singulares de A”A (ou AA”) que 
são maiores do que € . Esse número é denominado o posto efetivo de 
A para a dada margem de erro. 


(a) Usando a margem de erro є = 1, encontre o posto efetivo da 


matriz 
20,1 —12,3 —21,1 28,9 -53,5 
143 132 127 148 11,6 
ale 114 -99 16,9 -382 184 


14,3 18,1 —34 35,8 0,4 
-22,1 —167 10,6 -494 160 
9,8 5,2 7,8 7,2 3,2 


(b) Compare o posto efetivo de A ao posto de A que resulta por re- 
dução de A à forma escalonada por linhas ou forma escalonada 


reduzida por linhas. 
Т4. Considere o sistema linear inconsistente Ax = b no qual 
1 @ 1 
A=|-2 -3 -5|; b-|1 
| 3 4 2 


Mostre que o sistema tem uma infinidade de soluções de mínimos 
quadrados e use a pseudo-inversa de A para encontrar a solução de 
mínimos quadrados de norma mínima. 


Seção 8.8  Autovalores e Autovetores Complexos 


Até aqui, nos dedicamos basicamente a autovalores e autovetores reais. Contudo, autovalores e autovetores comple- 
xos têm aplicações e interpretações geométricas importantes, de modo que é desejável dar-lhes o mesmo status que 
sua contrapartida real. Esse é o nosso objetivo nesta seção. 


VETORES EM C^ ч E 
definição seguinte. 


Para estabelecer o fundamento de nosso estudo de autovalores e autovetores complexos apresentamos a 


Definição 8.8.1 
ros complexos (уу, у... 


Se л é um inteiro positivo, então uma énupla complexa é uma seqüéncia de л núme- 
y V,). O conjunto de todas ênuplas complexas é denominado o espaço com- 
plexo n-dimensional e denotado por С". 


A terminologia usada para ênuplas reais aplica igualmente a énuplas complexas. Assim, se v,, У,,..., v, 
são números complexos, dizemos que v = (v,, V» .. ., v,) é um vetor em C” e que v,, v,,. . . , v, São seus com- 


ponentes. Alguns exemplos de vetores em 


C são 


u-(i-4,342), у= (0,1,5), w=(6-2,9+ Li, ri) 


Os escalares de С” são os números complexos e a adição, a subtração e a multiplicação por escalar 
são efetuadas componente a componente, exatamente como em R”. Pode ser provado que as oito proprie- 
dades no Teorema 1.1.5 valem para vetores em С", do que segue que os vetores em C” têm as mesmas pro- 
priedades que os vetores em R”. (Ver o parágrafo Olhando à Frente logo depois do Teorema 1.1.6.) 

Lembre que se z = a + bi é um número complexo, então dizemos que Z = a —bi é o conjugado com- 
plexo de z, que os números reais Re(z) = a e Im(z) = b são a parte real e a parte imaginária de z, respec- 
tivamente, e que |z| = Ya? + b? é o módulo, ou então, o valor absoluto de z. Como ilustra a Figura 8.8.1, 
podemos representar um número complexo z = a + bi geometricamente como um ponto ou vetor (a, b) 
num sistema de coordenadas retangulares que é denominado plano complexo. O ângulo é mostrado na- 
quela figura é denominado argumento de z e as partes real e imaginária de z podem ser expressas em ter- 


mos desse ângulo por 
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Figura 8.8.1 


EXEMPLO 1 
Partes Real e Imaginária 
de Vetores e Matrizes 


PROPRIEDADES 
ALGÉBRICAS DO 
CONJUGADO 
COMPLEXO 


Re(z) = |2| соф е  Im(z)-|z|senó (1) 
Assim, о próprio complexo z pode ser escrito como 

z = |z|(cosġ + i sen $) (2) 
que é denominada a forma polar де z. 

Um vetor 

у = (vi, v5, ..., V) = (a1 + bii, az + bai, ..., An + bni) 6) 
em C” pode ser expresso como 

у = (0, 02, ..., Un) = (41,47, ..., An) +i(by,bo,..., bn) = Re(v) + ¡Im(v) (4) 
onde os vetores 


Re(v) = (a1,a2,...,an) е (у) = (bı, Ё2,..., bn) 


são denominados a parte real e imaginária de у, respectivamente. O vetor 
у= (01, 02,..., Un) = (a, — bii, a? — bai, ..., an — bni) (5) 


é denominado o conjugado complexo de y e pode ser expresso em termos de Re(v) e Im(v) por 
у = (a1, a2, ..., an) — i(bi, bo, ..., bn) = Re(v) — ilm(v) (6) 


Segue de (4) que os vetores em R” podem ser vistos como os vetores em C" cuja parte imaginária é 0 e se- 
gue de (6) que um vetor v em С" está em А" se, e somente se, V = v. 

Nesta secáo, também utilizaremos matrizes com entradas complexas e por isso passamos a dizer que 
uma matriz A é uma matriz real se suas entradas são números reais, e é uma matriz complexa se suas en- 
tradas são números complexos. Note que as entradas de uma matriz real são sempre números reais, ao pas- 
so que as entradas de uma matriz complexa podem ou não ser números reais. As operações conhecidas so- 
bre matrizes reais passam sem modificações para matrizes complexas e todas as propriedades familiares 
continuam valendo. Se A é uma matriz complexa, então Re(A) e Im(A) são as matrizes formadas com as 
partes real e imaginária das entradas de Ae A é a matriz formada tomando os conjugados complexos de 
cada entrada de A. 


Sejam 


А 1 l+i -i 
v=(0+i,-2,5) e а= [+ бы 


Então 
ү = (3 – і, 21, 5), Re(v)= (3,0,5), Im(v) =(1,-2,0) 


= И. 10 bo 
A=| 4 sal Reca) = |, |, mo = |, el 
deca) = |! «|= 0 0(6—20 - C069 =8+8i E 


Os próximos dois teoremas listam algumas propriedades de vetores e matrizes complexos que utilizare- 
mos nesta seção; as provas de alguns itens são deixadas como exercícios. 


Teorema 8.8.2 Seu e v são vetores em C" e se a é um escalar, então: 


PRODUTO ESCALAR 
COMPLEXO 


EXEMPLO 2 
Produto Escalar e Norma 
Euclidiana Complexos 
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Teorema 8.8.3 Se A é uma matriz complexa m x k e B é uma matriz complexa К x n, então: 


(a) A=A 


A próxima definição estende os conceitos de produto escalar e norma a C”. 


Definição 8.8.4 Seu = (ui, u2, ..., Un) € V = (vi, 0,..., Un) SãO vetores em С", então o produto 
escalar complexo de u e v, também denominado produto interno euclidiano complexo de u e v, é de- 
notado por и. v e definido por 


U.V = шу + UW? t +++ UnUn (7) 
A norma euclidiana ет С” é dada por 
[у = Муу = y Ivi? + Ivo? +--+ + lun]? (8) 


Como no caso real, dizemos que v é um vetor unitário em C" se ||v|| = 1e dizemos que dois vetores u e v 
são ortogonais se, e somente se, u + v = 0. 


OBSERVAÇÃO Os conjugados complexos em (7) garantem que ||v|| é um número real, pois sem os conju- 
gados a quantidade v - v em (8) pode perfeitamente ser um número complexo não real. Observe também 
que (7) reduz ao produto escalar em R” se u e v são vetores de componentes reais. 


Lembre que, pela Fórmula (26) da Seção 3.1, se u e v são vetores-coluna em R”, então o produto es- 
calar desses vetores pode ser expresso por 

иу = иу = уги 
A fórmula análoga em C" é dada por (verifique) 


u:v—u/y— v'u (9) 


Encontre u + v, v + u, [Jul] e ||V|| para os vetores 
u=(1+i,,3-1) e v=(1+i,2,4i) 
Solugáo 
оу (ADI +10) +03 DG = +00 - i) 2i € G - (4i) =-2- 10i 
vu (14-D i) +20) + (4) – i) = +i — i) 2i - 4i(8 + i) =-2+ 10i 
lul = + 0213 i = У2+1+10= /13 
Ivi = УП iR + 2? +142 = 42343 16 = 22 " 


O Exemplo 2 revela uma diferença essencial entre o produto escalar em R” e o produto escalar com- 
plexo em C". Para o produto escalar, sempre temos у · и = u · v (a propriedade de simetria do produto es- 
calar), mas para o produto escalar complexo a relação correspondente é u · v = Y * и, que denominamos 
a anti-simetria do produto escalar complexo. O próximo teorema, cuja prova será omitida, é o análogo do 
Teorema 1.2.6. 


Teorema 8.8.5 O produto escalar complexo tem as seguintes propriedades para quaisquer vetores 
u, ve w em C' e qualquer escalar a: 


(а) u-v—v-u [Anti-simetria] 
(b) u- (v--w) Zu:v-u:w [Distributividade] 
(с) a(u* v) = (au) + v [Homogeneidade] 


(d) v.vz0 e v.v = 0 se somente se v = 0 [Positividade] 
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CONCEITOS DE 
ESPAÇO VETORIAL 
EMC 


AUTOVALORES 
COMPLEXOS DE 
MATRIZES REAIS 

ATUANDO EM 

VETORES DE C^ 


EXEMPLO 3 
Autovalores e Autovetores 
Complexos 


A parte (c) desse teorema afirma que um escalar multiplicando um produto escalar complexo de dois ve- 
tores pode ser agrupado com o primeiro vetor do produto escalar complexo, mas para agrupá-lo com o se- 
gundo vetor é necessário tomar seu complexo conjugado (verifique cada passo): 


a(u* v) = a(v*u) = a(v*u) = a(v-u) = (av) -u=u- (av) (10) 


Substituindo a por a e usando o fato conhecido а= a, também podemos escrever essa relação como 


u-av=a(u.v) (11) 


Exceto pelo uso de escalares complexos, as noções de combinação linear, independência linear, subespa- 
ço, espaço gerado, base e dimensão passam para C" sem modificações, bem como a maioria dos teoremas 
que vimos sobre essas noções. 


PROBLEMA CONCEITUAL Será R” um subespaço de С"? Explique. 


Os autovalores e autovetores de matrizes complexas são definidos exatamente da mesma maneira que pa- 
ra matrizes reais. Se A é uma matriz n X n com entradas complexas (ou reais), então as raízes complexas 
da equação característica det(AI — A) = 0 são denominadas os autovalores complexos de A. Como no ca- 
so real, À é um autovalor complexo de A se, e somente se, existe um vetor não-nulo x em C" tal que 
Ах = Ax. Cada um desses vetores x é um autovetor complexo de A associado a À. Os autovetores comple- 
xos de A associados a À são as soluções não-nulas do sistema linear (А ~ А)х = 0 e o conjunto de todas as 
soluções é um subespaço de C", denominado o auto-espago de A associado a À. 

O próximo teorema afirma que se uma matriz real tem autovalores complexos, então esses autova- 
lores e os autovetores associados ocorrem em pares conjugados. 


Teorema 8.8.6 Se À é um autovalor de uma matriz real A de tamanho n x n e se x é um autovetor as- 
sociado, então À também é um autovalor de A e X é um autovetor associado. 


Prova Сото À é um autovalor de A e x é um autovetor associado, temos 


Ах = Ах = Ах (12) 
Contudo, А = А, já que A tem entradas reais, portanto segue da parte (с) do Teorema 8.8.3 que 

Ах = АХ = AX (13) 
Juntando as Equações (12) e (13) obtemos 

Ах = Ах = АХ 


onde X = 0 (por qué?); isso significa que À é um autovalor de A e que X é um autovetor associado. 8 


Encontre os autovalores e uma base do auto-espaço de 
-2 -1 
[3 3) 
Solução О polinômio característico de A é 


ГҮ: 1 


D йй i 
аг ME +1=@-0@+0 


de modo que os autovalores são À = i e À = —i. Observe que esses autovalores são complexos conjugados, 
como garante o Teorema 8.8.6. Para encontrar os autovetores, devemos resolver o sistema 


ES SIE] 


com À = i e depois com À = —i. Com А = і, o sistema é 


*3 ial E С K a4) 
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A Álgebra Linear na História 


Olga Taussky-Todd foi uma das mulheres 
pioneiras na Análise Matricial e a primeira 
mulher a ocupar um cargo de professora 
no Instituto Tecnológico da Califórnia. Ela 
trabalhou no Laboratório Nacional de Físi- 
ca em Londres durante a Segunda Guerra 
Mundial, onde foi encarregada de estudar 
vibrações em aeronaves supersônicas. 
Ocorre que os problemas centrais de vibra- 
ções eram relacionados à localização dos 
autovalores de uma certa matriz complexa 
6 x 6 e assim foi contratado um grande 
grupo de jovens meninas para efetuar os 
cálculos necessários em calculadoras ma- 
nuais. Olga Taussky-Todd havia ouvido falar 
de um resultado, denominado Teorema de 
Gersgorin, que fornecia uma maneira sim- 
ples de identificar certos círculos que conti- 
nham autovalores de uma matriz comple- 
xa. Ela rapidamente percebeu que teo- 
rema poderia ser usado para fornecer in- 
formações sobre vibrações que de outro 
modo exigiriam cálculos trabalhosos. Essa 
observação elevou o teorema de Gersgorin 
da obscuridade à importância prática. De- 
pois da Segunda Guerra Mundial ela conti- 
nuou seu trabalho em assuntos relaciona- 
dos a matrizes e ajudou a trazer muitos re- 
sultados conhecidos (mas discrepantes) so- 
bre matrizes para um assunto coerente, 
que hoje conhecemos como a Teoria de 
Matrizes. 


Olga Taussky-Todd 
(1906-1995) 


PROVANDO 
QUE MATRIZES 
SIMÉTRICAS TÊM 
AUTOVALORES REAIS 


Poderíamos resolver esse sistema reduzindo a matriz aumentada 
i+2 1 0 

-5 i-20 (15) 
à forma escalonada reduzida por linhas usando eliminação de Gauss-Jordan, mesmo que a 
aritmética complexa seja um pouco tediosa. Um procedimento mais simples é observar pri- 
meiro que a forma escalonada reduzida por linhas de (15) deve ter uma linha de zeros, pois 
(14) tem soluções não-triviais. Por causa disso, cada linha de (15) é um múltiplo escalar da 
outra e, portanto, a primeira linha pode ser zerada pela soma de um múltiplo apropriado da se- 
gunda linha. Por causa disso, podemos simplesmente igualar a zero as entradas da primeira li- 


nha, permutar as linhas e então multiplicar a nova primeira linha por — + para obter a forma 
escalonada reduzida por linhas 


n à-H ] 


0 0 0 


Assim, uma solução geral do sistema é 
x= (-2 + it, x=! 


Isso nos diz que o auto-espaço associado a À = i é unidimensional e que consiste em to- 
dos múltiplos escalares complexos do vetor da base 


L231j 
-| " | (16) 


Para conferir, mostremos дие Ах = ix. Temos 


-2 -n[-i-1ii -2(-i-1i)-1 -1- i 
к= [5 | E Е Es si) = 5 Sl=ix 
5 2 1 5(-2+ 10) +2 і 
Poderíamos encontrar uma base do auto-espaço associado а À = –і de maneira análoga, 
mas isso é desnecessário pelo Teorema 8.8.6, que afirma que 


-4-4 
X 1 
x | { | (17) 


é base desse auto-espaço. As contas a seguir confirmam que X é um autovetor de А asso- 
ciado a À = -i: 


No Teorema 4.4.10 provamos que matrizes simétricas 2 x 2 têm autovalores reais e afirmamos sem provar 
que o resultado é válido para quaisquer matrizes simétricas reais. Agora temos à disposição as ferramen- 
tas matemáticas necessárias para provar o resultado geral. O ponto crucial da prova é considerar as matri- 
zes simétricas reais como matrizes complexas cujas entradas têm parte imaginária nula. 


Teorema 8.8.7 Se A é uma matriz simétrica real, então todos autovalores de A são números reais. 


Prova Sejam À um autovalor de A e x um autovetor associado, sendo que À pode ser complexo e x pode 
estar em C”. Assim, 


Ах = Ах 


onde x # 0. Multiplicando ambos lados dessa equação por x” e usando o fato 
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INTERPRETAÇÃO 
GEOMÉTRICA DE 
AUTOVALORES 
COMPLEXOS DE 
MATRIZES REAIS 


(a, b) 


y 


Figura 8.8.2 


Figura 8.8.3 


EXEMPLO 4 
Uma Fatoração Usando 
Autovalores Complexos 


X'Ax = X (Ax) = A(x'x) = Mx - x) = Ах? 


obtemos 
_ Wax 
Ixl]? 


Como o denominador dessa expressão é real, podemos concluir que À é real mostrando que 
X'Ax = ХТАх (18) 


Como A é simétrica е tem entradas reais, segue da segunda igualdade em (9) е de propriedades da conju- 
gação que 


Ax = X Ax = x" Ax = (Ax) x = (AX) x = (AX)'x = X'A'x =xX'Ax m 


O teorema seguinte é fundamental no entendimento do significado geométrico de autovalores complexos 
de matrizes reais 2 x 2. 


Teorema 8.8.8 Os autovalores da matriz real 


a —b 
С = 
E d (19) 


são À = a + bi. Se a e b não são ambos nulos, então essa matriz pode ser fatorada como 
a —b] [lA] 07f[cosp —seng 
P 4 F k " [os vnd en 


onde ф é o ángulo do eixo x positivo ao raio desde a origem até o ponto (a, b) (Figura 8.8.2). 


Geometricamente, esse teorema afirma que a multiplicação por uma matriz da forma (19) pode ser vista 
como uma rotação pelo ángulo ф seguida de uma homotetia de razão |À] (Figura 8.8.3). 


Prova А equação característica de C é (À — ау +b'=0 (verifique), portanto os autovalores de C são 
À = а + bi. Supondo a e b não ambos nulos, seja фо ângulo do eixo x positivo ao raio desde a origem até 
o ponto (а, b). O ângulo ф é o argumento do autovalor А = a + bi, portanto, usamos (1) para expressar as 
partes real e imaginária de À como 


a=lilcosó e b=lAlsend 

Segue disso que (19) pode ser escrita como 
a —] [hl O bi = [I4] 07f[cosd —senó Е 
b aj LO y i E “Lo Allisend  cosó 


O próximo teorema, cuja prova é discutida nos exercícios, mostra que cada matriz real 2 x 2 com au- 
tovalores complexos é semelhante a uma matriz da forma (19). 


Teorema 8.8.9 Seja A uma matriz real 2 х 2 com autovalores complexos À = a + bi (onde b #0). Se 
x é um autovetor de A associado a À = a — bi, então a matriz P = [Re(x) Im(x)] é invertível e 


A=P М "d pa (21) 


Fatore a matriz no Exemplo 3 na forma (21) usando o autovalor À = –і e o autovetor associado que foi da- 
do em (17). 


Solução Рага manter a notação do Teorema 8.8.9, denotemos o autovetor em (17) associado a À = –і por 
x em vez de x . Para esses À e x temos 
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EXEMPLO 5 
Explicando uma Órbita Elíptica 


As Bu LE v 
a=0, b=1, Reco =| | һо =| 4i Р = [Re(x) moi al 


de modo que A pode ser fatorada na forma (21) como 
2-9 [$-ip-npo 1 
5 2| | 1 olli 011-5 -2 
Oleitor pode querer conferir isso multiplicando o lado direito. B 


Para entender o significado geométrico do Teorema 8.8.9, denotemos as matrizes do lado direito de 
(20) por S e R,, respectivamente, e então usemos (20) para reescrever (21) como 


ES a_p| Pl 0 |[cosó —sen$],., 
A -ef pillsend cosg)” (22) 


Interpretando, agora, P como a matriz de transição da base B = (Re(x), Im(x)) para a base canônica, ve- 
mos que (22) diz que o cálculo do produto Ax, pode ser decomposto num processo de três passos: 
1. Levamos x, das coordenadas canônicas para as coordenadas na base B formando o produto P 'x,. 
2. Aplicamos uma rotação e uma homotetia ao vetor P 'x, formando o produto SR,P 'x,. 
3. Levamos o vetor girado e expandido ou comprimido de volta às coordenadas canônicas para obter 
Ax,=PSRP Xy 


Ao final da Seção 6.1 mostramos que se 
DY 
2 4 1 
= Ё i e x-[i] 
5 10 
então a multiplicação repetida por A produz a seqüéncia de pontos 
Xo, Axo, А?хо,..., А"х,... 
que percorre a órbita elíptica em torno da origem mostrada na Figura 6.1.15. Agora estamos em condições 
de explicar aquele comportamento. Inicialmente, deixamos a cargo do leitor mostrar que A tem autovalo- 


res A = $ + $i e que autovetores associados são 


à-$-3: vw-(lti!) e m=t+2i: v=(L-i,1) 


Tomando + = =¿— die х= v; = ($ + i, 1) em (21) e usando o fato de que || = 1, obtemos a 


fatoragáo 
=o a 
su 4 (23) 


onde К, é uma rotação em torno da origem pelo ângulo ф cuja tangente é 


. snó 3/5 3 = 32369 
teó= c T9371 (é = arctg į = 36,9º) 


l 
we ni 
SE aw 
[— | 
Il 
p 
= ne 
о m 
Es 
r 
we ua 


A matriz P em (23) é a matriz de transição da base 
В = (Re(x), Im(x)} = {(4, 1), 1,0)] 


para a base canônica e P"! € a matriz de transição da matriz canônica para a base B (Figura 8.8.4). Agora 
observe que se n é um inteiro positivo, então (23) implica que 


А"хо = (PRP "xo = PR} P~'xo 
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——» 
Im(x) (1,0) 


de modo que o produto A"x, pode ser calculado levando primeiro x, para o ponto P'x, em coordenadas B, 
depois multiplicando por А; para girar esse ponto em torno da origem pelo ángulo nó e finalmente multi- 
plicando R5 P^! xo por P para levar o ponto resultante de volta às coordenadas canônicas. Agora podemos 
ver o que está acontecendo geometricamente. Nas coordenadas B, cada multiplicação sucessiva por A faz 
com que o ponto P^x, avance por um ángulo 6, traçando, assim, uma órbita circular em torno da origem. 
Contudo, B é uma base torcida e nào ortogonal, de modo que quando os pontos da órbita circular sáo 
x  transferidos de volta para as coordenadas canônicas, sofrem uma distorção da órbita circular para a órbita 
elíptica percorrida por A"x, (Figura 8.8.5a). As contas para a primeira iterada são as seguintes (as iteradas 


Figura 8.8.4 sucessivas estão ilustradas na Figura 8.8.5b): 
ii []- bis-: i JE 
EZ H 
3 yi pe di ¿Jl 
EIE лр 
= |? А [хо é levado рага as coordenadas В.] 
10115 5112 
L1 і 
= i alls [O ponto (1, 1) é girado рог um ângulo $.] 
El 
= À ора) a 
2 
" 
PRA 
г. 
Na 
Figura 8.8.5 (b) 
Exercícios 8.8 


Nos Exercícios 1 e 2, encontre U, Re(u), Im(u) е |||. | 


1. u = (2—1,4і,1+ 1) 2. u= (6,1+4і,6— 21) 


Nos Exercícios 3 e 4, mostre que п, у са satisfazem as relações enun- 
ciadas no Teorema 8.8.2. 


3u=(3-4,2+i,-6),v=(1+i,2-i,4),a=i 

4. u=(6,1+4i,6-2i), v = (4,3 + 2i, i – 3), а = –і 

5. Resolva a equação ix — ЗУ = U em x, onde и e v são os vetores no 
Exercício 3. 


6. Resolva a equação (1 + i)x + 20 = У em x, onde u e v são os ve- 
tores no Exercício 4. 


Nos Exercícios 7 e 8, encontre A, Re(A), Im(A), det(A) e tr(A). | 


—Si 4 
7. А = 
[5 -i 1+5 | 
9. Seja А а matriz dada no Exercício 7. Confirme que se 
В = (1 — i, 21) está escrita em forma de colunas, então A e B têm 
as propriedades enunciadas no Teorema 8.8.3. 
10. Seja A a matriz dada no Exercício 8. Confirme que se 


В = (Si, 1 — 4i) está escrita em forma de colunas, então A e B 
têm as propriedades enunciadas no Teorema 8.8.3. 


ч zl 4i cil 


2 +3i 1 
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Nos Exercícios 11 e 12, calcule u . y, и. меу. w e mostre que valem 
as propriedades enunciadas nas partes (a), (b) e (c) do Teorema 8.8.5 


Nos Exercícios 23 até 26, é dada uma matriz A com autovalores com- | 
plexos. Encontre uma matriz invertível P e uma matriz C da forma 


bem como na Fórmula (9). 


П. u = (i, 2i, 3), v = (4, —2i, 1 + i), w = (2 —i, 2i, 5 + 3i), 
а=? 

12. u = (1 + i, 4, 3i), v = (3, —4i, 2 + 3i), 
w=(1-1,41,4-5Si)a=1+i 

13. Calcule (u - V) — W + 0 para os vetores u, v e w no Exercício 11. 

14. Calcule (iu - w) + (llullv) - u para os vetores u, v e w no Exercí- 
cio 12. 


Nos Exercícios 15 até 18, encontre os autovalores e uma base do auto- 
espago de A. 


4 —5 - 5 
НЕ н «a-[1 9 


5 -2 8 6 
i. A=[; 75] % 4=[ 3 5) 


Nos Exercícios 19 até 22, é dada uma matriz C na forma (19), de mo- 
do que o Teorema 8.8.8 implica que C pode ser fatorada como o pro- 
duto da matriz de homotetia de razão | | pela matriz de rotação de ân- 
gulo ф. Encontre [A] e o ángulo $ tal que л < ф < л. 


1 -1 05 
ad m c-[? 3 


5 
СА 42 42 
sji аси 
Discussão e Descoberta 
D1. Seu.v=a+bientão (iu). v = „u. (іу) = 
су. (іш) = 


D2. Se k é um escalar real e y um vetor em А", então о Teorema 1.2.2 
afirma que ||kv]| = |k||v|l. Essa relação continuará válida se k for 
um escalar complexo e v um vetor em C"? Justifique sua reposta. 


D3. Se À =a + bi é um autovalor de uma matriz A de tamanho 2 x 2 e 
X = (u, + vii, и; + voi) é um autovetor associado, em que и, ty, 


Trabalhando com Provas 


P1. Prove a parte (c) do Teorema 8.8.2. 
P2. Prove o Teorema 8.8.3. 
P3. Prove que se и e y são vetores em С", então 


u:v— ¿[ju + vl? — 4 |u — vl 
+ ¿lu + ivi? — $ ju — ¿vi? 


P4. Segue do Teorema 8.8.8 que os autovalores da matriz de rotagáo 


(19) tais que A = PCP”. 


-1 -5 4 -5 
23, Am [ 4 5] 24. A= [ o] 
8 6 5 —2 
Az = 
aaaf 83] хар] 
27. Encontre, se houver, todos escalares complexos k para os quais u e 


29. 


v são ortogonais em С". 
(а) u = Qi, i, 3i), v = (i, 6i, k) 
(Ы) u=(k,k,1+1i), v= (1,—1, 1—i) 


. Mostre que se А é uma matriz real n X n e x é um vetor em С", então 


Re(Ax) = A(Re(x)) e Im(Ax) = A(Im(x)). 


As matrizes 


»-[ d ud nb 


denominadas matrizes spin de Pauli são utilizadas na Mecánica 
Quántica para estudar partículas com meio spin e as matrizes de Di- 
rac, que também são utilizadas na Mecánica Quântica, são expres- 
sas em termos das matrizes de spin de Pauli e a matriz identidade Z, 
de tamanho 2 x 2 por 


cpu 0 _[0 a 
alo -ы е ol 


z a] -|$ ү 
е 02 0 j Se [os 0 


(a) Mostre que 8? = a? = a? =q}. 


(b) Duas matrizes A e B tais que АВ = — BA são ditas anticomuta- 
tivas. Mostre que as matrizes de Dirac são anticomutativas. 


V, € v; São números reais, então também é um autova- 
lorde A e é um autovetor associado. 


D4. Mostre que os autovalores da matriz simétrica 


1 4i 
ЫР | 


não são reais. Isso contradiz o Teorema 8.8.7? 


Жу E —sen 4 


senó  cosó 


são À = cosó + i sen $.Prove que se x é um autovetor associado 
a um desses autovalores, então Re(x) e Im(x) são ortogonais e têm 
o mesmo comprimento. [Nota: Isso implica que P = [Re(x) | Im(x)] 
é um múltiplo escalar de uma matriz ortogonal.] 
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P5. Prove o Teorema 8.8.9 como segue: 
(a) Para simplificar a notação, seja 


r (= 
M= 
ls a) 

e escreva и = Re(x) e v = Im(x), de modo que P = [и | v]. 
Mostre que a relação Ax = Ах implica que 
Ах = (au + bv) + i(—bu + av) e então iguale as partes re- 
al e imaginária nessa equagáo para mostrar que 

АР = [Au | Av] = [au + bv | -bu + av] = PM 

(b) Complete a prova mostrando que P é invertível, pois o resulta- 

do da parte (a) implica que A = РМР”. (Sugestão: Se P não é 
invertível, então um de seus vetores-coluna é um múltiplo esca- 
lar do outro, digamos v = du. Substituindo isso nas equações 
Au=au+bv e Av=-bu+av obtidas na parte (a), mostre que 


Usando Recursos Computacionais 


Т1. (Operações aritméticas com números complexos) A maioria das 

= ferramentas de Álgebra Linear tem uma sintaxe própria para digitar 
números complexos e efetuam adições, subtrações, multiplicações, 
divisões e conjugações, determinam módulo e argumento e extraem 
partes reais e imaginárias. Digite alguns números complexos e efe- 
tue vários cálculos com esses números, até sentir que domina as 
operações. 

T2. (Vetores e matrizes com entradas complexas) Para a maioria das 


(+d bu = 0. Finalmente, mostre que isso leva a uma contra- 
dição, provando que P é invertível.] 


P6. Neste problema, provamos o análogo complexo da Desigualdade de 
Cauchy-Schwarz. 


(a) Prove: Se k é um número complexo e и e у são vetores em С", 
então 


(и — kv) - (u — kv) =. — k(u- v) 
= klu- v) + kk(v + v) 
(b) Use o resultado da parte (a) para provar que 
0<u-u—k(u + v) — k(u - v) + kk(v - v) 
(c) Tomando k= (и. v)/(v - v) na parte (b), prove que 
u- v| < llull vi 


sáo linearmente independentes. 
(b) Use o processo de Gram-Schmidt para transformar (u,, u,, u,) 
num conjunto ortonormal. 
Т5. Determine se existem escalares c,, c; e c, tais que 
cili, 2 — i, 2 +i) + c(l i, —2i, 2) + c3(3, i, 6 i) = (i, i, i) 
T6. Encontre os autovalores e bases dos auto-espaços de 


= ferramentas de Álgebra Linear, as operações com vetores e matrizes 121 
com entradas complexas são iguais às operações com vetores e ma- A=|-210 
trizes com entradas reais. Digite alguns vetores e matrizes com en- 101 
tradas complexas e efetue vários cálculos, até sentir que domina as 
Ee SS |V SÊ A = PCP”, onde Cé 
. Fatore A = como А = , onde 
T3. Faça as contas nos Exemplos 1 e 2. —B. c4. 
T4. (a) Mostre que os vetores da forma (19). 
uj—(ii) ш = (0,1,1), us=(i,2i,i) 
= . "ы: NE 
Seção 8.9 Matrizes Hermitianas, Unitárias e 
Normais 
Sabemos que qualquer matriz simétrica real é ortogonalmente diagonalizável e que as matrizes simétricas são as úni- 
cas matrizes ortogonalmente diagonalizáveis. Nesta seção, consideraremos o problema de diagonalização de matrizes 
complexas. 
MATRIZES А operação de transposição é menos importante para matrizes complexas do que para as matrizes reais. 
HERMITIANAS Uma operação mais útil para matrizes complexas é a dada na definição seguinte. 
E UNITÁRIAS 
Definição 8.9.1 Se A é uma matriz complexa, então a transposta conjugada de A, denotada por A”, 
é definida por 
А" = АТ а) 


OBSERVAÇÃO Como a parte (b) do Teorema 8.8.3 afirma que (AT) = A, não é relevante a ordem na 
qual efetuamos as operações de transposição e conjugação no cálculo de A* = AT . Também no caso em 
que A tem entradas reais, temos А" = (А)! = A”, de modo que A* é igual a A” para matrizes reais. 
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EXEMPLO 1 Encontre a transposta conjugada A” da matriz 


Transposta Conjugada m tti а 0 
"La m 
Solução Temos 
l-i 2 
= 1-i i 0 = 
= t= АТ = i i 
| 2 34% A] erano А = АТ = 4 Es = 


O próximo teorema, partes do qual são provadas nos exercícios, mostra que as propriedades algébri- 
cas básicas da operação de transposição conjugada são semelhantes às da transposição (comparar com o 
Teorema 3.2.10). 


Teorema 8.9.2 Se ké um escalar complexo e se A, B e C são matrizes complexas cujos tamanhos são 
tais que as operações enunciadas podem ser efetuadas, então: 


(a) (A) = A 

(b) (А + B)* = A* + В" 
(с) (А – B) = A* – В" 
(d) (КАУ = kA* 

(e) (AB)* = B*A* 


OBSERVAÇÃO Observe que a relação u + v = vu na Fórmula (9) da Seção 8.8 pode ser expressa em ter- 
mos de transposta conjugada por 


u:v—vu Q) 


Agora estamos prontos para definir duas novas classes de matrizes que sáo importantes no nosso es- 
tudo de diagonalização em C". 


Definição 8.9.3 Ота matriz quadrada complexa A é dita unitária se 


A^"! - A* 
e é dita hermitiana" se 
A*-A 


Se A é uma matriz real, então A* = A”, caso em que (3) significa A7! = A” e (4) significa A' =A. 
Assim, as matrizes unitárias são a generalização complexa das matrizes ortogonais reais e as matrizes her- 
mitianas são a generalização complexa das matrizes simétricas reais. 


EXEMPLO 2 As matrizes hermitianas são fáceis de reconhecer porque suas entradas na diagonal são reais (por qué?) e 
Reconhecendo Matrizes as entradas posicionadas simetricamente em relação à diagonal principal são números complexos conju- 
Hermitianas gados. Assim, por exemplo, podemos dizer, sem fazer contas, que 
1 і dei 
Az|-i -5 2-i 
l-i 2+i 3 


é hermitiana. Para ver isso algebricamente, observe que 


* Em homenagem ao matemático francés Charles Hermite (1822-1901). 
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EXEMPLO 3 
Autovalores e Autovetores de 
uma Matriz Hermitiana 


Teorema 8.9.4 Os autovalores de uma matriz hermitiana são números reais. 


A prova é deixada como exercício. 
O próximo resultado geral sobre matrizes hermitianas é uma generalização do resultado que afirma 
que os autovetores de auto-espaços diferentes de uma matriz simétrica real são ortogonais. 


Teorema 8.9.5 Se A é uma matriz hermitiana, então autovetores de auto-espaços diferentes são or- 
togonais. 


Prova Sejam v, e v, autovetores associados aos autovalores distintos À, e À,. Como A é hermitiana, os 
autovalores são reais, portanto À, = А, А = Ae A = A*, de modo que 


Ai(v2* vi) = (Arvi)tvo = (Ау) “у = (v¡ А*)у; 
= (¡Av ж v¡(Av2) 
= v¡(2v2) = Ax(v1v2) = A2(v2 * vi) 


Isso implica que(A; — A2)(v2 • vı) = 0 e portanto que vz • v; = 0 (jáqueA, x А ). = 


Confirme que a matriz hermitiana 


2 1+? 
halia 3 ] 


tem autovalores reais e que autovetores de auto-espaços diferentes são ortogonais. 
Solução O polinômio característico de A é 
4-2 -l-i 


a a a e 


= (А — 2)(А — 3) – (—1—)(—1+) = (А — DA — 4) 


de modo que os autovalores de A são À = 1 e À = 4, que são reais. Bases dos auto-espagos de A podem ser 
obtidas resolvendo o sistema linear 


[ы acad] 0 


com À = 1 e com À = 4. Deixamos a cargo do leitor mostrar que as soluções gerais desses sistemas são 


А 1 ; 
А= 1: [8] =" 7 е l=4 [| 
X2 1 X2 1 


Assim, bases desses auto-espaços são 


-1-i id +i 
Asl: v=[ Я ] e А=4: o d 


Os vetores v, e v, são ortogonais pois 
туз = 61-i) (201+) +00) =361-D4-1)+1=0 
e portanto todos múltiplos escalares desses vetores são ortogonais. ш 


Em geral, as matrizes unitárias não são fáceis de reconhecer sem fazer contas. Contudo, o análogo 
seguinte do Teorema 6.2.5, parte do qual é provado nos exercícios, fornece uma maneira de decidir se uma 
dada matriz é unitária sem precisar fazer contas. 
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Teorema 8.9.6 Se A é uma matriz n X n com entradas complexas, então as seguintes afirmações são 
equivalentes. 
(a) A é unitária. 
(b) | Ax!| = IIxIl para qualquer x em C". 
(c) Ах. Ay = x · y para quaisquer x e y em С. 
(d) Os vetores-coluna de A formam um conjunto ortonormal em С" em relação ao produto escalar 
complexo. 
(e) Os vetores-linha de A formam um conjunto ortonormal em C" em relação ao produto escalar 
complexo. 


EXEMPLO 4 Use o Teorema 8.9.6 para mostrar que 
Uma Matriz Unitária 


21-0 ¿61+0 


é unitária e encontre A”. 
Solução Моѕітетозѕ que os vetores-linha 


п= [1+0 30+0] en=[30-0 361+0] 
sáo ortonormais. As contas pertinentes sáo 
Ini 7 Ha eof +а+0[ =+1 =1 
Irt = уга - of creo = += 
nin = (a«0)(ia-5) Ga) (C10) 
= (1+0) (30+0)+(60+0) G61-0) =3i-3i=0 


Como sabemos que A é unitária, segue que 


m 40-0 1а+0 
а-о 1c1-5 


Deixamos a cargo do leitor confirmar a validade desse resultado mostrando que AA* = A*A = І. = 


DIAGONALIZABILIDADE Como as matrizes unitárias são o análogo complexo das matrizes ortogonais reais, a definição seguinte é 
UNITÁRIA uma generalização natural da idéia de diagonalização ortogonal de matrizes reais. 


Definição 8.9.7 Uma matriz quadrada complexa é dita unitariamente diagonalizável se existe uma 
matriz unitária P tal que P'AP = D é uma matriz diagonal complexa. Por outro lado, dizemos que uma 


matriz P nessas condições diagonaliza unitariamente A. 


Lembre que uma matriz simétrica A de tamanho n X n tem um conjunto ortonormal de n autoveto- 
res e é ortogonalmente diagonalizável por qualquer matriz n X n cujos vetores-coluna constituam um con- 
junto ortonormal de autovetores de A. Aqui está o análogo complexo desse resultado. 


Teorema 8.9.8 Toda matriz hermitiana A de tamanho n х n tem um conjunto ortonormal de n auto- 
vetores e é unitariamente diagonalizável por qualquer matriz P de tamanho n x n cujos vetores-colu- 


na constituem um conjunto ortonormal de autovetores de A. 


O procedimento para diagonalizar unitariamente uma matriz hermitiana A é exatamente o mesmo 
utilizado para diagonalizar ortogonalmente uma matriz simétrica. 
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EXEMPLO 5 
Diagonalização Unitária de uma 
Matriz Hermitiana 


MATRIZES ANTI- 
HERMITIANAS 


MATRIZES NORMAIS 


Autovalores 
puramente imaginários 
(anti-hermitiana) 


|N=1 (unitária) 


Autovalores reais 
(hermitiana) 


Figura 8.9.1 


Passo 1. Encontre uma base para cada auto-espaço de A. 


Passo 2. Aplique o processo de Gram-Schmidt a cada uma das bases para produzir bases ortonormais 
dos auto-espaços. 


Passo 3. Forme a matriz P cujos vetores-coluna sáo os vetores de base obtidos no último passo. Essa 
matriz é unitária (Teorema 8.9.6) e diagonaliza unitariamente A. 


Encontre uma matriz P que diagonaliza unitariamente a matriz hermitiana 
2 1+ї 
as Ê -i 3 ] 


Solução Mostramos no Exemplo 3 que os autovalores de A são À = 1 e À = 4 e que bases dos auto-espa- 
ços associados são 


mf а+ 
A=1: “=| A e má: РЫ 


Como cada auto-espaço tem somente um vetor па base, aplicar o processo de Gram-Schmidt significa sim- 
plesmente normalizar esses vetores de base. Deixamos a cargo do leitor mostrar que 


TT н 
КЕ. _ gs ZA ра % 
шаш | J | à Жү E 


Assim, A é unitariamente diagonalizável pela matriz 


Р = [р =| 4 d 
Y Ye 
Embora seja um pouco tedioso, o leitor pode querer conferir esse resultado mostrando que 
pp [Ala eq Ж 9] ne 
“ч dms was aso a 5 
vo % Y № 


Lembre que, na Segáo 3.6, vimos que uma matriz quadrada com entradas reais é dita anti-simétrica se 
A'=-A. Analogamente, dizemos que uma matriz quadrada com entradas complexas é anti-hermitiana se 


А" =—А 
Uma matriz anti-hermitiana necessariamente tem entradas nulas ou puramente imaginárias na diagonal 


principal (Exercício 28) e os complexos conjugados das entradas posicionadas simetricamente em relação 
à diagonal principal são o negativo uma da outra. Um exemplo de matriz anti-hermitiana é 


i 1—1 5 
A=|-1-i 2 i 
-5 i 0 


Matrizes hermitianas possuem várias, mas não todas, propriedades de matrizes simétricas reais. Por exem- 
plo, sabemos que matrizes simétricas reais são ortogonalmente diagonalizáveis e que matrizes hermitia- 
nas são unitariamente diagonalizáveis. Contudo, ao passo que matrizes simétricas reais são as únicas ma- 
trizes ortogonalmente diagonalizáveis, as matrizes hermitianas não constituem toda a classe de matrizes 
complexas unitariamente diagonalizáveis, ou seja, existem matrizes unitariamente diagonalizáveis que não 
são hermitianas. Mais especificamente, pode ser provado que uma matriz quadrada complexa A é unitaria- 
mente diagonalizável se, e somente se, 

АА" = АА (5 


Matrizes com essa propriedade são ditas normais. As matrizes normais incluem as hermitianas, anti-her- 
mitianas e unitárias no caso complexo e as simétricas, anti-simétricas e ortogonais no caso real. As matri- 
zes anti-simétricas não-nulas são particularmente interessantes por serem exemplos de matrizes reais que 
não são ortogonalmente diagonalizáveis, mas são unitariamente diagonalizáveis. 


UMA COMPARAÇÃO 
DE AUTOVALORES 
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Matrizes Hermitianas, Unitárias e Normais 


Seção 8.9 o 


Vimos que matrizes hermitianas tém autovalores reais. Nos exercícios, pedimos ao leitor mostrar que os 
autovalores de matrizes anti-hermitianas sáo ou nulos ou imaginários puros (ou seja, tém parte real nula) 


e que os autovalores de matrizes unitárias tém módulo 1. Esses resultados estáo ilustrados esquematica- 


mente na Figura 8.9.1. 


Exercícios 8.9 


Nos Exercícios 1 e 2, encontre А". 


2i 1-і 
1. 4=| 4 3+i 
S+i 0 


Nos Exercícios 3 e 4, encontre números que substituídos no lugar dos 
sinais X tornem А hermitiana. 


1 і 2—3i 2 0 3451 
3 A=|x -3 1 4 A=|x -4 ci 
x x 2 x X 6 


Nos Exercícios 5 e 6, mostre que A nào é hermitiana para escolha al- 
guma dos sinais x. 


x x 3+5 

(b) A= 0 i -i 
3-5i i x 

1 l+i x 

6. (a) A=| 1+i T x 
6-2i x O 
1 x 3+5 

(b) A= x 3 l-i 
3-Si x 2+i 


Nos Exercícios 7 e 8, é dada uma matriz A hermitiana. Confirme que 
os autovalores de A são reais e que os autovetores de auto-espaços di- 
ferentes são ortogonais, de acordo com o Teorema 8.9.5. 


¡aa É Sa 


2+3i -1 


| Nos Exercícios 9 até 12, mostre que A é unitária e encontre A”. 


"i 


м ww 
wie ne 
O 
| 


wal С ИС: 

-;@+0) 1+0 
РӘ z3 (М3 +i) z3 (1-iv3) 
25 (1+ 143) ¿5 (1-43) 


l(-1-i) L(-i 
ua-[**, Med | 
Y v6 


Nos Exercícios 13 até 18, é dada uma matriz A hermitiana. Encontre 
uma matriz unitária P que diagonalize А e determine P“AP. 


4 1-i 3 -i 
die TU 
ы |в 5 ] bis Ё | 
6 2+2 0 34i 
15 As Ra А | 16 А=|,°, | 


0 -1-i 0 

La 12 

2 Y ш Л; 

18. A=|-%i 2 0 
Hi 0 2 


Nos Exercícios 19 e 20, encontre números que substituídos no lugar 
dos sinais x tornem А anti-hermitiana. 


0 i 2-3 
19. 4=|x 0 1 20. 
» ж 4i 


Nos Exercícios 21 e 22, mostre que A nào é anti-hermitiana para esco- 
Iha alguma dos sinais x. 


0 i 2-3 
21. (a) A2 | -i 0 x 
2+3 x x 
1 x 3-5i 
(b A= x 2i —i 
-3+5i i 3i 
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i x 2-3 
22. (a) A=| x 0 14i 
249] bx 
O =i 4+7 
Ф) 4=| x 0 x 
== ce i 


Nos Exercícios 23 е 24, é dada uma matriz А anti-hermitiana. Confir- 
me que os autovalores de A são números imaginários puros (ou seja, 
de parte real nula). 


0; 1282 
a PI i ] 


| Nos Exercícios 25 е 26, mostre que А é normal. 


142 2+i -2-i 

25. A=| 2+: 1+i -i 
-2-i  -i 1+ 

2+ i 1-i 

26. A= i —2i 1—3i 
l-i 1-3i -3+8 


27. Mostre que a matriz 


Discussão e Descoberta 


D1. O que pode se dito sobre a inversa de uma matriz A que é hermitia- 
na e unitária? 

D2. Encontre uma matriz 2 x 2 que seja hermitiana e unitária e cujas en- 
tradas não sejam todas números reais. 

D3. Sob quais circunstâncias é a matriz A normal? 


Trabalhando com Provas 


P1. Prove: Se A é invertível então A* também é invertível e 

(AT = (A7*. 

P2. (a) Use a Fórmula (6) da Seção 4.1 para provar que 
det(A) = det(A). 

(b) Use o resultado da parte (a) e o fato de que uma matriz quadra- 
da e sua transposta têm o mesmo determinante para provar que 
det(A*) = det(A). 

P3. Use a parte (b) do Exercício P2 para provar: 

(a) Se A é hermitiana, então det(A) é real. 

(b) Se A é unitária, então | det(A)| = 1. 


1 Гев e? 

A== : Е 
Ale ac] 

€ unitária para qualquer valor de 0. (Nota: Ver a Fórmula (17) no 
Apéndice B para a definição de e”.] 

28. Mostre que cada entrada na diagonal principal de uma matriz anti- 
hermitiana é ou zero ou um número imaginário puro. 

29. Seja A uma matriz n x n com entradas complexas e defina as matri- 
zes Be C por 


1 " EUN. 
B=¿(A+A) e C= x(A- A) 


(a) Mostre que B e C são hermitianas. 
(b) Mostre que A = В + iCe А" = В – iC, 
(c) Que condições devem satisfazer B e C para que A seja normal? 
30. Mostre que se А é uma matriz n x n com entradas complexas e se u 
€ v são vetores em C" dados em forma de coluna, então valem os se- 
guintes análogos das Fórmulas (12) e (13) da Seção 3.2: 
Au-v=u-4Av e u-Av=A'u-v 
31. Mostre que se А é uma matriz unitária, então também A* é unitária. 
32. Mostre que os autovalores de uma matriz anti-hermitiana são ou nu- 
los ou puramente imaginários. 
33. Mostre que os autovalores de uma matriz unitária têm módulo 1. 
34. Mostre que se u é um vetor não-nulo em P = uu”, escrito em for- 
ma de coluna, então C" é uma matriz hermitiana e tem posto 1. [Su- 
gestão: Ver o Teorema 7.4.7 e a Fórmula (4) da Seção 7.4.) 


35. Mostre que se и é um vetor unitário em C", escrito em forma de co- 
luna, então H = / — 2uu* é uma matriz unitária e hermitiana. 


D4. Que interpretações geométricas plausíveis poderiam ser dadas à 
multiplicação pelas matrizes Р = uu" e Н = 1 — 2uu* nos Exer- 
cícios 34 e 35? 


P4. Use propriedades da transposição e da conjugação complexa para 
provar as partes (a) e (e) do Teorema 8.9.2. 

PS. Use propriedades da transposição e da conjugação complexa para 
provar as partes (b) e (d) do Teorema 8.9.2. 

P6. Prove: Uma matriz A de tamanho n x n com entradas complexas é 
unitária se, e somente se, os vetores-coluna de А formam um con- 
junto ortonormal em С". 

P7. Prove: Se A é uma matriz hermitiana, então os autovalores de A são 
reais. [Sugestão: Use a prova do Teorema 8.8.7 como um modelo de 
prova, trocando X" por X*.] 
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Usando Recursos Computacionais 
Т1. Encontre uma matriz Р que diagonalize unitariamente a matriz T3. Aproxime os autovalores e bases dos auto-espaços da matriz her- 
1 i 18i аға 
A-|-i -l 1 3 -3+2 2-21 
1-71 1 50 A=|-3-2i 1 4+2i 
T2. Encontre os autovalores e bases dos auto-espaços da matriz hermi- 2+ 4-2 =4 
tiana DEN 
até duas casas decimais. 
A= [ 3 | 3+ № Т4. (SCS) Encontre os autovalores e bases dos auto-espaços da matriz 
3 - 3i 5 hermitiana 
€ confirme que tém as propriedades enunciadas nos Teoremas 8.9.4 1 a 4 bi 
c 89.5. um NÉ 


Seção 8.10 Sistemas de Equações Diferenciais 


Muitos princípios da Física, da Engenharia, da Química e de outras ciências são descritos em termos de “equações dife- 
renciais”, ou seja, equações que envolvem funções e suas derivadas. O estudo de equações diferenciais é uma discipli- 
na em si, de modo que nosso objetivo nesta seção é simplesmente ilustrar algumas das maneiras nas quais a Álgebra 
Linear é aplicada a esse assunto. Usaremos Cálculo nesta seção. 


TERMINOLOGIA Uma das equações diferenciais mais básicas é 
y may (1) 


onde a é uma constante, y = y(1) é uma função incógnita a ser determinada e y'= dy / dt é a derivada de y 
em relação à variável independente г. Essa equação é denominada uma equação diferencial de primeira 
ordem, por envolver somente a derivada primeira da função incógnita. Utilizamos a letra t como variável 
independente porque esse tipo de equação geralmente surge em problemas em que y(t) é uma função do 
tempo. 

Uma solução de (1) é qualquer função derivável y = y(t) para a qual a equação é satisfeita quando 
substituímos y e sua derivada. Por exemplo, 


y = се“ (2) 
é uma solução де (1) com qualquer constante с, já que 

у = сае“ = a(ce") = ay 
рага quaisquer valores de t. Reciprocamente, pode ser mostrado que qualquer solução de (1) deve ser da 
forma (2) (Exercício P1), portanto, dizemos que (2) é a solução geral de (1). 


s vezes estaremos interessados numa solução de (1) que tenha um valor y, específico num instan- 
te de tempo г, específico. A exigência y(1,) = y; é denominada uma condição inicial e escrevemos 


y =ay, у(0) = yo (3) 


Figura 8.10.1 


para indicar que queremos uma solução da equação y'= ay que satisfaça a condição inicial. Dizemos que 
(3) é um problema de valor inicial de (1). 


EXEMPLO 1 Resolva o problema de valor inicial 
Um Problema de Valor Inicial y er 2y, y(0) =g 


Solução Segue de (2) com a = 2 que a solução geral da equação diferencial é 


y = сей (4) 


A condição inicial exige que y = 6 se г = 0, e substituindo esses valores em (4) dá с = 6 (verifique). Assim, 
a solução do problema de valor inicial é 


y = 6e” 
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SISTEMAS DE 
EQUAÇÕES 
DIFERENCIAIS 
LINEARES 


EXEMPLO 2 
Um Problema de Valor Inicial 


* Diagonalizacáo 


Geometricamente, a solucáo geral produz uma família de curvas no plano ty que depende do valor de c e a con- 
dição inicial isola a particular solução da família que passa pelo ponto (to, yọ) = (0, 6) (ver Figura 8.10.1). m 
Nesta seção, estudaremos sistemas de equações diferenciais da forma 
Yi = апу + ару +++ + ama 
уз = азу + 4252 + + алуп 
D a | (5) 
ў = ânı yı + аһ2у? Жетер аһ Уһ 


nos quais os coeficientes а são constantes reais e y, = yı (t), уз = у(1),..., Yn = уп (1) são funções de- 
riváveis a serem determinadas. Esse sistema é denominado um sistema linear de primeira ordem homo- 
gêneo. Quando for conveniente, (5) pode ser dado em notação matricial 


» an аә c аһ | [Y 
Pae E A | fá (6) 
E an am а » 
ou, mais sucintamente, 
y = Ay (7) 


onde y é o vetor-coluna das funções incógnitas e y'é o vetor-coluna de suas derivadas." Como nesta se- 
ção estaremos considerando unicamente o caso em que o número de equações é igual ao número de fun- 
ções incógnitas, a matriz A, que é denominada a matriz de coeficientes do sistema, será sempre uma ma- 
triz quadrada. Uma solução do sistema pode ser vista ou como uma seqüéncia de funções deriváveis 


у= 30), »=)Yl),..., Yn = W(t) 
que satisfazem todas as equações em (5) ou então como um vetor-coluna 
») 
t 
y- yo - | ^9 
0) 


que satisfaz (7). Observe que y = 0 é sempre uma solução de (7). Essa solução é denominada a solução 
trivial. 

Às vezes estaremos interessados em encontrar uma solução de (7) que tenha um valor Yo específico 
num certo instante de tempo £,, ou seja, vamos querer que y(t) satisfaça у(х) = Yo. Dizemos que essa é uma 
condição inicial de (7). Denotamos o problema de resolver (7) sujeito à condição inicial como 

у = Ау, у@)=уо (8) 
e dizemos que é um problema de valor inicial de (7). Pode ser provado que (8) tem uma única solução pa- 
ra cada y. 


(a) Resolva o sistema 


» 
»|=|0 -2 O||» 
y, о 0 slly 


* Nesta seção, estendemos o sentido do termo vetor para permitir componentes que são funções contínuas. Também, se os componen- 


tes de y são funções deriváveis, então y' denota o vetor que resulta derivando os componentes de y. No próximo capítulo, considera- 
remos essas idéias com mais detalhes. 
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SOLUÇÕES 
FUNDAMENTAIS 


(b) Encontre a solução do sistema que satisfaz a condição inicial 
y1(0)=1, №0) =4, }300) =-2 (9) 


Solução (а) Сото a matriz de coeficientes do sistema é diagonal, cada equação no sistema envolve so- 
mente uma das três incógnitas e, portanto, pode ser resolvida individualmente. Essas equações são 


У =Зу! 
у; = —2у› 
у; = 5уз 


Segue de (2) que as soluções dessas equações são 


nsa”, у= се, уз = сех 


Quando for conveniente, podemos expressar a solução desse sistema por 


Y ce 
у= |» | = no (10) 
y» сз 


Observe que (10) envolve três constantes arbitrárias, uma para cada equação. 
Solução (b) Escrevendo as três condições iniciais de (9) em forma de coluna e usando (10), obtemos 


y1(0) cre? с 1 
y(0) = | y2(0) | = се | = | с | = 4 
y3(0) cse? e -2 


Substituindo os valores c, = 1, с, =4 e c, = 2 determinados por essas equações em (10), obtemos 


Y е“ 
у= |у | = | 4e? 
уз -2e* 


que é a solucáo do problema de valor inicial. Alternativamente, essa solucáo pode ser expressa por 


у =е, y=4e%, y --2e н 


O próximo teorema fornece um resultado básico sobre as soluções de y'= Ay. 


Teorema 8.10.1 Se Yi, Y2, --- Yk são soluções de у = Ay, então 
у= Су + cyst + суу, 


também é uma solução, para qualquer escolha das constantes escalares сі, C2, . . . , Ck. 


Prova  Derivando componentes correspondentes de ambos lados da equação 


Y=cyiteyr+ + скур (11) 
obtemos 
Y = су + соу; +++ у, (12) 


Além disso, como y ,, Y» . . - , у, São soluções do sistema y'= Ay, temos 

у = Ау, у = Ау,..., у; = Ау; (13) 
Assim, segue de (11), (12) e (13) que 

y = с\Ау t Ау +: + с,Ау, = А(суу + eoya +-+- + суу) = Ау 


provando que (11) é uma solução de y'= Ау. ш 
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EXEMPLO 3 
Um Conjunto Fundamental 
de Soluções 


SOLUÇÕES USANDO 
AUTOVALORES E 
AUTOVETORES 


Se os componentes de y,, y», - - . , y, São funções contínuas de te se c,, C» . . . , c, 520 escalares cons- 
tantes, dizemos que 


У = суу + су; c суу, 


é uma combinação linear де y,, y,, . . . , y, com coeficientes c,, C» . . . , c,. Para estender a terminologia 
vetorial ainda mais, dizemos que um conjunto S = (y, y», - - ., Ya} é linearmente independente se nenhum 
vetor em 5 é uma combinação linear dos outros vetores em 5. 

Usando essa terminologia, o Teorema 8.10.1 afirma que qualquer combinação linear de soluções de 
y'=Ay é ainda uma solução. Em particular, isso implica que a soma de duas soluções é também uma so- 
lução (fechamento na adição) e que um múltiplo escalar de uma solução é também uma solução (fecha- 
mento na multiplicação por escalar). Assim, dizemos que o conjunto de soluções de y' — Ay é o espaço- 
solução do sistema por ter as propriedades de um subespaço. 

A prova do próximo teorema pode ser encontrada na maioria dos livros elementares de Equações Di- 
ferenciais. 


Teorema 8.10.2 Se A é uma matriz n X n, então: 


(a) A equação y'= Ay tem um conjunto de n soluções linearmente independentes. 


(b) Se 5 = {у,, Y» - - - , y, ) É um conjunto qualquer de n soluções linearmente independentes, en- 
táo qualquer solugáo pode ser expressa como uma única combinagáo linear de solugóes em S. 


Se А é uma matriz n x ne se S= (y, Y» ..., Ya} É um conjunto qualquer de л soluções linearmente inde- 
pendentes do sistema y'= Ay, então dizemos que 5 é um conjunto fundamental de soluções do sistema e 
dizemos que 

у= су + Су + + CnYn 


é uma solução geral do sistema. 
O sistema 
» з о оГ» 
3|=|0 -2 0| |у 
A 0 0 Sil» 


foi resolvido no Exemplo 2. Encontre um conjunto fundamental de solugóes do sistema. 
Solução Segue de (10) que qualquer solução y do sistema pode ser expressa como 


сех e 0 0 
y=|oe2|=aq|0|+oleZ|+c]0 (14) 
cse? 0 0 est 


que é uma combinação linear de 


e 0 0 
n=|0|, »n-|e*|, y=]0 (15) 
0 0 e 


Deixamos a cargo do leitor verificar que esses vetores sáo linearmente independentes, mostrando que ne- 
nhum deles pode ser expresso como uma combinação linear dos outros dois. Assim, (15) é um conjunto 
fundamental de soluções e (14) é uma solução geral. п 


Em vista do Teorema 8.10.2, vemos que se A é uma matriz n X п, então a estratégia geral de resolver o sis- 
tema y'= Ay é encontrar n soluções linearmente independentes. Vejamos como podemos encontrar solu- 
ções. 

Como já sabemos que a equação escalar y'= ay tem soluções da forma y = ce”, onde c é uma cons- 
tante, parece plausível que existam soluções não-nulas da equação vetorial 


y'=Ay (16) 
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EXEMPLO 4 
Encontrando uma Solução Geral 


da forma 

у=ё% an 
onde À é uma constante escalar e x é um vetor não-nulo. (O expoente À corresponde ao escalar a na solu- 
ção y= се“ e o vetor x corresponde ao coeficiente с.) É claro que pode ou não haver soluções dessa forma, 
mas antes de descobrir isso, exploremos essa possibilidade procurando condições que À e x devem satis- 


fazer para fazer com que y seja uma solução. Derivando ambos lados de (17) em relação a t e lembrando 
que À e x não dependem de t, obtemos 


у'= Лех 

Agora substituindo essa expressão em (17) е (16) obtemos 
Ae"x = Ae"x 

Cancelando o fator não-nulo e" de ambos lados fornece 
Ax=Ax 


que mostra que se existir uma solução da forma (17) então À necessariamente é um autovalor de A e x ne- 
cessariamente é um autovetor associado. Nos exercícios, pedimos que o leitor confirme que todo vetor da 
forma (17) é, de fato, uma solução de (16). Assim estabelecemos o resultado seguinte. 


Teorema 8.10.3 Se À é um autovalor de A e x é um autovetor associado, então у = e"x é uma solu- 
ção do sistema у'= Ay. 


Use o Teorema 8.10.3 para encontrar uma solução geral do sistema 
»- »*» 
у; = 4у1 — 252 


Solução О sistema pode ser escrito no formato matricial y'= Ay, onde 


1 d 
asfi 2] 
O polinómio característico de A é 


A-1 -1 


det(AI — A) = d T 


|=2+1-6=0-n0+9 


de modo que os autovalores de A são À = 2 e À = —3. Deixamos a cargo do leitor mostrar que os autoveto- 
res associados são 


A=2: “=[;] е = -3: »-[":] 


de modo que, pelo Teorema 8.10.3, obtemos duas soluções do sistema, a saber, 


1 ssk 
n=e|] e | | 
1 1 


Essas solugóes sáo linearmente independentes (pois nenhuma é um múltiplo escalar constante da outra), 
portanto, uma solução geral do sistema é 


1 
1 E 
21 -w| 4 
y=ce + ce 
i [] в | 1 


Para conferir, o leitor deveria confirmar que os componentes 


у‹=суе”—1суее-# е у= де! + се“ 


satisfazem as duas equações dadas. = 
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EXEMPLO 5 
Uma Solução Geral Usando 
Autovalores e Autovetores 


No último exemplo, conseguimos deduzir a independéncia linear de y, e y, argumentando que ne- 
nhuma das duas funções é um múltiplo escalar constante da outra. O próximo resultado elimina a neces- 
sidade de conferir a independéncia linear. 


Teorema 8.10.4 SeX, X,..., X, São autovetores linearmente independentes de A e se X, А... . , №, 
são autovalores associados (não necessariamente distintos), então 


у = ех, p=”... у = еч 


são soluções linearmente independentes de y' — Ау. 


Prova Já sabemos do Teorema 8.10.3 que y,, у,,..., y, São soluções, portanto basta estabelecer a inde- 
pendência linear. 

Supondo que 

сууз + сууз bey = 0 


segue que 
aex + сех; + ee + cetim, = 0 


Tomando t = 0 nessa equação, obtemos 
ex teoxm+-+ex=0 


Mas x;, Xz ... , X, são linearmente independentes, de modo que necessariamente 
€ 2052: = сь = 0 
provando que y, Y» - - ., у, São linearmente independentes. п 


Como sabemos que uma matriz п х п é diagonalizável se, e somente se, tem n autovetores linear- 
mente independentes (Teorema 8.2.6), o próximo resultado decorre do Teorema 8.10.4. 


Teorema 8.10.5 Se A é uma matriz n X n diagonalizável, então uma solução geral do sistema y'=Ay 
é dada por 


y= cetim + сеи + eee + след", (18) 


onde X, X», .. . , X, São quaisquer п autovetores linearmente independentes de A e №, Às, . . . , A, 0s au- 
tovalores associados. 


Prova Segue da parte (b) do Teorema 8.10.2 e do Teorema 8.10.4. nm 


Encontre uma solugáo geral do sistema 


у = —2уз 
у; = у +25 + уз 
уз = у +Зуз 


Solução О sistema pode ser escrito no formato matricial 


0 0-2 
y=]1 2 Us 
103 


Nos Exemplos 3 e 4 da Segáo 8.2 mostramos que a matriz de coeficientes desse sistema é diagonalizável 
mostrando que tem um autovalor À =1 com multiplicidade geométrica 1 e um autovalor À = 2 com multi- 
plicidade geométrica 2. Também mostramos que bases dos auto-espaços associados são 
-2 -1 0 
A=1: 1 e A=2: 0|, 1 
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EXEMPLO 6 
Um Problema de Mistura 


Água Mistura 
30 Ymin 10 /тіп 


Mistura 
40 Vmin 


Figura 8.10.2 


Mistura 
30 Vmin 


Assim, segue do Teorema 8.10.5 que uma solução geral do sistema é 


-2 -1 0 
у=с! 1је+о | 0|е?+с;|1|е” 
1 1 0 


(Aqui seguimos а prática comum de colocar as funções exponenciais atrás dos vetores-coluna em vez de 
à frente como é o procedimento usual com escalares.) Para conferir, o leitor deveria confirmar que os com- 
ponentes y,, y, € y, de y satisfazem as três equações dadas. ш 


Suponha que dois tanques estejam conectados como indica a Figura 8.10.2. No instante de tempo г = 0, 
ambos tanques contêm 80 litros de água, sendo que no tanque 1 foram dissolvidos 7 kg de sal e no tanque 
2 foram dissolvidos 10 kg de sal. Como indica a figura, água pura está sendo bombeada para dentro do tan- 
que 1 a uma taxa de 30 litros por minuto, as misturas salinas são trocadas entre os dois tanques às taxas in- 
dicadas, e a mistura do tanque 2 escoa a uma taxa de 30 litros por minuto. Encontre a quantidade de sal em 
cada tanque no instante de tempo г. 


Solução Observe, inicialmente, que a quantidade de líquido em cada tanque permanece constante por- 
que a taxa de saída de líquido é igual à taxa de entrada de líquido em cada tanque. Assim, cada tanque sem- 
pre contém 80 litros de água. 

Agora sejam 

y, (f) = quantidade de sal no tanque 1 no instante t 

Y(t) = quantidade de sal no tanque 2 no instante t 
e consideremos as taxas de variação y; е у. Cada taxa pode ser vista como a taxa à qual o sal entra no tan- 
que menos a taxa à qual o sal sai do tanque. Por exemplo, 


taxa à qual o sal entra no tanque 1 (15) c T) = zo n 
taxa à qual o sal sai do tanque 1 20-3 (223) = ias E 
de modo que a taxa de variação de y (1) é 
y ©) = taxa para dentro — taxa para fora = 222 — no (19) 


Analogamente, 


taxa à qual o sal entra no tangue 2 = (40.1 (55 E) m ы 


80 1) 2 min 


taxa à qual o sal si do tanque 2 =((10+30) 1.) (458) = nu e 


de modo que a taxa de variação de y(t) € 


»0 _ 20 (20) 


у›(1) = taxa para dentro — taxa para fora = 5 2 


Como o enunciado do problema fornece as condições iniciais 
y1(0)=7 e y(0)=10 (21) 


segue de (19), (20) e (21) que a quantidade de sal em cada tanque no instante г pode ser obtida resolvendo 


o problema de valor inicial 
, 1 1 
z=- + gy 
201 1.5 X»027, »0)-10 
BE 3-3 


A matriz de coeficientes 
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2 4 6 8101214 
Figura 8.10.3 


FORMA 
EXPONENCIAL 


DA SOLUÇÃO 


- [3 ef 


(verifique), portanto segue pelo Teorema 8.10.5 que uma solução geral do sistema é 


4/4, 


y = ce P "y, + oem 


ou, equivalentemente, 


yi = —-cie I + cet) 


уз = Pere + 2суе—'/% (22) 
Substituindo as condições iniciais y,(0) = 7 e y,(0) = 10, temos o sistema linear 

-a+ 627 

2c + 2c, = 10 


cuja solução é c, = —1, с, = 6. Substituindo, agora, esses valores em (22), obtemos a solução do problema 
de valor inicial 


y= e^ y Get 
у= —2е—3!4 + 1207114 
A Figura 8.10.3 mostra os gráficos das duas soluções. ГЫ 


PROBLEMA CONCEITUAL Dé uma explicação física do motivo pelo qual as duas curvas na Figura 8.10.3 
tendem para o eixo t quando ! > +. 


Se A é uma matriz п X п, então segue de (18) que a solução do problema de valor inicial 


у = Ау, y(0)—yo (23) 
pode ser expressa por 
e" o 07 fa 
у= сех + сео +: ee = [xi xj > xp] H Ed v. E Fi (24) 
$$ alla 


onde as constantes c,, C» . . . , c, são escolhidas de tal maneira que (24) satisfaz a condição inicial. Como 
os vetores-coluna da matriz 


Р = [х X x] (25) 


formam um conjunto linearmente independente де autovetores de А, essa matriz é invertível e diagonali- 
za A. Mais que isso, tomando г = 0 em (24) segue que a condição inicial é satisfeita se 


с\ с ei 
[7] c [7] PS 

уо= (х1 Xo «e X]|.|=P - | ou, equivalentemente, |. | = Piya (26) 
Cn Cn Cn 


Substituindo, agora (26) em (24), obtemos a seguinte expressão para a solução do problema de valor inicial: 
e! p æ: 0 
0 ех... 0 


E 
Il 
"v 
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EXEMPLO 7 
Solução Usando a Matriz е^ 


O CASO NÃO- 
DIAGONALIZÁVEL 


EXEMPLO 8 
Um Problema de Valor Inicial 
Não-Diagonalizável 


Mas a Fórmula (21) da Seção 8.3, com f (x) = e", permite reescrever isso como y = e”y,, de modo que es- 
tabelecemos o resultado a seguir. 


Teorema 8.10.6 Se A é uma matriz diagonalizável, então a solução do problema de valor inicial 


y'=Ay, y(0)=y, 


pode ser expresso por 
y=ey, 


Use o Teorema 8.10.6 para resolver o problema de valor inicial 


у = —2у› 
»=у+?»+у  »(0022, y(0)=-1, ys(0)=0 
э, = у +3Зуз 
Solução А matriz de coeficientes e as condições iniciais em forma de vetor são 
0. 0-2 2 
A=|1 2 1|, y(0)=|-1 
T og 0 


A matriz e^ foi calculada no Exemplo 5 da Seção 8.3. Usando aquele resultado e (27) obtemos a solução 
2e — e” 0 2e —2e* 2 4e! — 2e" 

-e ||-1|=| e* -2e 

е-е 0 2e-e 0 2e% — 2e! 


ou, equivalentemente, 
yi = 4d -2e%, y=e"-2e, p=2 – 20 = 


OBSERVAÇÃO A Fórmula (27) é uma ferramenta analítica importante porque fornece uma fórmula para 
a solução do problema de valor inicial. Contudo, essa fórmula é raramente utilizada em cálculos numéri- 
cos porque existem métodos melhores à disposição. 


Mesmo que tenhamos estabelecido o Teorema 8.10.6 somente para matrizes diagonalizáveis, pode ser pro- 
vado que a fórmula 


yze^y, (28) 


fornece a solução do problema de valor inicial y’ = Ay, y(0) = yo em todos casos. Contudo, se A não é 
diagonalizável, então a matriz e” nessa fórmula não pode ser obtida pela Fórmula (21) da Seção 8.3; em 
vez disso, precisa ser obtida ou aproximada usando a série infinita 
242 A k Ak 
e РА” ГА PA 

e ТАЕ аш шш (29) 
Embora isso possa ser difícil, existem certos tipos de problemas de Engenharia nos quais A tem proprie- 
dades que simplificam a tarefa. Aqui temos alguns exemplos. 


Resolva o problema de valor inicial 
y =0 
у; = У y1(0)=2, y(0)=1, y(0)=3 
X»-nt» 
Solução А matriz de coeficientes e as condições iniciais em forma de vetor são 
000 2 
A=|1 0 0|, у@=[1 
110 3 
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Deixamos a cargo do leitor mostrar que А*= 0, do que segue que (29) reduz á soma finita 

1 0 0 
242 
(opui. e) É X ox 
Р +4? t 1 
2 
(verifique). Assim, segue de (28) que a solução do problema de valor inicial é 
1 0 0/||2 2 


у= t 1 «III 1-4 2t 
+32 t 1/|3 3+3 +t? 


ou, equivalentemente, 


y22, »=14+2, уу=3+% +1? п 


EXEMPLO 9 Resolva o problema de valor inicial 
Um Problema de Valor Inicial 


peca у = у 
Não-Diagonalizável ; у\(0)=2, y(0)=1 
Ji = уң 
Solução A matriz de coeficientes e as condições iniciais em forma de vetor são 
05 3 2 
A= ^ 0) = 
E 4 y(0) [| (30) 
Deixamos a cargo do leitor mostrar que A?=-1, do que segue que 
A* = І, Аб = —I, А = І, AM=-I,... 
А? = —А, A = А, А? = —А, AP — А,... 
Assim, fazendo as substituições A% = (—1)*7 e А24! = (—1)*A (рага К = 1,2,...) em (29) e usan- 
do a série de Maclaurin de sen t e de cos t, obtemos 
j^ 34€ 39 p um 
Ax non omi De A AA PUN E RR ы A 
2i =1(1 nta ar )+a( ЖӨ 7 ) 
cost 0 0 sent cost sent 
= [cost + A sent = + = 
0 cost -sent 0 — sent cost 
Assim, segue de (28) que a solução do problema de valor inicial é 
x [ cost a [| К, E lm 
2 [-sent cost]|1| [cost —2sent 
ou, equivalentemente, 
yi —2cost --sent, y, = cost —2sent п 
Exercícios 8.10 
Nos Exercícios 1 e 2, resolva o problema de valor inicial. | » 1 ооу y1(0) 1 
L з.|у;|=|0 4 O0[|»|;|»(0|2|! 
1. y'= —3y, у(0) = 5 2. у = 5у, y(0)=-3 X 0 0 2] |y] |0) 1 
— _ÁAA — —— yi 200||» у\(0) 1 
Nos Exercícios 3 e 4, resolva o sistema, dê um conjunto fundamental de 41%] =]0 2-01 |у |: «0 [;:2.|2 
soluções e encontre uma solução que satisfaça as condições iniciais. Y оо 51|» уз(0) 0 
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Nos Exercícios 5 até 8, use autovalores e autovetores para encontrar 
uma solução geral do sistema e então encontre uma solução que satis- 
faça as condições iniciais. 


Ds 4 
5.5 ж t4» »(00-0, »(0-—0 


у; = 2у1 t3» 
6. у = у + 3у2 
: (0-22, y(0)=1 
Y = 4у 5» i E 
» 4015] MO =й 
72|»x|-|-210]||l»]:|»0]|2]| 1 
А -2 01| |у» (0), 0 
» 4 2 2][» y1(0) 0 
8.1у51= |2 4 2] |» |; |20) | = | 2 
d 2 2 41» (0) 2 


9. Suponha que dois tanques estejam conectados como indica a figura 
abaixo. No instante de tempo г = 0, ambos tanques contêm 120 li- 
tros de água, sendo que no tanque 1 foram dissolvidos 30 kg de sal 
e no tanque 2 foram dissolvidos 40 kg de sal. Como indica a figura, 
água pura está sendo bombeada para dentro do tanque 1 à taxa de 80 
litros por minuto, as misturas salinas são trocadas entre os dois tan- 
ques às taxas indicadas, e a mistura do tanque 2 escoa à taxa de 80 
litros por minuto. Encontre a quantidade de sal em cada tanque no 


instante de tempo t. 
Água Mistura 
80 Vmin 10 Ymin 
Tanquel Tanque 
1201 1201 
(= vw 
Mistura Mistura 
90 Vmin — 80l/min 
Figura Ex-9 


10. Suponha que dois tanques estejam conectados como indica a figu- 
ra abaixo. No instante de tempo t = 0, ambos tanques contêm 30 
litros de água, sendo que no tanque 1 foram dissolvidos 2 kg de sal 
e no tanque 2 foram dissolvidos 5 kg de sal. Água pura está sendo 
bombeada para dentro do tanque 1 à taxa de 20 litros por minuto, 
as misturas salinas são trocadas entre os dois tanques às taxas in- 
dicadas, a mistura do tanque 2 escoa a uma taxa de 15 litros por 
minuto e a mistura do tanque 1 escoa a uma taxa de 5 litros por 
minuto. Encontre a quantidade de sal em cada tanque no instante 
de tempo t. 

Água Mistura 
20Vmin — 6lmin 


Tanque 1 Tanque 2 


ЕЭ 


=> => ==> 
Mistura Mistura Mistura 
5Vmin 21Vmin — 15l/min 


Figura Ex-10 


Nos Exercícios 11 até 14, use o Teorema 8.10.6 e o método do Exem- 
plo 7 para resolver o problema de valor inicial. 


H-t 12) 691-( 
e P-L IEI ES- 


Y AO) 2 
UNE 3 1||»]|:;|»(0|2| 0 
у; 3 1 1]|y y3(0) -1 
Y 0-1 [м yi(0) 1 
1.]x|2|-1 0 l1![|»]|:|»(0|2]| 2 
» 1 1 gdji»J 40 -2 


Nos Exercícios 15 e 16, o sistema tem uma matriz de coeficientes nil- | 
potente. Use o método do Exemplo 8 para resolver o problema de va- | 
lor inicial. | 

| 


Y 0 1 2||» »(0) -1 
15.|у;|=10 0 –~1||у |; |у0) | = | 4 
x| lo о ojl»] [so 2 
У 5 -2||» »(0) 1 
16. | y, | = 2 -1||[»|:|»9|2| 2 
X 6 -3||» >30) x 
17. Use o método do Exemplo 9 para resolver o problema de valor inicial 
n7 O=- y2(0)=2 
»-7» 


18. Use o método do Exemplo 9 c as séries de Maclaurin do seno e cos- 
seno hiperbólicos senh x e cosh x para resolver o problema de valor 


inicial 
у= у 

; »(0 =3, »(9--1 
Nm 


19. Este problema ilustra que às vezes é possível resolver uma equacáo 

diferencial escalar expressando-a como um sistema. 
(a) Substitua y, = y e y, = у'па equação diferencial y"— 6y'— 6y = 
O para mostrar que as soluções da equação satisfazem o sistema 
jaz 
Y) = бу + бу; 
(b) Resolva o sistema e mostre que suas soluções satisfazem а 
equação diferencial original. 

20. Use a idéia do Exercício 19 para resolver a equação diferencial 
y" — бу" + Пу — бу = 0 expressando-a como um sistema de 
três equações. 

21. Suponha que dois tanques estejam conectados como indica a figura 
dada. No instante de tempo г = 0, ambos tanques contêm 60 litros de 
água, sendo que no tanque 1 foram dissolvidos 10 kg de sal e no tan- 
que 2 foram dissolvidos 7 kg de sal. Água pura está sendo bombeada 
para dentro do tanque 1 à taxa de 30 litros por minuto, a mistura sali- 
na flui do tanque 1 para o tanque 2 à taxa de 10 litros por minuto, a 
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mistura do tanque 2 escoa à taxa de 10 litros por minuto e a mistura 
do tanque 1 escoa à taxa de 20 litros por minuto. Encontre a quantida- 
de de sal em cada tanque no instante de tempo t. [Sugestáo: Use mé- 
todos exponenciais para resolver o sistema encontrado.] 


Água Mistura 
30 Vmin 10 Vmin 


as a) 


Tanque 1 Tanque 2 


EB IB 
mL i т ЛИЯ 


20 l/min 10 Vmin 
Figura Ex-21 


Trabalhando com Provas 


P1. Prove que cada solução de y”= ay tem a forma y = ce”. [Sugestáo: 
Tome uma solução y = f(t) da equação e mostre que f(t)e ^ é cons- 
tante.] 


Usando Recursos Computacionais 


T1. (a) Encontre uma solução geral do sistema 
у= Зу +2y +2» 
у= у +4) + уз 
уз = –2у1 -4N- y 
calculando autovalores е autovetores apropriados. 
(b) Encontre a solução que satisfaz as condições iniciais 
y1(0) = 0, y2(0) = 1, y3(0) = —3. 


T2. O circuito elétrico da figura dada, denominado circuito LRC para- 
lelo, é formado por um resistor com R ohms ($2) de resistência, um 
indutor com L henrys (H) de indutáncia e um capacitor com C fa- 
rads (F) de capacitância. Mostra-se na teoria de circuitos elétricos 
que a corrente / em ampêres (A) através do indutor e a diferença de 
voltagem V em volts (V) através do capacitor satisfazem o sistema 


de equações diferenciais 
dt " 14 
di E 
dV I y 


22. Mostre que se À é um autovalor da matriz quadrada A c se x é um 


autovetor associado, então y = e“x é uma solução de y'= Ay. 


onde as derivadas são tomadas em relação ao tempo t. Encontre 1 e 
V como funções de t se L = 0,5 H; C = 0,2 F; R = 2 © e os valores 
iniciais de Ve Z são V(0) = 1 V e 1(0)=2A. 


Figura Ex-T2 


CAPÍTULO 


Os espaços vetor arios e. 
em especial os espaços vetor 
e funções, ão cados na and 
Ме do formato de andas e no no- 
va campo de ets. А aplica 
ides incluem. por exemplo, a pre- 
ção de terremoto, а sines mu 
ia, indica dos Mus оте. 
conhecimento facil а vocal e » 
prospecção de perl. 


AXIOMAS DE 
ESPAÇO VETORIAL 


Espaços Vetoriais Arbitrários 


Seção 9.1 Axiomas de Espaço Vetorial 


O conceito de espaço vetorial foi generalizado várias vezes ao longo deste texto. Começamos vendo vetores como 
quantidades com comprimento, direção e sentido, depois como setas em duas ou trés dimensões, dal como pares ou 
ternos ordenados de números reais e então como énuplas de números reais Várias vezes também indicamos que exis. 
tem outras generalizações úteis do conceito de espaço vetorial Nesta seção, vamos discutir essas generalizações. Em 
alguns exemple, será necessário algum conhecimento de Cálculo, 


Nosso objetivo primário nesta seção é especificar ов requerimentos que nos permitirão ver um conjunto arbitrário 
de objetos munido de duas operações como um espaço vetorial. А idéia básica é impor restrições adequadas às 
operações para garantir que os teoremas familiares sobre vetores continuem valendo. А idéia não é complicada, 
pois, зе traçarmos a genealogia dos teoremas algébricos sobre К e seus subespaços (excluindo os que envolvem 
produto escalar, veremos que a maioria desses resultados segue de um número reduzido de propriedades centrais: 


* Todos subespaços são fechados na multiplicação por escalar e na adição vetorial. 
* Todos subespaços contém o vetor 0 e os vetores do subespaço satisfazem as propriedades algébri- 
cas do Teorema 1.1.5. 


Assim, se tivermos um conjunto de objetos com duas operações (adição vetorial е multiplicação por esca- 
lar) se esses objetos com suas operações possuírem essas propriedades centrais, então esses objetos com 
suas operações necessariamente satisfarão os teoremas algébricos familiares sobre vetores e, portanto, po- 
dem ser interpretados como vetores. Em vista disso, apresentamos a seguinte definição. 


Definição 9.1.1 Seja У um conjunto não-vazio de objetos sobre os quais estão definidas operações. 
de adição vetorial е multiplicação por escalar Por adição vetorial queremos dizer uma regra que asso- 
cia a cada par de objetos u e v de V um único objeto u + v que consideramos como a soma de u com y 
e por multiplicação por escalar queremos dizer uma regra que associa a cada escalar a c a cada obje- 
to u de V um único objeto au que consideramos como a multiplicação de u pelo escalar a. O conjunto 
V munido dessas operações será denominado um espaço vetorial e os objetos de V serão denominados 
vetores sc valerem as seguintes propriedades para quaisquer u, v с w de V с quaisquer escalares a e b. 
1. Véfechado па adição, ou seja, se u e v estão em V então u + v está em V. 
2 usv=veu 
э. (urea (ye) 
4. V contém um objeto O (que denominamos vetor mulo ou vetor zero) que se comporta como 
um zero aditivo no seguinte sentido: u + 0 = u para cada u em У. 
5. Para cada objeto u em V existe um objeto — u em V (que denominamos um negativo de u) tal 
queu+(-u)=0, 
6. Véfechado na multiplicação por escalar, ou seja, sc u está em V с a é um escalar, então au 
estem V. 


7. au+v=aurar 
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8. (a+bju=au+bu 
9. a(bu) = (ab)u 
10. lu=u 


As 10 propriedades nessa definição são denominadas os axiomas de espaço vetorial e um conjunto V com 
duas operações que satisfazem estes 10 axiomas é denominado um espaço vetorial. 

Nos exercícios, o leitor é convidado a usar esses axiomas para provar que o vetor zero num espaço ve- 
torial V é único e que cada vetor em V tem um único negativo. Assim, podemos falar no vetor nulo e no ne- 
gativo de um vetor. Se exigirmos que os escalares de um espaço vetorial sejam os números reais, diremos 
que V é um espaço vetorial real e se permitirmos que os escalares sejam os números complexos, diremos 
que V é um espaço vetorial complexo. Nesta seção, vamos considerar somente espaços vetoriais reais. 


EXEMPLO 1 Сото os axiomas de espaço vetorial são baseados nas propriedades de fechamento e no Teorema 1.1.5 pa- 
R'éum га vetores de R”, essas propriedades automaticamente valem para vetores de R” com as operações canóni- 

Espaço Vetorial cas de adição vetorial e multiplicação por escalar. Assim, R” é um exemplo de um espaço vetorial no sen- 
tido axiomático. п 


EXEMPLO 2 Uma maneira natural de generalizar R" é permitir que os vetores tenham uma infinidade de componentes, 
O Espaço das considerando objetos da forma 
Seqüéncias R v= O, Visa v) 
nos quais v,, V» ..., v, é uma seqüéncia infinita de números reais. Denotamos esse conjunto de seqüén- 
cias infinitas por R^. Assim como ocorre com vetores de R", consideramos duas seqüéncias infinitas iguais 
se os componentes correspondentes são iguais e definimos as operações de multiplicação por escalar e de 
adição vetorial componente a componente, ou seja, 


kv = (kvi, kda 1g...) 


A Álgebra Linear na História VW = (viva... Un...) + (Wi, W2,..., Wns...) 


O matemático italiano Giuseppe Peano = (vi +01, Va + Was... Un + Wns.) 


(ver página 332) foi a primeira pessoa a А : o " » y 
enuncar formel di dec Deixamos como um exercício confirmar que R com essas operações satisfaz os 10 axiomas de es 


paço vetorial. Esses axiomas, que aparece- paço vetorial; = 
ram num livro intitulado Cálculo Geomé- А prova da seguinte generalização do Teorema 1.1.6 ilustra como os axiomas de espaço 


trico, publicado em 1888, não foram valo- vetorial podem ser usados para estender resultados de R” a espaços vetoriais arbitrários. 
rizados por muitos de seus contemporá- 


neos, mas no fim provaram ser uma reali- 
zação fundamental impressionante. Nesse Teorema 9.1.2 Se v é um vetor de um espaço vetorial V e se a é um escalar, então: 
livro, Peano também definiu formalmente (а) 0v=0 

o conceito de dimensão para espaços ve- 
toriais arbitrários. 


(b) a0=0 
(с) (-Dv=-v 


Prova (a) А multiplicação por escalar Оу é um vetor em V pelo Axioma 6 e portanto tem um negativo — 
Оу em V pelo Axioma 5. Assim, 


Оу =0v+0 [Axioma 4] 
= Ov + [0v + (-0v)] [Axioma 5] 
= [0v + бу] + (0v) [Axioma 3] 
= [0 +0]v + (-Ov) [Axioma 8] 
= бу + (-0v) [Propriedade de números reais) 
=0 [Axioma 5] 


Prova (b) А multiplicação por escalar a0 é um vetor em V pelo Axioma бе portanto tem um negativo 
—а0 em V pelo Axioma 5. Assim, 


að - a0 0 [Axioma 4] 
= 40 + [a0 + (-a0)] [Axioma 5] 
= [a0 + a0] + (-a0) [Axioma 3] 
= a[0 + 0]v + (-a0) [Axioma 7] 
- a0 + (-a0) [Axioma 4] 


=0 [Axioma 5] 
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ESPAÇOS 
FUNCIONAIS 


-4-3-2-1 1234 


(b) 
Figura 9.1.1 


Prova (с) Para provar que (-1)v é o negativo de v, precisamos mostrar que v + (-1)v = 0. О argu- 
mento é o seguinte: 


у + EDv = 1у + (-1)у [Axioma 10] 
= [1+ (-1)]у [Ахіота 8] 
=0v [Propriedade de números reais) 
=0 [Parte (a) deste teorema] = 


OBSERVAÇÃO Embora esse teorema possa ser demonstrado em R” muito mais facilmente trabalhando com 
componentes, o teorema resultante seria válido somente em R”. Provando esse teorema usando os axiomas 
de espaço vetorial, como o fizemos acima, conseguimos estabelecer um teorema que é válido para todos es- 
paços vetoriais. Esse é, de fato, o poder da abordagem axiomática, na qual uma prova serve para estabelecer 
teoremas em muitos espaços vetoriais. 


Muitos dos mais importantes espaços vetoriais envolvem funções reais, e agora veremos como esses espaços po- 
dem ser considerados como uma generalização natural de R”. Como um primeiro passo, precisamos olhar para ve- 
tores em А" de um novo ponto de vista: Se u = (u,, 4,, ....., u,) é um vetor em А", então podemos ver os componen- 
tes de u como os valores de uma função f cujas variáveis independentes variam sobre os inteiros de 1 an, ou seja, 


fD=u, f0)=u,..., f(mz-u, 


Assim, por exemplo, a função 
70 = 10 (К = 1,2,3,4) а) 


pode ser considerada como uma descrição do vetor 
т = (/(1), / 2), f6), 70) = (4,1, 2,4) 


Se quisermos, podemos traçar o gráfico dessa função para obter uma representação visual do vetor u (Fi- 
gura 9.1.1a). Esse gráfico consiste em pontos isolados porque k toma somente valores inteiros, mas vamos 
supor que troquemos К por uma nova variável x e permitamos x variar de maneira irrestrita de —oo a оо, As- 
sim, em vez de uma função cujo gráfico consiste em pontos isolados, teremos agora uma função 


Ро) = ix? (-» < х < o) (2) 


cujo gráfico é uma curva contínua (Figura 9.1.15). Além disso, se compararmos os formatos das Fórmu- 
las (1) e (2), veremos que é razoável considerar (2) como a descrição de um vetor com uma infinidade de 
componentes, um para cada valor de x, e para o qual o x-ésimo componente é fo). Assim, por exemplo, o 
componente em x = «/3 do vetor representado pela Fórmula (2) é f (МЗ) = 4 

Para continuar com а analogia entre ênuplas е funções, vamos denotar о conjunto de funções reais 
definidas para todos valores reais de x por F (о, оо) e vamos considerar duas funções fe g como sendo 
iguais, escrevendo f = g, se, e somente se, seus componentes correspondentes são iguais, ou seja, 


f= g se, e somente se, f(x) = g(x) para todos valores reais de x 


Geometricamente, duas funções são iguais se, e somente se, seus gráficos são idênticos. Além disso, va- 
mos efetuar a adição vetorial e a multiplicação por escalar de funções componente a componente, exata- 
mente como o fizemos com vetores de R”, ou seja, se fe g são funções em F (—оо, оо) e с é um escalar, en- 
tão definimos o múltiplo escalar cf e a soma f + g pelas fórmulas 


ANa) = СРО) 
(+) 6) =/(х) +в (х) (3) 


Geometricamente, o gráfico de f + g é obtido somando coordenadas у correspondentes nos gráficos de fe 
degeo gráfico de cf é obtido multiplicando cada coordenada y no gráfico de f por c (Figura 9.1.2). 


Figura 9.1.2 
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EXEMPLO 3 
Е (о, оо) é um 
Espago Vetorial 


(a) 


os 
y 


(b) 
Figura 9.1.3 


ESPAÇOS 
MATRICIAIS 


ESPAÇOS VETORIAIS 
INCOMUNS 


EXEMPLO 4 


Um Espaço 
Vetorial Incomum 


Mostre que F = (о, оо) munido das operações em (3) é um espaço vetorial, confirmando que os 10 axio- 
mas de espaço vetorial da Definição 9.1.1 estão satisfeitos. 


Solução 
e Axiomas 1 e 6 Se fe g são funções em F (-oo, oo) e с é um escalar, então as fórmulas em (3) defi- 
nem (cf)(x) e (f + g)(x) para todos valores reais de x, de modo que cf e f + g estão em F (—«e, оо). 
e Axioma 4 Considere a função O cujo valor é zero para cada valor real x. Geometricamente, o gráfico 
dessa função coincide com o eixo x (Figura 9.1.3a). Se fé uma função qualquer em F (—oo, оо), então 
So) + 0 =f) 
para cada valor real de x, o que implica que f + O = f. Assim, a função nula é o vetor nulo em F (—°, оо). 
e Axioma 5 Para cada função f em F (-<o, оо), defina —f como a função cujos valores são os negati- 
vos dos valores de f, ou seja, 
(06) = (—1) fo) 
para cada valor real de x (Figura 9.1.3b). Segue que 
Дх) + DO) = Дх) + 71) fx) = 0 
para cada valor real de x, o que implica que f + (~-f) = 0. Assim, -f é o negativo de f. 
e Axiomas 2, 3, 7, 8, 9 e 10 Essas propriedades das funções em F (-oo, оо) seguem das correspon- 
dentes propriedades de números reais aplicadas a cada componente. Por exemplo, se fe g são fun- 
ções em F (—о°, oo), então a lei da comutatividade de números reais implica que 


+в) (к) =f 0) +8 О) = в (9) * 0) = (8 +/) (0) 
para cada valor real de x, confirmando o Axioma 2. A confirmação dos demais axiomas é análoga 
e deixada a cargo do leitor. п 


Uma matriz m x n pode ser vista como uma seqüéncia de m vetores-linha ou n vetores-coluna. No entanto, 
uma matriz também pode ser vista como um único vetor, se olharmos da maneira conveniente. Para esse fim, 
seja М, o conjunto de todas matrizes m х n com entradas reais e considere as operações canônicas de adi- 
ção matricial e de multiplicação de uma matriz por um escalar. Essas operações satisfazem os 10 axiomas 
de espaço vetorial por teoremas já visto, de modo que podemos considerar M, como um espaço vetorial e 
as matrizes desse conjunto como vetores. Assim, por exemplo, o vetor nulo desse espaço é a matriz nula m 
X n. O espaço vetorial das matrizes m x 1 pode ser visto como R”, com vetores escritos em forma de coluna 
e o espaço vetorial das matrizes 1 x п pode ser visto como А", com vetores escritos em formato de linha. 


A definição de espaço vetorial permite que qualquer tipo de objeto possa ser um vetor e qualquer tipo de 
operações possa servir como adição e multiplicação por escalar, as únicas exigências sendo que os obje- 
tos e suas operações satisfaçam os 10 axiomas de espaço vetorial. Isso pode levar a alguns tipos incomuns 
de espaços vetoriais. 


Seja У о conjunto dos números reais positivos e para qualquer número real a e quaisquer dois números и 
e v de V defina as operações O e ® em V por 


иФу=иу [Adição vetorial é a multiplicação numérica.) 
aQu=u [Multiplicação por escalar é a exponenciação numérica.) 


Assim, por exemplo, 10 1=1e28 1= l-1,0 que é bastante estranho, mas mesmo assim, o conjunto 
V munido dessas operações satisfaz os 10 axiomas de espaço vetorial e, portanto, é um espaço vetorial. Va- 
mos confirmar os Axiomas 4, 5 e 7, deixando alguns dos outros como exercícios: 


e Axioma 4 O vetor nulo nesse espaço é o número 1 (ou seja, 0 = 1), pois 
uBl=ul=u 


+ Axioma 5 O negativo de um vetor и é seu recíproco (ou seja, —u = 1/u), pois 
uol =u(1)=10 
u u 


e Ахіота 7а Q (u v) = (uv) = uv” = (a 8 и) O (a 9 v) E 


Seção 9.1 • Ахіотаѕ de Espaço Vetorial 541 


SUBESPAÇOS 


EXEMPLO 5 
Subespaço Nulo 


EXEMPLO 6 
Subespaços Polinomiais 
de F (—, e) 


Um subconjunto de vetores de um espaço vetorial V pode ser, por si só, um espaço vetorial com as opera- 
ções de V, caso em que temos um espaço vetorial dentro de outro. 


Definição 9.1.3 Se W é um subconjunto não-vazio de vetores de um espaço vetorial V que é por si só 
um espaço vetorial com as operações de multiplicação por escalar e adição vetorial de V, então dize- 
mos que W é um subespaço de V. 


Em geral, para mostrar que um conjunto W com operações de multiplicação por escalar e adição ve- 
torial é um espaço vetorial, é necessário verificar os 10 axiomas de espaço vetorial. Contudo, se W é par- 
te de um conjunto maior V que é, sabidamente, um espaço vetorial nas operações de W, e se W é fechado 
na multiplicação por escalar e na adição vetorial, então certos axiomas não precisam ser verificados, pois 
são “herdados” de V. Por exemplo, o Axioma 2 é uma propriedade herdada pois seu + v = v + u vale pa- 
ra todos vetores em V, então em particular vale para os vetores em W. Os outros axiomas herdados são 3, 
7, 8,9 e 10. Assim, uma vez verificados os axiomas de fechamento (Axiomas 1 e 6 ) рага W, basta estabe- 
lecer a existéncia de vetor nulo em W (Axioma 4) e a existéncia de negativo em W para cada vetor de W 
(Axioma 5) para concluir que W é um subespaço vetorial de V. Contudo, a prova do próximo teorema mos- 
tra que os Axiomas 4 e 5 para um subespago W seguem dos axiomas de fechamento de W, de modo que 
náo há necessidade de conferir esses axiomas uma vez que tenha sido estabelecido o fechamento de W. 


Teorema 9.1.4 Se W é um conjunto não-vazio de vetores de um espaço vetorial V, então W é um su- 
bespaço vetorial de V se, e somente se, W é fechado na multiplicação por escalar e na adição vetorial. 


Prova Se W é um subespaço de V, então valem os 10 axiomas de espaço vetorial para todos os vetores 
de W, de modo que, em particular, valem os dois axiomas de fechamento. Reciprocamente, seja W um con- 
junto não-vazio de vetores de V que é fechado na multiplicação por escalar e na adição vetorial. Pelo que 
indicamos na discussão que precede esse teorema, basta mostrar que valem os Axiomas 4 e 5 para W. Pe- 
lo axioma de fechamento, decorre que o vetor au está em W para cada u em We cada escalar a. Em parti- 
cular, os vetores Ou = 0 e (-1)u = -u estão em W, o que confirma os Axiomas 4 e 5 para os vetores de W 
e prova que W é um subespaço. п 


Se 0 é o vetor nulo de um espaço vetorial qualquer, então o conjunto de um único vetor W = (0) é um su- 
bespaço de V pois c0 = 0 para qualquer escalar c e 0 + 0 = 0. Esse subespaço é denominado subespaço nu- 
lo ou subespaço zero. п 


Seja n um inteiro não-negativo e seja P, o conjunto de todas funções reais da forma 

р(х) = аа Жах +-+ + anx" 
onde ao, à,, . . . , a, São números reais, ou seja, P, é o conjunto de todos polinômios de grau no máximo п.“ 
Mostre que P, é um subespaço de F (—оо, co). 


Solução Os polinômios são definidos para todos números reais x, de modo que P, é um subconjunto de 
Е (—, оо), Para mostrar que é um subespaço de F (—оо, oo) precisamos mostrar que é fechado na multipli- 
cação por escalar e na adição vetorial, ou seja, devemos mostrar que se p e q são dois polinômios de grau 
no máximo n e se c é um escalar, então cp e p + q também são polinômios de grau no máximo n. Para ver 
isso, sejam 


р(х) =a +ах +: Бах" e а(х) = bo + bix t + Бх" 
Assim, 


ср(х) = cao + (са\)х + +++ + (can)x” 


р(х) + q(x) = (ao + bo) + (a1 + b1)x + - + (an + Б,)х" 


о que mostra que cp e p + q são polinômios de grau no máximo л. L| 


Е Alguns autores consideram somente as constantes não-nulas como polinômios de grau zero е não associam um grau à constante 0). Os mo- 


tivos para fazer isso não são relevantes ao nosso trabalho neste texto e aqui vamos tratar 0 como um polinômio de grau zero. 
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PROBLEMA CONCEITUAL О conjunto de todos polinômios, sem restrição de grau, é denotado por P... Ex- 
plique em palavras por que P. é um subespago de F (—ee, ос). 


EXEMPLO 7 Existem teoremas do Cálculo que afirmam que uma constante vezes uma função contínua é contínua e que a 
Funções Contínuas soma de funções contínuas é contínua. Isso implica que as funções reais contínuas no intervalo (—°, oo) são 
em (—,°) fechadas na multiplicação por escalar e na adição vetorial e portanto formam um subespago de F (—°, оо), 

que denotamos por С (-<o, оо), Além disso, como polinômios definem funções contínuas, segue que Ре P, 

são subespaços де C (—, oo) para cada inteiro não-negativo л. п 


EXEMPLO 8 Existem teoremas do Cálculo que afirmam que uma constante vezes uma função derivável é derivável е 
Funções Deriváveis que a soma de funções deriváveis é derivável. Esse fato e as propriedades de fechamento das funções con- 
em (=, =) tínuas implicam que o conjunto de todas funções com derivada primeira contínua no intervalo (—оо, co) é 
fechado na multiplicação por escalar e na adição vetorial e portanto forma um subespaço де F (—°, оо), 

que denotamos por C'(—e, о). Analogamente, as funções reais com derivadas de m-ésima ordem contí- 

nuas e as funções reais com derivadas contínuas de todas as ordens formam subespaços de F (—оо, оо), que 

denotamos por С”(—оо, оо) e C"(—x, оо), respectivamente. ГЫ 


PROBLEMA CONCEITUAL — Convença-se de que os subespaços de F (о, оо) que vimos até aqui estão “ani- 
nhados” um dentro do outro, como ilustra a Figura 9.1.4. 


Figura 9.1.4 


OBSERVAÇÃO Embora tenhamos nos concentrado em funções definidas em toda parte do intervalo (-<o, оо), 
existem muitos tipos de problemas nos quais é preferível exigir somente que as funções estejam definidas 
num intervalo fechado e finito especificado. Assim, Fla, b] denota o espaço vetorial das funções que estão 
definidas em a € x € b e Cla, Б), C"[a, b] e C [a, b] denotam os subespaços óbvios. 


EXEMPLO 9 Mostre que as matrizes invertíveis não formam um subespaço de M,, 


aa Solução Seja W o conjunto das matrizes invertíveis em M,,. Esse conjunto deixa de ser um subespaço 


Não Formamum POr dois motivos, pois não é fechado nem na multiplicação por escalar nem na adição vetorial. Por exem- 
Subespago de M,. — plo, consideremos as matrizes invertíveis 


17 -1 2 

u=|, s ву [7 a] 
de M,,. A matriz OU é a matriz nula 2 x 2, portanto não é invertível, e a matriz U + V tem uma coluna de zeros, por- 
tanto não é invertível. O leitor não encontrará maiores dificuldades para estender esse exemplo de М„а M,. W 


PROBLEMA CONCEITUAL As matrizes simétricas formam um subespaço vetorial de M, ? Explique. 


INDEPENDÊNCIA Аз definições de combinação linear, independência linear, conjunto gerado e base passam inalteradas pa- 
LINEAR, ESPAÇO ға espaços vetoriais arbitrários. 
GERADO, BASE 


EXEMPLO 10 Mostre que as funções f(x) = 1, f(x) = sen'x e f(x) = cos'x são linearmente dependentes em Е (—о°, ©), 


TN eiii Solução Podemos ou mostrar que uma das funções é uma combinação linear das outras duas ou mostrar 


em F(—oo, оо) que existem escalares c,, c; e c, não todos nulos tais que 


Seção 9.1 * Axiomas de Espaço Vetorial 543 


EXEMPLO 11 
O Espaço Gerado 
por um Conjunto 
de Vetores 


EXEMPLO 12 
Uma Base de P, 


EXEMPLO 13 
Uma Base de M,, 


TESTE DO 
WRONSKIANO PARA 
A INDEPENDÊNCIA 
LINEAR DE FUNÇÕES 


с1(1) + co(sen? х) + ca(cos? x) = 0 (4) 


para quaisquer valores reais de x; faremos ambas demonstrações. Sabemos que a identidade sen”x + 
cos'x = 1 é válida para todos valores reais de x. Assim, f(x) = 1 pode ser expressa como combinação 
linear de f(x) = sen'x e AO) = cos ”x como 


fff. 
Alternativamente, podemos reescrever essa equação como f, — f, — f, = 0, o que mostra que (4) vale 
comc,=1,c,=-1ec,=-1. B 


Descreva o subespaço de F (—ee, o) que é gerado pelas funções 1, х, adore ad 
Solução О subespaço de F (—oo, co) que é gerado por 1, x, x^, . . . , х" consiste em todas combinações li- 
neares dessas funções e portanto consiste em todas funções da forma 

р(х) = cot cix ox" 


Essas funções são os polinômios de grau no máximo n, ou seja, ger( 1, x, ad rus x)zP,. E 


Vimos no Exemplo 11 que as funções 1, x, x^, . . . , х" geram P,. Mostre que essas funções são linearmen- 
te independentes e portanto formam uma base de P,, denominada a base canónica de Р,. 
Solução Devemos mostrar que se 

Co cix box" = 0 6) 
para todos valores reais de x, então c, = c, =... = с, = 0. Para isso, recorde da Álgebra que um polinômio 
não-nulo de grau no máximo n possui no máximo n raízes distintas. Isso implica que todos os coeficien- 
tes em (5) são nulos pois, caso contrário, (5) definiria um polinômio não-nulo para o qual cada número re- 
al x é uma raiz, o que é uma impossibilidade. a 


As matrizes 


10 01 0 0 00 
elo o) -lo 0) вр). nli] 
formam uma base para o espaço vetorial M,, das matrizes 2 x 2. Para ver isso, observe que esses vetores 
geram M,,, já que podemos escrever uma matriz arbitrária 2 x 2 como 


a b 10 01 00 00 
Ё = 0+2 о] + o] «|o 1) = ав +5; +cE,+dEs 


Além disso, as matrizes são linearmente independentes, pois os únicos escalares que satisfazem a equação 


a b 0 0 
2E; Ej cB +dEs= |; = o] 


sioa=0,b=0,c=0ed=0. ш 


Embora a independência ou а dependência linear de funções possa, às vezes, ser estabelecida a partir de 
identidades conhecidas, como no Exemplo 10, não existem métodos gerais para determinar se um dado 
conjunto de funções de F (-oo, оо) é ou não é linearmente independente. No entanto, existe um método de- 
vido ao matemático polonês-francês Józef Wroúski que, às vezes, é útil nesse sentido. Para explicar a 
idéia, sejam f, (x), f, (x), . . . f(x) funções em C” (-oo, оо). Se essas funções são linearmente dependen- 
tes, então existem escalares к, k,, . . . , k, não todos nulos tais que 


ky fi) + ko falo) + eee + ka fn(x) =0 


para cada x no intervalo (е, o). Combinando essa equação com as obtidas derivando n — 1 vezes, vemos 
que as seguintes equações valem para cada x no intervalo (-<o, oo): 

ил) +) ++) 20 

мло) tfo) +: +Kkf0) =0 


ICI (x) + DO) + ki fr DA) =0 
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A Álgebra Linear na História 


O matemático franco-polonés Józef Hoéné 
de Wroński nasceu como Józef Hoéné e ado- 
tou o nome de Wroński depois de casar. Sua 
vida foi repleta de controvérsia e conflito, 
que alguns atribuem a suas tendéncias psico- 
patas e seu exagero na atribuição de impor- 
tância à sua própria obra. Embora o trabalho 
de Wroriski tenha sido ignorado e considerado 
irrelevante por muito tempo, e grande parte 
realmente estivesse errada, algumas de suas 
idéias continham luminosidade escondida e 
sobreviveram. Entre outras coisas, Wroński 
projetou um veículo movido a lagarta para 
competir com trens (que nunca foi fabricado) 
e pesquisou o famoso problema da determi- 
nação da longitude em alto mar. Ele passou 
muitos anos tentando receber do Conselho 
Britânico de Longitude um prêmio pelo seu 
trabalho nesse problema, mas como muitas 
coisas em sua vida, não teve muito sucesso. 
Seus instrumentos foram barrados pela al- 
fândega britânica em sua ida à Inglaterra e, 
quando foram devolvidos, ele estava em difi- 
culdades financeiras. Ele finalmente conse- 
guiu ser ouvido pelo Conselho, mas não o 
impressionou e não recebeu prêmio algum. 
Seus últimos anos foram vividos na pobreza. 


Isso implica que o sistema linear 
fie) Љо) e fax) kı 0 
ло) Љо) axe fi) kz 0 


no fo) e де) (Ы) LO 


tem uma solução não-trivial para cada x no intervalo (—ee, оо); por sua vez, isso implica 
que o determinante 

AG) 
fie») 


fax) 
Ло) 


ee Љо) 
© До) 


W(x)- (6) 


ffe) Т?ш) e O 


que é denominado o wronskiano das funções f (x), f(x), . . . + f, (x), é nulo para cada x do 
intervalo (—°, со). Dito de forma contrapositiva, mostramos que se o wronskiano das fun- 
ções f(x), f(x), . . . $, (x) não é igual a zero para cada x do intervalo (—оо, оо), então es- 
sas funções devem ser linearmente independentes. 


Teorema 9.1.5 (Teste do Wronskiano) Se as funções f(x), f(x), - - . , f, (x) temn -1 de- 
rivadas contínuas no intervalo (—<o, co) e se o wronskiano dessas funções não é iden- 
ticamente nulo em (-<o, оо), então as funções formam um conjunto linearmente inde- 
pendente em F(—ee, оо). 


EXEMPLO 14 Mostre que as três funções f(x) = 1, f(x) = e" e f(x) = €" formam um 
conjunto linearmente independente em F(—e, оо). 


Solução О wronskiano é 


Bol 
Y) e 
WQ()-|0 er 2е2:| =2e* 
| 0 e 4e 
Józef Hoéné de Wroriski (verifique). Essa função é não-nula em todos valores reais de x e portanto não é identica- 
(1778-1853) mente nula em (—°, oo). Assim, as funções são linearmente independentes.” ш 
DIMENSÃO Agora vamos considerar como estender a noção de dimensão para espaços vetoriais arbitrários. Para um es- 


paço vetorial V arbitrário pode ou não existir uma base finita (isto é, um conjunto finito de vetores que é li- 
nearmente independente e que gera V). Por exemplo, o conjunto Р. de todos polinômios em F(—e, oo) é fe- 
chado na multiplicação por escalar e na adição vetorial (verifique) e portanto é um subespaço de F(—ee, оо). 
Contudo, não existe um conjunto finito de vetores em Р, que gere P.., pois os polinômios em qualquer sub- 
conjunto finito de Р. teriam algum grau máximo, digamos т, e portanto não seria possível expressar qual- 
quer polinômio de grau maior do que m como uma combinação linear dos vetores do conjunto finito. Por 
isso distinguimos entre esses dois tipos de espaços vetoriais os que têm uma base finita e os que não têm. 


Definição 9.1.6 Um espaço vetorial V é de dimensão finita se possui alguma base com um número 
finito de vetores e é de dimensão infinita se não possui. Além disso, o espaço vetorial nulo V = (0) 
constituído unicamente pelo vetor nulo, tem dimensão finita por definição. 


A prova que apresentamos para o Teorema 7.1.4 pode ser utilizada sem modificações para provar o 
seguinte resultado mais geral. 


Teorema 9.1.7 Todas bases de um espaço vetorial não-nulo de dimensão finita têm o mesmo 
número de vetores. 


* Para provar a independência linear precisamos somente mostrar que W(x) + 0 para algum valor de x em (о, о), Assim, nossa observa- 


ção nesse exemplo, que o wronskiano é não-nulo para cada valor x de (—», оо), é mais do que realmente precisamos para concluir a in- 
dependência linear, pois teria sido suficiente encontrar um único valor de x para o qual W(x) é não-nulo. 
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EXEMPLO 15 
Espaços Vetoriais 
de Dimensão Infinita 


POLINÔMIOS DE 
INTERPOLAÇÃO 
DE LAGRANGE 


Esse teorema nos permite introduzir a seguinte definição. 


Definição 9.1.8 Se Vé um espaço vetorial não-nulo de dimensão finita, então a dimensão de V, deno- 


tada por dim(V), é o número de vetores em alguma base. Além disso, definimos o espaço nulo V = (0) 
como tendo dimensão zero. 


OLHANDO À FRENTE Vamos mostrar na Seção 9.3 que os vetores de um espaço vetorial n-dimensional 
podem ser associados com os vetores de R” de tal modo que os espaços sejam algebricamente idénticos 
exceto pela notação diferente. A implicação disso é que todos teoremas sobre vetores em R” que não en- 
volvem as noções de produto interno, comprimento, distância, ângulo ou ortogonalidade, são válidos 
em qualquer espaço vetorial n-dimensional. Isso é verdade, em particular, do Teorema 7.2.4, do qual 
segue que um subespaço de um espaço de dimensão finita é de dimensão finita. 


Vimos no Exemplo 12 que as funções 1, x, X,...,X' formam uma base de P,. Isso implica que todas ba- 
ses de P, têm п + 1 vetores e portanto que (P,) = п + 1. Também mostramos que P., tem dimensão infinita 
e portanto segue que F (—оо, оо), C (—оо, оо), C' (—oo, оо), C" (о, 00) e C” (—oo, оо) também têm dimensão 
infinita, pois todos esses espaços contêm P., como subespaço (Figura 9.1.4). Nos exercícios pedimos pa- 
ra o leitor mostrar que R, tem dimensão infinita. m 


No Teorema 2.3.1 afirmamos sem prova que, dados quaisquer n pontos no plano xy com coordenadas x 
distintas, existe um ünico polinómio interpolador de grau no máximo n — 1 cujo gráfico passa por esses 
pontos. Mais tarde, acabamos provando esse teorema na Seção 4.3, mostrando que o determinante de Van- 
dermonde é não-nulo [ver Fórmula (9) na Seção 4.3 e a discussão relacionada]. Também mostramos na Se- 
ção 2.3 que polinômios interpoladores podem ser encontrados resolvendo sistemas lineares, mas observa- 
mos que seria útil possuir métodos melhores. Agora vamos discutir um desses métodos. 

Sejam x,, X, x, e x, números reais distintos e encontremos o polinômio interpolador de grau no 
máximo 3 que passa pelos pontos 

(х,у), Co) Cy) Ap Y) (7) 
Рага isso, vamos considerar os polinômios 

(x — х)(х — хз)(х — x4) 

(e — x2)(%1 — хз)(х1 — x4) 


(x — xi)(x — xo)(x — x4) 
(хз — xi) Ga — хо) (хз — x4) 


510) m (x — xi)(x — x3)(x — x4) 
(хо — xi) (x2 — хз) (0 — х4) 

=) (х — x)(x — хз) 
pie (ха — xi) (a — x3)(xa — x3) 


р\(х) = 
(8) 


рз(х) = 


que têm todos grau 3. Esses polinômios foram construídos de tal modo que seus valores nos pontos 
Xy» X), X, € X, SÃO 

pix) = 1, р(х))=0, pi(x3)=0, pr(xs)=0 

px) = 0, px») = 1, ро(хз) = 0, ро(ха) = 0 

рз(х1) = 0, рз(хг) = 0, рз(хз) = 1, рз(ха) = 0 

pa(xi)=0, ра(хг) = 0, ра(хз) = 0, раа) = 1 
(verifique). Segue disso que 

р(х) = yi Pi Œ) + у2р2(х) + узрз(х) + ya pa(x) (9) 
é um polinômio de grau no máximo 3 e cujos valores em x,, x,, x, e x, são 

р(х) = у, р(х) = у, р(х) = уз, р(х) = y4 


Assim, (9) deve ser о polinômio interpolador para os pontos em (7). As quatro funções em (8) são 
denominadas polinômios interpoladores de Lagrange em x,, x,, x, e x, e a Fórmula (9) é denomina- 
da a fórmula interpoladora de Lagrange, ambas em homenagem ao matemático francês Joseph- 
Louis Lagrange. 

O que faz os polinômios interpoladores de Lagrange tão úteis é que eles dependem das coordena- 
das x mas não das coordenadas y. Assim, uma vez calculados os polinômios interpoladores de Lagran- 
geemx, x, x, € x, eles podem ser usados para resolver todos problemas de interpolação em pontos da 
forma (7) simplesmente substituindo os valores de y na Fórmula (9) de interpolação de Lagrange. Isso 
é muito mais eficaz do que resolver um sistema linear para cada problema de interpolação e está menos 
sujeito a erros de arredondamento. 
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EXEMPLO 16 No Exemplo 7 da Seção 2.3 deduzimos que o polinômio interpolador dos pontos 


Interpolação 


Ea (1,3), 


р(х) =4+3х-5х + 


042 635 (4,0) (10) 


(11) 


resolvendo um sistema linear. Use os polinómios interpoladores de Lagrange apropriados para encon- 
trar esse polinómio. 


Solução 


Р(х) = 


pix) = 


Usando as coordenadas x em (10), obtemos os polinômios interpoladores de Lagrange 


(х — х)(х — xx — x4) (х Dx — 3)(х — 4) 
(х) = хз) x) (1-2)1-3)(1—-4) 


(x — xi)(x — хз)(х — x4) (х — 1)(х — 3)(х — 4) 


=4- r+ je- dx 


Brg 1х? 


(х—х)(х—х›)(х—-х) (xDD —4) _,_ 12 1,3 
Cn = 310032030) A 25 


(x — ху)(х — x2)(x — x3) „Сеше 2)(х — =D 14 Y ydp 


Agora usando a ACE (9) e as coordenadas y em (10), obtemos 


р(х) =3(4 — 


Зх $x? р?) —2(—6+ Lx — 4x? + 1x?) 


—5(4—7х+1х%—- 30) +0(-14 Lx —x? + qx?) 


=4+3x— 5х2 + x? 


que confere com (11). ш 


INTERPOLAÇÃO DE 
LAGRANGE DO PONTO 


Vamos agora reexaminar os polinômios interpoladores de Lagrange do ponto de vista vetorial, consideran- 
do-os como vetores em P,. Sejam ху, X, x, € x, números reais distintos e р(х) um polinômio qualquer em 


DE VISTA VETORIAL Р,. Como o gráfico de р(х) passa pelos pontos 


A Álgebra Linear na História 


sedia 
obtida enquanto Lagrange pesquisava o 
blema de expressar as raízes de um edic 
mio como funções de seus coeficientes. A 
fórmula foi publicada primeiro pelo matemá- 
tico britânico Edward Waring em 1779 e en- 
tão republicada pelo matemático francês Jo- 
seph-Louis Lagrange em 1795. É curioso ob- 
servar que Waring foi um médico que prati- 
cou a Medicina em vários hospitais por mui- 
tos anos, enquanto mantinha paralelamente 
uma carreira de professor universitário em 
Cambridge. Lagrange se distinguiu na Mecá- 
nica Celeste bem como na eera 
considerado como o maior matemático vivo 
por muitos de seus contemporâneos. 


Joseph-Louis Edward Waring 
(1734-1798) 


Lagrange 
(1736-1813) 


GC POD, CPO), (х„р(х)), (РО) 
esse polinômio deve ser o polinômio interpolador para esses pontos e portanto segue de 
(9), com y, = p(x,), y, = р(х), y, = р(х) e y, = р(х,), que р(х) pode ser expresso por 


р(х) = р(х,)р,(х) + р(х„)р,(х) + pp) + pdp) (12) 


Como isso é uma combinação linear dos polinômios interpoladores de Lagrange e co- 
mo p(x) é um vetor arbitrário em P,, mostramos que os polinômios interpoladores de 
Lagrange em x,, X» x; e x, geram P,. Contudo, também sabemos que P, tem dimensão 
4, de modo que podemos concluir mais, ou seja, que os polinômios interpoladores de 
Lagrange formam uma base para P,, pela generalização do Teorema 7.2.6 a P,. 
Embora tenhamos restrito nossa discussão da interpolação de Lagrange a quatro 
pontos por simplicidade de notação, a idéia pode ser generalizada. Mais especificamen- 


te, Se Ху, х,,..., X, São números reais distintos, então os polinômios interpoladores de 
Lagrange p (x), p (x), . . . , p,(x) nesses pontos são definidos por 
а) (A xa): — x) E 

292 (x; — xi) +++ i = xia) а — xi) +++ 0% — Xn) ==) ИШ 


е о polinômio interpolador р(х) de grau no máximo п — 1 cujo gráfico passa pelos pontos 
(хт, y1), Qo. Y2), <- -s (Ха, Ул) 
é dado pela fórmula interpoladora de Lagrange 


р(х) = Y Pi) + узрз(х) +++ + уп Ра(х) (14) 


Além disso, segue, como antes, que os polinômios interpoladores de Lagrange em x,, X,, . . . 


Seção 9.1 * Axiomas de Espaço Vetorial 547 


„х, geram P, € 


portanto formam uma base para esse espaço, que é n-dimensional. Resumindo, temos o resultado seguinte. 


Teorema 9.1.9 $ех„хл„... 


„х, São números reais distintos, então os polinômios interpoladores de 


Lagrange nesses pontos formam uma base do espaço vetorial dos polinômios de grau no máximo n –1. 


Exercícios 9.1 


1. Seja Vo conjunto de todos pares ordenados de números reais e con- 
sidere as seguintes operações de adição e multiplicação por escalar 
definidas em u = (u,, и) e y = (v, v3): 

u*v-(u*v,u*v), au = (au, 0) 

(a) Calcule u + veau para u = (-1, 2), v = (3,4) ca =3. 

(b) Explique em palavras por que V é fechado na adição e na mul- 
tiplicação por escalar. 

(c) Como a adição em V é a operação de adição padrão de R°, al- 
guns axiomas de espaço vetorial valem em V porque é sabido 
que valem em R”. Quais axiomas são esses? 

(d) Mostre que valem os Axiomas 7, 8 e 9. 


(e) Mostre que falha o Axioma 10 e portanto V não é um espaço 
vetorial com as operações dadas. 


2. Seja V o conjunto de todos ternos ordenados de números reais e 
considere as seguintes operações de adição e multiplicação por es- 
calar definidas em u = (u,, U, и) еу = (v, Vy v): 

u*vz(uv,u* Vy l +V), au = (au, 0,0) 

(a) Calcule u + v e au para u = (3, -2, 4), v = (1,5,-2)ea=-1. 

(b) Explique em palavras por que V é fechado na adição e na mul- 
tiplicação por escalar. 

(c) Como a adição em V é a operação de adição padrão de R', al- 
guns axiomas de espaço vetorial valem em V porque é sabido 
que valem em Rº, Quais axiomas são esses? 

(d) Mostre que valem os Axiomas 7, 8 e 9. 


(e) Mostre que falha o Axioma 10 e portanto V não é um espaço 
vetorial com as operações dadas. 


3. Seja Vo conjunto de todos pares ordenados de números reais e con- 
sidere as seguintes operações de adição e multiplicação por escalar 
definidas em u = (u,, u,) e v = (v, v): 


u+v=(4 +v,+1,u4,+v,+1), au=(au, au) 


(a) Calcule u + veau para u = (0, 4), v = (1,3) ca = 2. 

(b) Mostre que (0, 0) + 0. 

(c) Mostre que (-1, -1) = 0. 

(d) Mostre que vale o Axioma 5 obtendo um par ordenado —u tal 
que u + (-u) = 0 para u = (u,, u;). 

(e) Encontre dois axiomas de espaço vetorial que não valem. 


4. Seja Vo conjunto de todos pares ordenados de números reais e con- 
sidere as seguintes operações de adição e multiplicação por escalar 
definidas em u = (u,, u,) e v = (v, у): 

u+y=(4,v,, шу), 
(a) Calcule u + y e au para u = (1, 5), v=(2,-2)ca=4. 
(b) Mostre que (0, 0) #0. 
(c) Mostre que (1, 1) =0. 
(d) Mostre que falha o Axioma 5 mostrando que não existe um par 
ordenado —u tal que u + (-u) = 0 se u tem um componente nulo. 


au = (au,, au;) 


(e) Encontre dois outros axiomas de espaço vetorial que não valem. 
5. Quais dos seguintes são subespaços de F = (—o, o»)? 
(a) Todas funções f em F (—o, оо) tais que O) = 0. 
(b) Todas funções f em F (ә, оо) tais que (0) = 1. 
(c) Todas funções fem F (-s, әс) tais que /{—х) = f(x). 
(d) Todos polinômios de grau 2. 
6. Quais dos seguintes são subespaços de R^? 
(a) Todas seqüéncias v em R^ da forma v = (у, 0, у, 0, у, 0,...). 
(b) Todas segiiências v em R” da forma v = (у, 1, у, 1, у, 1,...). 
(c) Todas seqüéncias v em R^ da forma v = (v, 2v, 4v, 8v, 16у,...). 


(d) Todas seqüéncias em R^ cujos componentes são nulos a partir 
de um certo ponto. 


7. Quais dos seguintes são subespaços de M,, (o espaço vetorial das 


matrizes n X n)? 

(a) As matrizes singulares. 
(b) As matrizes diagonais. 
(c) As matrizes simétricas. 
(d) As matrizes de traço zero. 


8. (Usa Cálculo) Quais dos seguintes são subespaços de C (—оо, оо)? 


(a) Todas funções contínuas cujas séries de Maclaurin convergem 
no intervalo (—<o, оо), 

(b) Todas funções deriváveis para as quais f(0) = 0. 

(c) Todas funções deriváveis para as quais f(0) = 1. 

(d) Todas funções duas vezes deriváveis y = f(x) para as quais y" 
+y=0. 


9. Quais dos seguintes são subespaços de P,? 


(a) Todos polinômios a, + a,x + а para os quais a, = 0. 
(b) Todos polinômios a, + a,x + ар? para os quais a, + a, + а, =0. 


(c) Todos polinômios a, + a,x + ax” para os quais a, a, e a, são 
inteiros. 


10. (Usa Cálculo) Mostre que o conjunto V das funções f(x) contínuas 


em [0, 1] tais que 
1 
f f(x) dx 20 
o 


é um subespaço de СТО, 1]. 


11. (a) Mostre que o conjunto V de todas matrizes triangulares supe- 


riores 2 x 2 é um subespaço de M... 
(b) Encontre uma base para V e dê a dimensão de V. 


12. (a) Mostre que o conjunto V de todas matrizes anti-simétricas 3 x 3 


é um subespaço de М... 
(b) Encontre uma base para V e dê a dimensão de V. 
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mostrar que as funções de F (—оо, оо) dadas são linearmente dependentes. 


f 


Nos Exercícios 13 e 14, use identidades trigonométricas apropriadas para 


13. (a) fi(x) = sen? 2х, р(х) = cos? 2x e fi(x) = cos4x 
(b) Лбх) = sen? x), f(x) = 1e fs(x) = cosx 
14. (a) fi(x) = cost х, р(х) = senf x, f(x) = cos 2x 
(b) f(x) =senx, (х) = sen Зх, fa(x) = sen? x 
15. As funções f(x) = x e f(x) = cos x são linearmente independentes 


em F (-<o, оо), pois nenhuma das duas é múltiplo escalar da outra. 
Confirme a independência linear usando o teste do wronskiano. 


16. As funções f(x) = sen x e f(x) = cos x são linearmente independen- 
tes em F (—», оо), pois nenhuma das duas é múltiplo escalar da ou- 
tra. Confirme a independência linear usando o teste do wronskiano. 


17. Use o teste do wronskiano para mostrar que as funções f(x) = 
e, f(x) = хе", fix) = xe, geram um subespaço tridimensional 
de F (-oo, со), 


18. Use o teste do wronskiano para mostrar que as funções f(x) = sen x, 
fx) = cos x, f(x) = x cos x geram um subespago tridimensional de 
Е (=>, оо). 


Nos Exercícios 19 e 20, mostre que (A,, A,, A,, À,) é uma base de M,, 
e expresse А como combinação linear dos vetores da base. 


10 1 1 10 

э. Asi a a=b A »=|, 1 
0 0 6 2 
nafi Ji л= | | 

1 

n. А. = |, 


“ 69 


Nos Exercícios 21 е 22, mostre que (p,, Pz, p,) é uma base de Р, e ex- 
presse p como combinação linear dos vetores da base. 


21. р = 1+ 2х - x, р; =2+9х, рз = 3 + 3х + 4х2; 
р= 2+ 17х – 3х? 


22. p=l+x+x), p=x+x рз = х2; 
р= 7-х + 2х2 


Discussão е Descoberta 


D1. Considere o conjunto V cujo único elemento é o planeta Júpiter. 
Verifique se V é um espaço vetorial munido das operações O e Y 
definidas pelas relações 


Júpiter O Júpiter = Júpiter e k & Júpiter = Júpiter 


Explique seu raciocínio. 


23. O gráfico do polinômio р(х) = + x + 1 passa pelos pontos (0, 1), (1, 3) 
e (2, 7). Encontre os polinômios interpoladores de Lagrange nos pontos 
x=0,1e2e expresse р como combinação linear desses polinômios. 


24. O gráfico do polinômio р(х) =x" — x + 2 passa pelos pontos (1, 2), (2, 4) 
e (3, 8). Encontre os polinômios interpoladores de Lagrange nos pontos 
х= 1,2 еЗ е expresse p como combinação linear desses polinômios. 


Nos Exercícios 25 e 26, use os polinômio interpoladores de Lagran- 
ge apropriados para encontrar o polinômio cúbico cujo gráfico passa 


pelos pontos dados. 


25. (2, 1), (3, 1), (4, -3), (5,0) 
26. (1, 2), (2, 1), (3, 3), (6, 1) 
27. Mostre que o conjunto V de todas matrizes 2 x 2 da forma 


a a-b 

-b b 
é um subespaço de M,,. Encontre uma base para o conjunto V e dê 
sua dimensáo. 


28. Verifique os axiomas 3, 7, 8, 9 e 10 para o espaço vetorial dado no 
Exemplo 3. 


29. Seja V o conjunto dos números reais com as duas operações O e & 
definidas por 
иФу=и+у- 1 еса® и=аи+ (1-a) 
(а) Calcule1 6 1 (b) Calcule0 82 
(c) Mostre que V é um espaço vetorial. (Sugestão: É conveniente 
usar a notagáo u = u, v= ve w = w para enfatizar a interpreta- 
ção vetorial dos números em V.] 


30. Seja V o espaço vetorial do Exemplo 4. Dê uma interpretação nu- 
mérica das seguintes relações, cuja validade foi estabelecida no 
Teorema 9.1.2. 
(a) 09v=0 
(с) -D)Bv=-v 


(b) а®0=0 


31. Seja Vo conjunto dos números reais e considere as seguintes opera- 
ções de adição vetorial e multiplicação por escalar nos números и e v: 


u O v = máximo entre ue vea 9 u = au 
Determine se o conjunto V é um espaço vetorial com essas operações. 


32. Verifique os Axiomas 3, 8, 9 e 10 para o espaço vetorial dado no 
Exemplo 4. 


D2. É impossível existir um espaço vetorial consistindo em dois veto- 
res distintos. Explique por quê. [Sugestão: um dos vetores deve ser 
0, portanto suponha que V= (0, v).] 


D3. Seja B uma matriz 2 x 2 dada. O conjunto de todas matrizes 2 x 2 que 
comutam com В é um espaço vetorial de M,,? Justifique seu raciocínio. 
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D4. Esboce figuras apropriadas para mostrar que uma reta em R° que 
não passa pela origem não satisfaz nenhum dos dois axiomas de fe- 
chamento de espaço vetorial. 


DS. Determine a dimensão do subespaço de F (--o, со) gerado pelas 
funções /(х) = ѕепхе f(x) = 3cos (im = x)- Explique seu ra- 
ciocínio. 


Trabalhando com Provas 


Р1. Prove que um espaço vetorial V tem um único vetor zero. [Suges- 
tão: Se 0, e 0, são vetores nulos, mostre que 0, = 0, calculando 0, + 
0, de duas maneiras diferentes.) 


P2. O argumento a seguir prova que cada vetor u num espaço vetorial V 
tem um único negativo. Vamos provar que se u, e u, são negativos 
de u então u, = и,. Preencha as lacunas a seguir com os axiomas que 
justificam cada passo. 

ш + (u + w) = (u; +u) + ш 
u; +0 = (u; +u) + uz 

ш = (ш +u) + ш 

u, = (u +u) +W 


D6. Seja V o conjunto dos números reais positivos e, para qualquer nú- 
mero real a e quaisquer números u e v em V defina as operações O 
e 9 em V por u € v = uve a ® u = u. Todos os axiomas de espaço 
vetorial valem, exceto um. Qual? 


D7. Mostre que R” tem dimensão infinita produzindo um conjunto li- 
nearmente independente com uma infinidade de vetores. [Nota: Ver 
a observação depois da Definição 3.4.5.) 


P3. O argumento a seguir prova que se u, у e w são vetores num espaço 
vetorial V tais que u + w = v + w, então u = v, ou seja, prova que va- 
le a lei do cancelamento para a adição vetorial. Preencha as lacunas 
a seguir com os axiomas que justificam cada passo. 

utw=v+w Hipóteses 

(u + w) + (-w) = (v + м) + (-w) Somando —w a ambos lados. 
u+[w+(-w)] = v + [w + (-w)] 

u+0=v+0 

u=v 


P4. Prove: Se um vetor u num espaço vetorial V e um escalar a são 
tais que au = 0, então a = 0 ou и = 0. [Sugestão: Mostre que se 
au = 0 е а #0, então u = 0. O resultado segue como conseqüén- 
cia lógica desse fato.) 


PS. Prove: Se W, e W, são subespaços de um espaço vetorial V, então 
W, N W, também é um subespaço de V. 


Seção 9.2 Espaços com Produto Interno; 
Séries de Fourier 


Nessa seção, vamos generalizar o conceito de produto escalar, permitindo, assim, introduzir as noções de comprimen- 
to, distância e ortogonalidade em espaços vetoriais arbitrários. Em alguns exemplos será necessário algum conhecimen- 


u=0+u 
u=u-+0 
u; —u; 
to de Cálculo. 
AXIOMAS DE 
PRODUTO INTERNO 


A definição de espaço vetorial envolve a adição vetorial e a multiplicação por escalar, mas nenhum análo- 
go do produto escalar que nos permitiria introduzir as noções de comprimento, distância, ângulo e ortogo- 


nalidade. Para dar a um espaço vetorial uma estrutura geométrica, precisamos ter uma terceira operação 
que generalize o conceito de produto escalar. Para esse fim, lembre que todas as propriedades do produto 
escalar podem ser deduzidas do Teorema 1.2.6 (ver o parágrafo Olhando À Frente, ao final da Seção 1.2). 
Assim, se tivermos uma operação que associa números reais a pares de vetores de um espaço vetorial re- 
al de tal modo que valem as propriedades do Teorema 1.2.6, então teremos garantido que os teoremas geo- 
métricos sobre vetores em R” também serão válidos para vetores em V. Para isso, introduzimos a seguinte 
definição, cujas afirmações repetem as do Teorema 1.2.6, mas com notação diferente. 


Definição 9.2.1 


1. (uv) = (У, ш) 


3. (au, v) =a(u, v) 


2. (u-- v, w) = (u, w) + (v, w) 


4. (v, v) > Oe(v, v) = 0 se, e somente se, у= 0 


Um produto interno num espaço vetorial real V é uma função que associa um üni- 
co número real (u, v) a cada par de vetores и e v de V de tal modo que as seguintes propriedades valem 
para quaisquer vetores u, v e w em Ve qualquer escalar a. 


[Simetria] 
[Aditividade] 
[Homogeneidade] 
[Positividade] 


Um espaço vetorial com um produto interno é denominado um espaço com produto interno real e as 
quatro propriedades nessa definição são os axiomas de produto interno. 
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EXEMPLO 1 
O Produto Escalar 
de R^ éum 
Produto Interno 


EXEMPLO 2 
O Produto Interno 
Euclidiano Ponderado 


O EFEITO DA 


PONDERAÇÃO 


EM GEOMETRIA 


OBSERVAÇÃO Nesta seção, vamos nos ocupar exclusivamente com espaços com produto interno reais e 
vamos nos referir simplesmente a espaços com produto interno. Produtos internos em espaços vetoriais 
complexos serão considerados nos exercícios. 


Motivados pelas Fórmulas (29) e (31) da Seção 1.2, apresentamos a seguinte definição. 


Definição 9.2.2 Se Vé um espaço com produto interno, definimos a norma e a distância de vetores 
de V em relação ao produto interno pelas fórmulas 


lvl = у (у, v) a) 


d(u, у) = [lu — v|| = v (u — y, u у) 


e dizemos que u e v são ortogonais se (u, v) = 0. 


O produto escalar em А" (também denominado produto interno euclidiano) é o exemplo mais básico de 
produto interno. Como os axiomas de produto interno foram tirados de propriedades do produto esca- 
lar, sabemos que (и, v) = u • v satisfaz os axiomas de produto interno. Escrevendo os vetores em forma 
de coluna, podemos expressar o produto escalar como (и, v) = u'v [Fórmula (26) da Seção 3.1], caso 
em que também podemos ver o produto escalar como um produto interno no espaço vetorial das matri- 


zesnx1. L| 
Sew, Wz» - - - , W, SÃO números reais positivos e se и = (uj, и,,...,и,)еу = (у, V5... , V,) São vetores em 
К", então a fórmula 

(п, v) = wv, + WV; +... + WU, (3) 
define um produto interno em R” que é denominado um produto interno euclidiano ponderado com pe- 
SOS W,, Wz .. - , №, Deixamos como exercício provar que (3) satisfaz os quatro axiomas de produto inter- 
по. À norma de um vetor X =x,, x; ..., x, em relação a (3) é 


Іх = у(х, х) = y wix? + wax? +++ + wx? 


Por exemplo, a fórmula 
(п, у) = 2u,v, + 3u,v, (4) 


define um produto interno euclidiano ponderado em R° com pesos w, = 2 e w, = 3 e a norma do vetor 
х = (х, x,) em relação a esse produto interno é 


Ixl = 058) = 202 + 3х2 (5) 
E 


OBSERVAÇÃO Os produtos internos euclidianos ponderados são seguidamente utilizados em problemas 
de mínimos quadrados nos quais alguns valores de dados são conhecidos com maior precisão do que ou- 
tros. Os pesos são então associados aos componentes do vetor de dados proporcionalmente à sua precisão 
e procuramos por soluções de Ах = b que minimizem ||b — Ах|| relativamente ao produto interno euclidia- 
no ponderado resultante. As soluções mínimas são denominadas soluções de mínimos quadrados ponde- 
rados de Ах = b e o problema de encontrar tais soluções é o problema de mínimos quadrados pondera- 
dos. Nos exercícios descreveremos um método de resolver problemas de mínimos quadrados ponderados 
transformando-os em problemas de mínimos quadrados ordinários. 


É importante lembrar que comprimento, distância, ângulo e ortogonalidade dependem de qual produto in- 
terno está sendo usado. Por exemplo, x = (1, 0) é um vetor unitário em relação ao produto interno eucli- 
diano mas não é um vetor unitário em relação a (4), pois (5) implica que seu comprimento é 


Ixl = 202 + 30? = 2 


Também и = (1, —1) e v = (1, 1) são ortogonais em relação ao produto interno euclidiano de А? mas não em 
relação a (4), pois com esse produto interno temos 


(и, v) = 2(1)(1) + 3-1Y(1) 2-120 
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Como a ponderação do produto interno euclidiano modifica comprimentos, distâncias e ângulos, 
não deveria surpreender que a ponderação altera a ortogonalidade e a forma de objetos geométricos. O 
próximo exemplo mostra que, ponderando o produto interno euclidiano, o círculo unitário da Figura 9.2.1 
é distorcido numa elipse. 


Idle Via y? Idle уу? 
Figura 9.2.1 Figura 9.2.2 


EXEMPLO 3 Se V éum espaço com produto interno, definimos o círculo unitário (também denominado esfera unitária)" 
Círculos Unitáios сото o conjunto de pontos de V tais que ||х|| = 1. Esboce o círculo unitário num sistema de coordenadas ху 


Usando Produto usando o produto interno euclidiano ponderado 
Interno Euclidiano 


Ponderado em А? (u, v) = juw + Luv, (6) 
Solução Ѕех = (х, y), então 


lixll = Ук, х) -J1x ly? 


de modo que a equação do círculo unitário em relação a (6) é 


J ix iy! = 1оц, addidi E * É =1 
9 4 9 4 


O gráfico dessa equação é a elipse mostrada na Figura 9.2.2. ГЫ 


EXEMPLO 4 Sefe são funções contínuas no intervalo [a, b], então a fórmula 
O Produto Interno 


b 
Integral em Cla, b] (Lg)= f fG)g() dx 0) 


define um produto interno no espaço С[а, b] que denominamos produto interno integral. A norma de uma 
função fem relação a esse produto interno é 


b 
їл\= n2 fueras & 


Vamos provar que (7) satisfaz os quatro axiomas de produto interno como segue: 
e Axioma 1 Se fe g são funções contínuas em [a, b], então 


b b 
v.n | ово) 4x = f sos d= в. 
+ Axioma 2 Se f, g e h são funções contínuas em (a, 5], então 
b b b 
(f +e h= / UG) воно) de= f faha de | водно) dx = (5,6) + em 
e Axioma 3 Se fe g são funções contínuas em [a, b) e k é um escalar, então 
b b 
Uf. 8) = / MGDeG) dx =k | одвод) dx — kU. е) 


* O termo círculo unitário é mais apropriado em К e esfera unitária é mais apropriado em R’. Рага espaços de dimensões superiores, 
ambos termos são razoáveis. 
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e Axioma 4 Se fé uma função contínua em [a, b], então 
b b 
(= | голо а= | оао 0) 


Além disso, segue que (f, f) > 0 se existir algum ponto x, em [a, b] tal que f(x;) £ 0, já que a continuidade de 
fno ponto x, força f(x) ser não-nula em algum subintervalo de [a, b] contendo x, e isso, por sua vez, implica 
[x]? > O naquele subintervalo. Assim, (f, f) = 0 se, e somente se, f= 0, como exige o Axioma 4. п 


EXEMPLO 5 Mostre que se p e q são inteiros positivos distintos, então as funções cos px e cos qx são ortogonais em 
Funções Ortogonais relação ao produto interno 
em C[0, 2] 


2x 
(Ав) = / /(х)в(х) dx 


Solução Sejam f(x) = cos px e g(x) = cos qx. Devemos mostrar que 
2x 


fg = cos px cosqx dx = 0 (10) 
n 


Para provar isso, vamos usar a identidade trigonométrica 


cos(A) cos(B) = 3 [cos(A + В) + cos(A — B)] 


Usando essa identidade, temos 


2л 2x 
[ cos px cosqx dx = 1 [cos(px + qx) + соѕ(рх — qx)] dx 
0 0 


1 2л 
= 2 [cos(p + q)x + cos(p — q)x] dx 
0 


- sen[2z(p + q)] , sen[2z(p — q)) 
2(р +4) 2(p — 9) 
2040-20 


do que segue (10). [s] 


PROPRIEDADES Podemos estender os teoremas geométricos de А" para espaços com produto interno arbitrários simples- 
ALGÉBRICAS DE mente mudando a notação de maneira apropriada, desde que os teoremas não envolvam as noções de ba- 
PRODUTOS INTERNOS se ou dimensão. A extensão de teoremas geométricos que envolvem base e dimensão em geral requer al- 
guma condição equivalente à dimensão finita para sua validade. Aqui temos versões generalizadas dos 

Teoremas 1.2.7, 1.2.11, 1.2.12, 1.2.13 e 1.2.15. 


Teorema 9.2.3 Seu, v e w são vetores num espaço com produto interno V e se a é um escalar, então: 
(a) (0, у) = (у, 0) 20 
(b) (и + v, ж) = (и, w) + (у, w) 
(с) tu, v - w) = (и, v) – (u, w) 
(d) (u-v, ж) = (и, м) - (у, ж) 


(е) alu, v) = (u, av) 


Teorema 9.2.4 (Teorema de Pitágoras) Seu е v são vetores ortogonais num espaço com produto in- 
terno V, então 


[п + у? = lll М 


Teorema 9.2.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seu e v são vetores ortogonais num espaço com 
produto interno V, então 


2 2 2 
(u. уу < llull? МІ 
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EXEMPLO 6 
O Teorema de Pitágoras 


EXEMPLO 7 
Algumas Desigualdades 
Integrais Famosas 


BASES 
ORTONORMAIS 


ou, equivalentemente (tomando raízes quadradas), 
Ku, v) < ЫІ 


Teorema 9.2.6 (Desigualdade Triangular) Seu, v e w são vetores num espaço com produto inter- 
no V, então: 

(a) |lu* vil < [full + lvi] [Desigualdade triangular para vetores] 

(b) d(u, v) < d(u, ж) + d(w, v) [Desigualdade triangular para distáncias] 


OBSERVAÇÃO А Fórmula (30) da Seção 1.2 para o ángulo 0 entre dois vetores náo-nulos и e v pode ser 
estendida a espaços com produto interno arbitrários como 


SUMI (u, v) ) 
mna Es an 


já que a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que o argumento do arco cosseno é um número entre 
-le 1 (verifique). 


Mostre que os vetores u = (1, —1) e v = (6, 4) são ortogonais em relação ao produto interno definido por 
(4) e então confirme o Teorema de Pitágoras para esses vetores. 
Solução Os vetores são ortogonais pois 

(и, v) = 2(1)(6) + 3(—1)(4) = 0 


Para confirmar o Teorema de Pitágoras, utilizamos a Fórmula (5). Temos 
lul? = 2(1)2 + 3(-1? = 5 
lvl? = 2(6)? + 3(4)? = 120 
lu + у? = 10, 3) = 2(7)? + 3(3)? = 125 
Assim, |lu + vf = Ы + М, como garante o Teorema de Pitágoras. Observe que os vetores u e v não são 


ortogonais em relação ao produto interno euclidiano de R”, de modo que u e y não satisfazem o Teorema 
de Pitágoras no produto escalar. E 


Sejam f e g funções contínuas no intervalo [a, b] e consideremos С[а, b] com o produto interno integral 
(7) do Exemplo 4. A desigualdade de Cauchy-Schwarz afirma que 


I. 9 < Iifillel 
que implica 
b b b 
/ гого) dx| < / LICOP dx / (80902 dx (2) 


e a desigualdade triangular para vetores afirma que 
IF + вй s Ifl + lle ll 


que implica 


b b b 
f [/G) +8(0P dx < / OP dx + / 8009р dx аз) 


As Fórmulas (12) e (13) desempenham um papel importante em muitas diferentes aplicações que fogem 
ao alcance deste texto. Contudo, o fato dessas desigualdades terem sido obtidas a partir de resultados ge- 
rais sobre espaços vetoriais ilustra o poder do método que estamos desenvolvendo. A Fórmula (13) é de- 
nominada desigualdade de Minkowski para integrais, em honra ao físico-matemático alemão Hermann 
Minkowski (1864-1909). = 


Lembre que pelo Teorema 7.9.1 um conjunto ortogonal de vetores não-nulos em R” é linearmente inde- 
pendente. O mesmo é válido em espaços com produto interno V arbitrários. 
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EXEMPLO 8 Uma função da forma 


Uma Base 
Ortogonal para T, 


A Álgebra Linear na História 


Hermann Minkowski é creditado como sen- 
do a primeira pessoa a reconhecer que es- 
paço e tempo, que até então eram vistos 
como quantidades independentes, pode- 
riam ser vistos juntos para formar o espaço- 
tempo contínuo. Isso forneceu o referencial 
para as idéias usadas por Albert Einstein pa- 
ra desenvolver suas teorias da relatividade. 


f(x) = (со + cı cosx + су cos2x + --- + c, cosnx) 


+ (d; sen x + dz sen 2x + --- + d sen nx) 


é denominada um polinómio trigonométrico. Se c, e d, nào sáo ambos nulos, dizemos 
que f(x) tem ordem n. Uma função constante é considerada um polinômio trigonométri- 
co de ordem zero. O conjunto de todos polinómios trigonométricos de ordem no máxi- 
mo n é o subespaço de C (—°, оо) gerado pelas funções do conjunto 


S = (1, cos x, cos 2х,..., cosnx, sen x, sen 2x, ..., sen nx} (14) 


Denotamos esse espaço por 7,. Mostre que 5 é uma base ortogonal de T, em relação ao 
produto interno integral 
2л 


(8) = А /(х)в(х) dx (15) 


Solução О conjunto S gera Т,, de modo que basta mostrar que 5 é um conjunto ortogo- 
nal, pois a independência linear então decorre da ortogonalidade. Para provar que $ é um 
conjunto ortogonal precisamos provar que é zero o produto interno de duas funções dis- 
tintas quaisquer desse conjunto, ou seja, que 


2л 
P (coska) = f coskxdx=0  (E=1,2,...,11) (16) 
Hermann Minkowski A 
sree) (1 send) = | кайхах=0  (k=1,2...,m) an 
0 
2л 
(cos px.cosqx) = f cos рх cosqx dx = 0 (р,9 = 1,2,...,пер £q) (18) 
о 
2л 
(sen px, senga) = | sen px sen qx dx = 0 (p.q =1,2,...,ne pq) (19) 
0 
2x 
(cos px, senga) = | cospxsengxdx=0 — (p,q—1,2,...,n) (20) 
0 


As duas primeiras integrais podem ser calculadas usando técnicas básicas de integração. A integral de (18) 
foi calculada no Exemplo 5 e as integrais de (19) e (20) podem ser calculadas de maneira análoga. Omiti- 


mos os detalhes. 


EXEMPLO 9 Encontre uma base ortonormal para T, em relação ao produto interno de (15) normalizando as funções da 
Bases Ortonormais base ortogonal S dada em (14). 


Solução Segue de (8) e técnicas básicas de integração que 


2x 
и = йл) = ү/ [IP dx = 2x 


2л 
l| cos рх || = (cos px, cos рх) = / cos? рх ах = Мл  (p=1,2,...,n) 
0 


[ po 
Isengx] =/(sengx,sengx) =) f segxdx 2T — (q—1,2,...,n) 
0 


Assim, normalizando os vetores de 5 obtemos a base ortonormal 


para T, 


1 
sr xeu п 


cosx cos2x cosnx senx sen2x sen nx 


(21) 


MELHOR Passamos a considerar o seguinte problema. 


APROXIMAÇÃO 
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Problema da Melhor Aproximação para Funções Dada uma função f que é contínua num interva- 
lo [a, b], encontre a melhor aproximação de f que pode ser obtida usando somente funções de um cer- 


to subespaço W de Cla, b] de dimensão finita especificado. 


É claro que precisamos esclarecer o que entendemos por “melhor aproximação”, mas dois exemplos típi- 
cos do problema são: 


1. Encontre a melhor aproximação de f(x) = sen x sobre o intervalo [0, 1] que pode ser encontrada 
usando polinômios de grau no máximo n. 

2. Encontre a melhor aproximação de f(x) = х sobre o intervalo [0, 27] que pode ser encontrada usan- 
do polinômios trigonométricos de ordem no máximo n. 


Vejamos, agora, como podemos interpretar o termo melhor aproximação. Sempre que uma quanti- 
dade é aproximada por uma outra é necessário haver uma maneira de medir o erro para estabelecer a pre- 
cisão da aproximação. Por exemplo, aproximando um número x por um outro número # é usual tomar o 
erro da aproximação como sendo 


Е = |х – #]| 
onde o valor absoluto serve para eliminar a distinção entre erros positivos e negativos. No caso em que qui- 


sermos aproximar uma função contínua f por alguma outra função contínua f sobre um intervalo [a, Б], o 
problema de descrever o erro é mais complicado porque precisamos levar em conta as diferenças entre 


/ fue f (x) ao longo de todo o intervalo [a, b] e não só num único ponto. Uma das medidas de erro é 
f Р 
E= | ife fold (2) 
LLL. A—————— " 
a b que pode ser interpretada geometricamente como a área entre os gráficos de fe de f ao longo do intervalo 
[a, Б). Assim, quanto menor a área, melhor a aproximação (Figura 9.2.3). 
pads = área Embora a Fórmula (22) seja atraente do ponto de vista geométrico, é muitas vezes mais convenien- 
Ыы te tomar о erro da aproximação de fpor f como sendo а distância entre fe f em relação ao produto inter- 
Figura 9.2.3 no integral de Cla, b), ou seja, como 


b 
Е =, })=\/- f | / UG) — fGOP dx Q3) 


Com essa medida de erro, a melhor aproximação para funções agora se transforma num problema de me- 
nor distância, que é análogo ao problema colocado no início da Seção 7.8. 
Problema da Distância Mínima para Funções Seja C[a, b] munido do produto interno integral. Dados 
um subespaço W de Cla, b] e uma função f que é contínua no intervalo [a, Б), encontre uma função femw 
que está mais próxima de f, ou seja, tal que lf — ÎII < 1.7 — &ll para qualquer função g em W distinta de 
f. Uma tal função f, se existir, é denominada a melhor aproximação quadrado médio de fem W. 


OBSERVAÇÃO A terminologia aproximação quadrado médio surge do seguinte fato: qualquer função ў 
ет W que minimiza (23) também minimiza 


Е, = pos / ло) — Ўодр ах Q4) 


e reciprocamente. A expressão (24) é denominada erro quadrado médio da aproximação de f por E 

Motivados pela nossa experiéncia com problemas de distáncia mínima em R”, é natural esperar que 
a melhor aproximação quadrado médio esteja estreitamente relacionada com projeções ortogonais. Em 
vista disso, não deveria ser surpreendente que a solução do problema de distância mínima seja fornecida 
pelo seguinte análogo da Fórmula (7) da Seção 7.9. 


Teorema 9.2.7 Se Wé um subespaço de dimensão finita de Cla, b] e se (f,, fy . . . + f.) é uma base or- 
tonormal de W, então cada função f em Cla, b] tem uma única melhor aproximação quadrado médio 
f em We essa aproximação é dada por 


fU RU tU A Q5) 


onde 


um- [голод U=1,2,....k) 


SÉRIES DE FOURIER О caso em que os vetores da base são polinômios trigonométricos é particularmente importante porque a pe- 
riodicidade 


dessas funções as torna uma escolha natural no estudo de fenômenos periódicos. Contudo, о sig- 
nificado mais profundo dos polinômios trigonométricos como vetores de base foi primeiro revelado pelo ma- 
temático francês Joseph Fourier (1768-1830), que, ao longo de seus estudos do fluxo de calor, observou que 
ndo onda leo Dc o ni 


do médio de f рос polinômios trigonométricos de ordem no máximo n. Como sabemos que essa aproximação 
En projeção ortogonal de fsobre Т, podemos calculá-la usando a Fórmula (25) se tivermos uma base ortonor- 
mal de T, ; vamos usar a base ortonormal (21) do Exemplo 9. Vamos denotar os vetores dessa base por. 


1 En "m" EM жал 
Lb" 0 h= r- h= E femme љ= E 
е seja a projeção ortogonal de fsobr T, dada por 
рој = $ +в жел ++- +a, соя] + [bi senz +--+ +b, senna] es 


onde devemos determinar os coeficientes. Com algum ajuste na notação, segue de (25) que esses coefi- 
cientes são dados por 


2 1 1 
а= va Бан de= RU f 


M" JG)cosnx dx 


һ= EE P | J)senx dx 


1 „ sennx 1 ү” 
һ= Чә = f д^ de [5 re enne de 
ош, mais sucintamente, 


Os números ay a, a. são denominados coeficientes de Fourier de f'e (26) € de- 
nominada a aproximação de Fourier de de enésima ordem. Vejamos um exemplo numérico. 


EXEMPLO 10 
(a) Encontre a aproximação de Fourier de f(x) = x de segunda ordem. 
(b) Encontre a aproximação de Fourier de fix) = x de enésima ordem. 
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Solução (a) А aproximação de Fourier de x de segunda ordem é 


x ~ 7 + [ау cosx + аз cos2x] + [by sen x + bz sen 2x] (29) 


onde ay, a, a,, b, e b, são os coeficientes de Fourier de x. Segue de (27) com k = 0 que 
29 1 f 
а= — го) а= т | x dx =?л 
л Jo л Jo 
Todos os outros coeficientes de Fourier podem ser obtidos de (27) e (28) usando integração por partes: 


1 f Ж ы Lm x = 
а= [| fG)coskz dx = т f xcoskx dx == po ae coo (30) 


b -i[^n )sen kx d. -[ atores | abs ани === @ 
E A X Sie UG x DEI Га Xx k "ian T (31) 


Assim, a, = 0, а, = 0, b, = 2 e b, = —1. Substituindo esses valores em (29), obtemos a aproximação de 
Fourier de segunda ordem 
x && z —2senx — sen2x 


Solução (b) А aproximação de Fourier de x de enésima ordem é 


x 5 O + [ai cosx +++: a cosnx] + [bi senx +++: + b, sennx] 


de modo que, por (30) e (31), essa aproximação é dada por 


sen2x  sen3x sen nx 
хл – 2 { ѕепх + 2 + 3 +++ 


Os gráficos de f(x) = x e de algumas de suas aproximações de Fourier são mostradas na Figura 9.2.4. ш 


y y y 


— Mo ьш о зз 


E 28 0 
1234567 


Ту=т-2(зепх i sen 25) | Te=m-2(sen x+} sen 2x 


2 
1 1 
+ sendx+- +, sen 6x) 


Figura 9.2.4 


Pode ser provado que se fé contínua no intervalo [0, 27], então o erro quadrado médio na aproxima- 
ção de Fourier de f de enésima ordem tende a zero com n — оо. Isso é denotado escrevendo 


ЈО) = 2 + У Ма, cos kx + by sen kx) 
per 


que é denominada a série de Fourier de f. 


PRODUTOS INTERNOS Os produtos internos em R” surgem naturalmente no estudo de funções do tipo 
ARBITRÁRIOS EM R” xAy Q2) 


nas quais A é uma matriz n х п com entradas reais e x e y são vetores em А" que são dados em forma de 
coluna. Para cada x e y em R” a quantidade (32) é uma matriz 1 x 1 e portanto pode ser tratada como um 
escalar. Além disso, se у é fixado, então a aplicação x х'Ау é uma transformação linear de R” em R, e se 
x é fixado, então a aplicação y > x'Ay também é uma transformação linear de R" em R (Exercício P3); as- 
sim, (32) é denominada uma forma bilinear ou, mais precisamente, a forma bilinear associada a A. O 
próximo teorema mostra que todos produtos internos em R” surgem de certos tipos de formas bilineares. 
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EXEMPLO 11 
Produtos Internos 
Euclidianos 
Ponderados de Novo 


EXEMPLO 12 
Definindo um Produto 
Interno a partir de uma 

Matriz Positiva Definida 


Teorema 9.2.8 Se A é uma matriz simétrica positiva definida e se os vetores de К" são dados em for- 
ma de coluna, então 


(u, v)=u'Ay (33) 


é um produto interno em К" e, reciprocamente, se (и, v) é um produto interno qualquer ет R”, então existe uma 
única matriz simétrica positiva definida A para a qual (33) vale para quaisquer vetores-coluna u e v em R". 


A matriz A nesse teorema é denominada a matriz do produto interno. 


Prova Para provar a primeira afirmação do teorema, devemos confirmar que (33) satisfaz os quatro axio- 
mas de produto interno da Definição 9.2.1: 


+ Axioma 1 Como u'Av é uma matriz 1 x 1, ela é simétrica e portanto 
(u,v)=u'Av=(u'Av) = у Аш = у Аи = (у, и) 
* Axioma 2 Usando propriedades da transposta obtemos 
(и + v, м) = (и + v)'Aw = (и + у')Азу = u'Aw + v/Aw = (u, w) + (у, w) 
e Axioma 3 Novamente usando propriedades da transposta obtemos 
(au, v) = (au)'Av = (au Av = a(u'Av) = alu, v) 


+ Axioma 4 Como A é simétrica positiva definida, a expressão (v, у) = У Ау é uma forma quadráti- 
ca positiva definida e portanto a Definição 8.4.2 implica que 


(v, v)=v'Av>0 e (v, v)=0se, e somente se, v = 0 


Para provar a recíproca, seja (и, v) um produto interno em А" e sejam e,, €, . . . , e, os vetores unitá- 
rios canónicos. Pode ser mostrado que 
(ee) (е, ez) +- (ene) 
Se , e tez, 
A a 1) © ( iil (34) 
(en, еј) (€n,€2) -++ (en, ел) 
é uma matriz simétrica positiva definida e que (и, у) = и'Ау vale para quaisquer u e v em R”. Além disso, 
essa é a única matriz com essa propriedade. = 


PROBLEMA CONCEITUAL Mostre que a Fórmula (33) no Teorema 9.2.8 pode ser escrita em notação de 
produto escalar como (и, у) = Ай. v. 


Se w,, Wo, - - ‚ W, São números reais positivos, então 
ш O se. 0 
ТЕ е - 
0 10 - w, 


é simétrica positiva definida (verifique) e portanto sabemos que (и, v) = u'Av é um produto interno. De fa- 
to, é o produto interno euclidiano ponderado com pesos w,, Wy, - . . , w,, pois 


ш 0... 0 vi 
0 w 0 

(о, у) = ШАу = [u ш c €w]|. . 02 « = шшш + Ш2и202 + +++ + WnlinUn 
0 0 un] LU " 


Mostre que (и, v) = 6u,v, — 2u,v, — 2u,v, + 3u,v, define um produto interno em R°. 
Solução А expressão dada pode ser escrita em formato matricial como (и, у) = и Ау, onde 


ve; a 


A matriz A é simétrica positiva definida pelo Teorema 8.4.5, de modo que (u, v) é um produto interno pe- 
lo Teorema 9.2.8. ш 
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Exercícios 9.2 
1. Seja (п, у) o produto interno euclidiano ponderado em № definido 13. 14. 7 


por 
(u, v) 23u,v, + 2u,v, 
e considere os vetores u = (2, -3) e v = (1, 4). 
(a) Calcule (u, v). 
(b) Calcule [|| e fvl]. 
(c) Calcule o cosseno do ângulo entre u e v. 
(d) Calcule a distância entre u e v. 
2. Repita o Exercício 1, agora com (и, v) = u,v, + 4u,v,, u = (C1, 6) e 
v=(2,-5). 
3. Mostre que os vetores u = (1, 1) e v = (2, -3) são ortogonais em re- 


lação ao produto interno do Exercício 2 e confirme o Teorema de 
Pitágoras para esses vetores. 


4. Mostre que os vetores u = (3, 1) e v = (4, -3) são ortogonais em re- 
lação ao produto interno do Exercício 2 e confirme o Teorema de 
Pitágoras para esses vetores. 


Nos Exercícios 5 e 6, sejam u = (u,, и„ u;) e v = (v, Vy V,). A expres- | 
são dada para (и, у) não define um produto interno em R porque um | 
ou mais axiomas de produto interno não valem. Liste todos os axiomas 
da Definição 9.2.1 que falham. 


5. (a) (u, v) = uzv + usvs, 
(b) (u, v) = шуу + изи + изи}. 
(с) (u, V) = 4,0, — из» + usos, 
6. (a) (U, v) = uivi + usvs, 
(b) (U, v) = uiv + uova + usos, 
(с) (u, v) = uivi + и202 — usvs, 


7. Confirme a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade trian- 
gular de vetores para o produto interno e os vetores do Exercício 1. 


8. Confirme a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade trian- 
gular de vetores para o produto interno e os vetores do Exercício 2. 


Nos Exercícios 9 e 10, confirme que 5 = (v,, V}, v,) é um conjunto or- 
togonal em relação ao produto interno euclidiano ponderado em R° e, 
normalizando os vetores, transforme $ num conjunto ortonormal. 


9. (u, v)=u,v,+3u,v, + 24,v;; v,=(1,1, 1), 
w=(1,-1, Dev,=(2,0,-1) 


10. (u, v) = 2u,v, + u,v, + 3u,vy; v; = (3,3, 3), 
v,2 (2,2, 2)e v, = (4,8, 0) 


Nos Exercícios 11 e 12, esboce o círculo unitário para o produto 
interno dado. 


11. (u, у) = иң + фи» 12. (u, v) = Luv lun. 


15. Seja СО, 1] munido do produto interno integral 
1 
Ов) = | лове) а 


e suponha que f(x) = x e g(x) zx. 

(a) Calcule (f, g) para as funções dadas. 
(b) Calcule || f e || g ll 

(c) Calcule o cosseno do ángulo entre fe g. 
(d) Calcule a distância entre fe g. 


16. Seja C[-1, 1] munido do produto interno integral 
1 
(А8) = f " /(х)в(х) dx 


e suponha que f(x) 2 x! -xe g(x) 2 x 1. 
(a) Calcule (f, g) para as funções dadas. 
(b) Calcule || f|] e || e ll. 
(c) Calcule o cosseno do ángulo entre fe g. 
(d) Calcule a distância entre fe g. 

17. Seja СТО, 1] munido do produto interno integral do Exercício 15. 
(а) Mostre que f(x) = 1 e fa(x) = 4 — x são ortogonais. 
(b) Confirme que f, e f, satisfazem o Teorema de Pitágoras. 
(c) Encontre a melhor aproximagáo de mínimos quadrados da fun- 

ção Дх) = х? por funções em ger[f,,f,). 

18. Seja C[-1, 1] munido do produto interno integral do Exercício 16. 
(a) Mostre que f(x) 2 x e f(x) = Xx -158o ortogonais. 
(b) Confirme que f, e f, satisfazem o Teorema de Pitágoras. 
(c) Encontre a melhor aproximacáo de mínimos quadrados da fun- 

ção constante f(x) = 1 por funções em ger (f,,f,). 

19. Mostre que se p e q são inteiros positivos distintos, então as funções 
f(x) = sen px e glx) = sen qx são ortogonais em relação ao produto 
interno do Exemplo 8. 

20. Mostre que se p e q são inteiros positivos, então as funções f(x) = 
cos px e g(x) = sen qx são ortogonais em relação ao produto in- 
temo do Exemplo 8. 


21. Encontre a aproximação de Fourier de segunda ordem de f(x) = e”. 
22. Encontre a aproximação de Fourier de segunda ordem de f(x) = e”. 
23. Encontre a aproximação de Fourier de enésima ordem de f(x) = 3x. 
24. Encontre a aproximação de Fourier de enésima ordem de f(x) = 1 + 2x. 


Nos Exercícios 13 e 14, encontre um produto interno euclidiano pon- 
derado em R? cujo círculo unitário seja a elipse dada. 


Nos Exercícios 25 e 26, mostre que a expressão para (u, v) define um 
produto interno em R°. 
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25. (u, v) =2u,V, — U,V, — uv, + Ausv; 

26. (и, v) = 3u, v; — 2u,v, — 24,v, + Зи,у, 

27. O Teorema 1.2.14 estabelece a lei do paralelogramo 
lu + vi? + lu — vi? = 2 (lul? + 112) 


para vetores em А". Mostre que essa igualdade vale em qualquer es- 
paço com produto interno. 


28. Mostre que a seguinte igualdade vale em qualquer espaço com pro- 
duto interno: 
(о, v) = 1 (lu + vil? — Iu — vi?) 


29. Assim como os axiomas de produto interno num espaço vetorial real 
são motivados pelas propriedades do produto escalar no Teorema 1.2.6, 


Discussão e Descoberta 


DI. Seu еу são vetores unitários ortogonais num espaço com produto in- 


terno, então ||u — v|| = - Justifique sua resposta com as con- 
tas apropriadas. 


D2. Encontre o valor de a para o qual 
(п, v) = 5и,у, — 3u,v, — 3u,v, + ашу, 
define um produto interno em R°. 
D3. Se U = [u,] e V = [v,] são matrizes 2 x 2, então o valor da expressão 
tU V) = uj vi Жи; + иду, ss 


é o mesmo que o valor de u * v para os vetores u = e 
v= . Segue que (U, V) = tr(U”V) satisfaz os axiomas 
Trabalhando com Provas 


P1. Prove que se А é uma matriz n x n invertível e u e y são vetores em R^, 
então a fórmula (и, v) = Au * Av define um produto interno em R”. 


P2. Prove que o produto interno euclidiano ponderado definido pela 
Fórmula (3) satisfaz os axiomas de produto interno. 


P3. Prove: Se у é um vetor fixado em №", então a aplicação x x Ay de- 
fine uma transformação linear de R" em R. 


P4. Prove que a matriz A na Fórmula (34) é simétrica e positiva definida. 


Usando Recursos Computacionais 


Т1. Encontre as aproximações de Fourier de ordens 1, 2, 3 e 4 da função 
Дх) =x e compare os gráficos dessas aproximações com o gráfico 
de f no intervalo [0, 2л]. 


T2. No Exemplo 3 da Seção 7.8 encontramos a solução de mínimos 
quadrados do sistema linear 
n- m=4 
Зх +2m=1 
—2x, + 4x, =3 
Use o resultado do Exercício Р5 para encontrar a solução de míni- 
mos quadrados desse sistema em relagáo ao produto interno eucli- 
diano ponderado (и, v) = 3u,v, + 2u,v,. 
T3. (SCS) Seja W o subespago de C[-1, 1] gerado pelos polinômios li- 
nearmente independentes 1, x, x e x°. Mostre que se o processo de 


também os axiomas de produto interno num espaço vetorial complexo 
são motivados pelas propriedades do produto escalar complexo no 
Teorema 8.8.5. Assim, se V é um espaço vetorial complexo, então um 
produto interno complexo em V é uma função que associa um único 
número complexo (и, v) a cada par de vetores и e у em V de tal manei- 
ra que os Axiomas 2, 3 e 4 da Definição 9.2.1 valem, mas o Axioma 1 
é substituído рог (и, у) = (Y, Ч). Um espaço vetorial complexo com 
um produto interno complexo é denominado um espaço com produto 
interno complexo. As noções de comprimento, distância e ortogonali- 
dade num espaço vetorial complexo são definidas pelas fórmulas na 
Definição 9.2.2, exatamente como no caso de espaços vetoriais reais. 
(a) Mostre que a fórmula (u, v) = 3u,U, + 2u;v; define um pro- 
duto interno complexo em C". 
(b) Sejam и = (i, 20) e v = (3i, —i) e calcule (и, v), [Jul], ||v|| e a dis- 
tância entre u e v em relação ao produto interno da parte (a). 


de produto interno e portanto define um produto interno no espa- 
go vetorial Я 


04. Sep e q são os polinômios р(х) = c, cx +... + с, ед(х) do 
dx... dX, então o valor da expressão 


(р. = cd, * cd, ... ed, 


é o mesmo que o valor de u · v para os vetores u = e 
v= no espaço vetorial . Isso implica que 
(p, q) satisfaz os axiomas de produto interno e portanto define um 
produto interno no espago vetorial 


DS. Quais condições sobre os escalares r e s garantem que a expressão 
(и, v) = (ru) - (sv) define um produto interno em R"? 


PS. Lembre que se A é uma matriz m X n, então X é uma solução de mí- 
nimos quadrados do sistema linear Ах = b se, e somente se, x = € 
minimiza ||b — Ax]| em relação à norma euclidiana de А". Mais geral- 
mente, se a norma é calculada em relação ao produto interno (u, v), 
então % é denominada uma solução de mínimos quadrados em re- 
lação a (u, v). Prove que se M é uma matriz simétrica e positiva de- 
finida, então x = € é uma solução de mínimos quadrados de Ax = b 
em relação ao produto interno (и, v) = u' Mv se, e somente se, é uma 
solução exata de A'MAx = A" Mb. 


Gram-Schmidt é aplicado a esses polinômios usando o produto inter- 
no integral 


1 
fg) = / А /(х)в(х) ах 
então os vetores resultantes da base ortonormal de W são 


4. Jie Hee- i/i6s-35 


Esses polinômios são denominados os polinômios de Legendre 
normalizados, em homenagem ao matemático francês Adrien- 
Marie Legendre (1752-1833), que primeiro reconheceu sua im- 
portáncia no estudo da atração gravitacional. (Nota: Para resolver 
este problema, provavelmente será necessário combinar os co- 
mandos de integração com os de aplicação do processo de Gram- 
Schmidt a funções.) 
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TRANSFORMAÇÕES 
LINEARES 
1А$ 


EXEMPLO 1 
Transformações Nulas 


EXEMPLO 2 
O Operador Identidade 


EXEMPLO 3 
Operadores de Homotetia 


Seção 9.3 Transformações Lineares 
Arbitrárias; Isomorfismo 


Até aqui, o nosso estudo de transformações lineares estava centrado em transformações de R^ em R”. Nesta seção, va- 
mos voltar nossa atenção a transformações lineares envolvendo espaços vetoriais arbitrários e vamos ilustrar várias ma- 
neiras pelas quais essas transformações ocorrem. Também vamos utilizar nosso trabalho com transformações arbitrá- 
rias para estabelecer uma relação fundamental entre espaços vetoriais de dimensão finita e o R”. Em alguns exemplos, 
será necessário algum conhecimento de Cálculo. 


A definição de transformação linear de um espaço vetorial arbitrário V num espaço vetorial arbitrário W é 
análoga à Definição 6.1.2. 


Definição 9.3.1 Se T: V ^ W é uma função de um espaço vetorial V num espaço vetorial W, então 
dizemos que T é uma transformação linear de V em W se as duas propriedades seguintes valem para 
quaisquer vetores u e y em Ve qualquer escalar a: 


() T(au) =aT(u) [Homogeneidade] 
(i) T(u + y) = T(u) + Т(у) [Aditividade] 


No caso especial em que V = W, dizemos que a transformação linear T é um operador linear do es- 
paço vetorial V. 


A homogeneidade e a aditividade de uma transformação linear T : V — W podem ser usadas em combina- 
ção para mostrar que se v, e v, são vetores em V e c, e c, são escalares quaisquer, então 


Т(суу + cova) = eiT(vi) + eoT(v;) 
Mais geralmente, se v,, V» . .. , у, São vetores em Ve c,,c,,...,c, são escalares quaisquer, então 


T(civi + cova + +++ + суу) = iT(vi) + с;Т(уз) +++ + СЕТКУ) а) 


Deixamos a cargo do leitor modificar a prova do Teorema 6.1.3 apropriadamente para provar a seguinte 
generalização daquele teorema. 


Teorema 9.3.2 SeT: V— W ё uma transformação linear, então 
(a) T(0)=0 
(b) T(-u) = -T(u) 
(с) T(u- у) = Tu) - Т(у) 


Se Уе W são dois espaços vetoriais quaisquer, então a aplicação Т: V — W dada рог T(v) = 0 para cada vetor 
vem V é denominada a transformação nula ou transformação zero de V em W. Essa transformação é linear 
porque se u e у são vetores quaisquer em V e a é um escalar qualquer, então T(au) = 0 e aT(u) = a 0 =0, de mo- 
do que 

T(au) = aT(u) 
Também, T(u + v ) = T(u) = Т(у) = 0, de modo que 

T(u + v) = T(u) + T(v) п 


Se V é um espaço vetorial qualquer, então a aplicação T : V — V dada por T(v) = v para cada vetor v em V 
é denominada o operador identidade de У. Deixamos a cargo do leitor mostrar que T é linear. L| 


Se V é um espaço vetorial e k é um escalar, então a aplicação Т: V — V dada рог T(v) = kv é um operador 
linear de V, pois se a é um escalar qualquer e se v e w são vetores quaisquer em V, então 

T(av) = k(av) = a(kv) = aT(v) 

T(v + w) = k(v + w) = kv + kw = Т(у) + T(w) 
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Dizemos que T é uma homotetia de V e, se 0 < К « 1, dizemos que T é a contração de V de razão К; se 


k> 1, dizemos que T é a dilatação de V de razão k (Figura 9.3.1). ш 
ым, 70 n A ES 
Figura 9.3.1 Contração de V Dilatação de V 


EXEMPLO 4 Sejam V um espaço com produto interno, v; um vetor fixado em Ve Т: V — R а transformação 


Uma Transformação х) = (х, v. 
Lincar num Espaço Ton ( : o) 
com Produto Interno que leva cada vetor x em seu produto interno com v,. Essa transformação é linear, pois se a é um escalar 


qualquer e se и e v são vetores quaisquer de V, então segue das propriedades do produto escalar que 
T(au) = (au, vo) = alu, vo) = aT(u) 


T(u + v) = (и + v, vo) = (и, Vo) + (v, vo) = T(u) + Т(у) = 
EXEMPLO 5 Sejam V um subespago de F (-oo, о), 
Uma Transformagáo х.х х 
de Avaliação IC PINE 
números reais distintos e T : V — А" a aplicação 
TCf) = (РО), f G2)... Оа) (2) 
que associa a f sua ênupla de valores nos pontos x,, X» .. . , x,. Dizemos que essa aplicação é a transfor- 


mação de avaliação de V em x,, x,, . . . , х,. Assim, por exemplo, se 
x=-1, 2x22, x=4 
e se f(x) =x – 1, então 
TS) = (РО), f G2), f G3)) = (0, 3, 15) 
A transformação de avaliação em (2) é linear, pois se c é um escalar qualquer e se fe g são quaisquer 
funções em V, então 
T(cf) = (ср) (х1), (ср) оо), ..., (Се) (хь) 
= (cf (x1), cf (2)... cf (xn) 
= c(f (x1), РО), ..., РО) = СТР) 


T(f +8) = (4 +8), (F + 8x2), .-- CF + 8)(х„)) 
= (f (x1) + 8x1), f (2) + 82)... fO) + 8(х„)) 
= (f1), /(х›),...› /(х„)) + (GG), 802), - -., &(х„)) 
= Т(/) + T(g) n 


EXEMPLO 6 Sejam У = С'(—о, oo) o espaço vetorial das funções reais com derivada primeira contínua em (—оо, оо), 
Transformações W = C (—ee, оо) o espaço vetorial das funções reais contínuas em (—ee, со) e 


de Derivação D(f) =f 


a transformação que leva fem sua derivada primeira. A transformação D : V > W é linear, pois se c é uma 
constante qualquer e se fe g são quaisquer funções em V, então as propriedades da derivada implicam que 


D(cf) = cD(f) e D(f + 8) = D(f) + D(g) 
Mais geralmente, se 
DPS” 


denota a derivada de ordem k-ésima de f, então D' : V — W é uma transformação linear de V = C*(-oo, оо) 
em W = С(—оо, оо), Também, dados escalares 


85/05: 0, 
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EXEMPLO 7 
Uma Transformação 
Integral 


EXEMPLO 8 
Algumas Transformações 
de Espaços Matriciais 


NÚCLEO E IMAGEM 


EXEMPLO 9 
Núcleo e Imagem da 
Transformação Nula 


quaisquer, entáo 
(anD" + a DO HADAS = af? tan ft 4 +a + ао 


é uma transformação linear de V = C'(—o, oo) em W = С(—оо, оо). a 


Sejam V = C(=o, оо) o espaço vetorial das funções reais contínuas em (—oo, оо), W = C'(—e, оо) o espaço 
vetorial das funções reais com derivada primeira contínua em (—ee, e») e J : V > W a transformação que 
leva uma função f(x) em Vem 


ХР = f “rode 


Por exemplo, se f(x) = x, então 


x PT x? 
р = | Pda=>| == 
(Р [ 51, : 


A transformação J : V —› W é linear, pois se c é uma constante qualquer e se fe g são quaisquer funções 
em V, então as propriedades da integral implicam que 


Jef) = [ cf) dt =с "A f() dt — eJC) 
+8) = F (f() +80) dt = ГА f dt + [ g() dt = J() + J() " 


Seja M,, o espaço vetorial das matrizes reais n х n. Em cada parte, determine se a transformação Т: М, >R 
dada é linear para n > 1. 
(а) ТА) = (А) (b) T(A) = det(A) 
Solução (a) Segue das partes (b) e (c) do Teorema 3.2.12 que 
T(cA) = tr(cA) = c tr(A) = cT(A) 
T(A + B) =tr(A) + tr(B) = T(A) + T(B) 
de modo que T é uma transformação linear. 


Solução (b) Sabemos da parte (c) do Teorema 4.2.3 que 
det(cA) = c" det(A) 
Assim, a propriedade de homogeneidade T(cA) = cT(A) não vale para quaisquer A em M. Isso sozinho já 


estabelece que T não é linear. Contudo, também sabemos que, em geral, (A + B) # det(A) + det(B), pelo 
Exemplo 8 da Seção 4.2, de modo que a aditividade também falha. = 


PROBLEMA CONCEITUAL Ё a transformação A — A” um operador linear de M, ? Explique. 


As noções de núcleo e imagem são análogas às de transformações lineares de А" em R^ (compare com as 
Definições 6.3.1 e 6.3.6). 


Definição 9.3.3 Se T: V — W é uma transformação linear, então o conjunto de vetores em V que T 
leva em 0 é denominado o núcleo de T e é denotado por nuc(7). 


Definição 9.3.4 Se T: V — W é uma transformação linear, então a imagem de Т, denotada por im(T), 
é o conjunto de todos vetores em W que são imagem de pelo menos um vetor em V, ou seja, im(T) é a 
imagem do domínio V pela transformação T. 


Se T: V > W é a transformação nula, então T leva cada vetor em V no vetor 0 de W. Assim, im(T) = (0) 
e nuc(T) = V. п 
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EXEMPLO 10 


Núcleo e Imagem 
da Identidade 


EXEMPLO 11 
Núcleo e Imagem de 


uma Transformagáo 
de Produto Interno 


EXEMPLO 12 
Núcleo e Imagem de 


uma Transformação 
de Avaliação 


EXEMPLO 13 
Núcleo e Imagem de 


uma Transformação 
de Derivação 


PROPRIEDADES 
DO NUCLEO 
E DA IMAGEM 


Seja T : V — V o operador identidade de V. Como Т(у) = v, cada vetor em V é a imagem de um vetor em 
V (a saber, ele mesmo), de modo que im(7) = V. Também T(v) = 0 se, e somente se, v = 0, de modo que 
nuc(7) = (0). H 


Sejam V um espaço com produto interno não-nulo, v; um vetor fixado em V e T: V — R a transformação 
Tx) = (x, vo) 


O núcleo de T consiste em todos vetores x de V tais que (x, v) = 0, portanto, geometricamente, nuc(T) é 
o complemento ortogonal v; de v;. Também, im(7) = К, pois cada número real k é a imagem de algum 
vetor em V. Precisamente, temos 


Vo Vo k 
үү A lE. oun Даи, ЕТ 
( = ( Ivo ») їз? o Yo) A 


Sejam x,, X» . . ., x, números reais distintos e suponha que Т: P, , — R seja a transformação de avaliação 
Тф) = (р(х), PŒ), . . - , P) 

definida no Exemplo 5. Para encontrar o núcleo de T, suponha que 7(p) = 0 = (0, 0, . . . , 0). Isso implica que 
р(х)=0, р(х)=0,...‚ p(x)=0 


o que significa que x,, X» . . . , x, são raízes distintas do polinômio p. Contudo, um polinômio não-nulo de 
grau n — 1 ou menor pode ter no máximo n — 1 raízes distintas, de modo que devemos ter р = 0, ou seja, 
р(х) = О para cada x em (—о°, co). Assim, 


пис(Т) = (0) 


Para encontrar a imagem de T, seja y = у, Y», . . - , y, um vetor qualquer em К". Sabemos pelo Teorema 
2.3.1 que existe um único polinômio p de grau no máximo n — 1 cujo gráfico passa pelos pontos 


Ce у), У), + +++ Ero Y 
e para este polinómio temos 
р(х)=у„ Р(х) =у»..., Р(х) =, 


Isso significa que 7(p) = (y, Y» . - . Y,) = y, mostrando que cada vetor ет R” é a imagem de algum poli- 
nômio em P, | ,. Assim, 


im(T) = К" = 


Seja D : C'(—e, 00) > С(—°, œ) a transformação de derivação 
рф =f" 


Para encontrar o núcleo de D, suponha que D(f) = 0, ou seja, f(x) = 0 para cada x no intervalo (—оо, оо), Sa- 
bemos do Cálculo que se f(x) = 0 num certo intervalo, então fé constante neste intervalo. Assim, 


nuc(D) = conjunto das funções constantes ет (—oo, оо) 


Para encontrar a imagem de D, seja g(x) uma função qualquer de x que é contínua em (—о, оо) e defina a 
função f(x) por 


го) = [soa 
Segue do Teorema Fundamental do Cálculo que 
d ү 
D) = de f 80 4=500 


o que mostra que cada função g em С(—°, о) é a imagem por D de alguma função em C'(-oo, о). Assim, 
im(D) = С(—°, о) m 


Na Seção 6.3 provamos que o núcleo e a imagem de uma transformação linear de R” em R” são subespa- 
cos de R” e R”, respectivamente, e que uma transformação linear de R” em R” leva subespaços de R” em su- 
bespaços de R” (ver Teoremas 6.3.2, 6.3.5 e 6.3.7). Se examinarmos as provas desses teoremas, veremos 
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EXEMPLO 14 
Uma Aplicação a 
Equações Diferenciais 


EXEMPLO 15 
Avaliação de Polinômios 
€ Injetora e Sobre 


que elas somente utilizam as propriedades de fechamento de subespaços e as propriedades de homogenei- 
dade e aditividade de transformações lineares. Assim, esses teoremas também valem para transformações 
lineares arbitrárias, com as mesmas provas. 


Teorema 9.3.5 SeT: V — Wé uma transformação linear, então T leva subespagos de V em su- 
bespaços de W. 


Teorema 9.3.6 SeT: У ә Wé uma transformação linear, então nuc(T) é um subespago de V e im(T) 
é um subespaço de W. 


Equações diferenciais da forma 
у'+ ау=0 (onde q é uma constante positiva) (3) 


aparecem no estudo de vibrações. O conjunto de todas soluções dessa equação no intervalo (—оо, оо) é o 
núcleo da transformação linear D : C(-oo, оо) — С(—оо, оо) dada por 

DG) =y"+ ay 
Prova-se em livros elementares de Equações Diferenciais que o núcleo é um subespaço bidimensional de 
С'(—°, о), de modo que basta encontrar duas soluções linearmente independentes de (3) para concluir que 
todas as soluções podem ser expressas como combinações lineares dessas duas. Deixamos a cargo do lei- 
tor confirmar por derivação que 

у, =соѕах е y,-senax 


são soluções de (3). Essas funções são linearmente independentes, pois nenhuma é um múltiplo escalar da 
outra, e portanto 
y =C,cosax + c,senax (4) 


é uma “solução geral” de (3), ou seja, qualquer escolha de c, e c, produz uma solução e cada solu- 
ção é dessa forma. = 


PROBLEMA CONCEITUAL Confirme a independência linear de y, e y, usando o teste do wronskiano 
(Teorema 9.1.5). 


Mantendo a terminologia das Definições 6.3.9 e 6.3.10, dizemos que uma transformação linear 
Т: V > W € injetora se leva vetores distintos de V em vetores distintos de W e dizemos que T é so- 
brejetora, ou simplesmente sobre, se a imagem de T é todo espaço W. Deixamos a cargo do leitor 
adaptar a prova do Teorema 6.3.11 de maneira apropriada para provar a seguinte generalização daque- 
le teorema. 


Teorema 9.3.7 SeT: V — W ита transformação linear, então as seguintes afirmações são 
equivalentes: 
(a) Té injetora. 


(b) пис(Т) = (0). 


Sejam x,, X» . . ., x, números reais distintos e T: P, , — Ra transformação de avaliação 
Тф) = (р(х), Р(х), - - - рх) 
definida no Exemplo 5. No Exemplo 12 mostramos que nuc(7) = (0), de modo que segue pelo Teorema 
9.3.7 que T é injetora. Isso implica que se р e q são polinômios de grau no máximo n — 1 e se 
(р(х\),р(х),... , p(x.)) = (4(х,), 40), - - -, 4(х„)) 
entáo p = q. Isso é simplesmente uma outra maneira de interpretar a parte do Teorema 2.3.1 que trata da 
unicidade da interpolação polinomial. а 
Sabemos pelo Teorema 6.3.14 que um operador linear de А" é injetor se, e somente se, é sobre. Соп- 
tudo, se examinarmos a prova daquele teorema, veremos que a dimensão finita desempenha um papel es- 
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EXEMPLO 16 
Injetor mas Não Sobre 
e Sobre mas Não Injetor 


ISOMORFISMO 


sencial. O próximo exemplo mostra que um operador linear num espaço vetorial de dimensão infinita po- 
de ser injetor sem ser sobre ou sobre sem ser injetor. 


Seja У = R” o espaço das seqüéncias discutido no Exemplo 2 da Seção 9.1 e considere os operadores de V 
definidos por 


DO Vemos Va) O Vase Viso) 


TV Vo e Vy e) mA V Voe cos Raises) 


Pode ser mostrado que esses operadores são lineares. O operador 7, é injetor porque vetores distintos 
de R^ têm imagens distintas, mas não é sobre porque, por exemplo, nenhum vetor de R^ é levado em 
(1,0,0,...,0,...). O operador T, não é injetor porque, por exemplo, os vetores (1, 0, 0,...,0,...) 
е (0, 0, 0, . . . , 0, . . .) são ambos levados em (0, 0, 0, . . . , 0, . . .), mas é sobre (por qué?). п 


OBSERVAÇÃO As transformações do exemplo acima (que muitas vezes são designadas pelo termo inglês 
shift) surgem em problemas de comunicação nos quais uma seqüéncia de sinais v,, V» . . . , v, . .. É trans- 
mitida em instantes de tempo £,, t» . . . , ta» . . .. O operador Т, descreve a situação em que um atraso na 
transmissão faz com que o receptor grava o sinal v, no instante t, e o operador Т, descreve a situação em 
que os relógios do transmissor e do receptor não estão sincronizados e o receptor grava o sinal у, no ins- 
tante em que seu relógio marca o tempo como sendo t,. 


Embora a maioria dos teoremas deste livro tenha sido relacionada com o espaço vetorial R”, isso não é tão 
restritivo como possa parecer, pois mostraremos que o R” é “a mãe de todos” espaços vetoriais reais de di- 
mensão finita, no seguinte sentido: qualquer espaço vetorial real n-dimensional difere de А" somente em 
termos da notação usada para representar seus vetores. Para esclarecer o que isso significa, considere o es- 
paço vetorial n-dimensional P, , dos polinômios de grau no máximo n — 1. Cada polinômio nesse espaço 
pode ser expresso de maneira única na forma 
р(х) = а,+ах+...+а„_ x 
e, portanto, é univocamente determinado pela sua ênupla de coeficientes 
(аа: sera =D 
Assim, a transformação 
Ta+ax+...+a, x )=(a,a,...,a,.) 


que também podemos denotar por 


T 
! —» (49,41, ..., Gp-1) 


а + ах +. + арх" 
é uma aplicação injetora e sobre de P, , ет R”. Além disso, T é linear, pois se c é um escalar e se 
р(х) =a +ах+::: Балх") e а(х)= bo + bix c b, ax"! 
são polinômios de P, ,, então 


T(cp(x)) = T(cao + cajx + +: + cay 1x") 


zz (Cao, 605, «003 C041) 
=e (ai diraa) 
=cT(p(x)) 


T(p(x) + 4(х)) = T((ao + bo) + (ai + bx +--+ + (an-1 + bp-1)x""") 
= (ao + bo, a +b1,...,On-1 + 6,1) 
= (ао, 41, ...,Qn-1) + (bo, bi, ..., bi) 
= T(p(x)) + T(q(x)) 
O fato dessa transformação ser injetora, sobre e linear significa que ela associa os polinômios de P, , com 


as ênuplas de R” de tal maneira que as operações sobre os vetores em cada um dos espaço podem ser efe- 
tuadas usando as contrapartidas desses vetores do outro espaço. Aqui temos um exemplo. 
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EXEMPLO 17 
Combinando Р, com А? 


A tabela a seguir mostra como a transformação 


T 
49 + aix + a3x? — (ao, a1, аз) 


combina as operações vetoriais de P, com as de R. 


3(1 — 2x + 3x?) = 3 — 6x + 9x? 3(1,-2,3) = (3, —6, 9) 


| О+х-х)+-х+5) =3+40 | 2,1,- +0, -1,5) = (3,0,4) 


(4+ 2х +3x?) — (2 — 4х + 3х2) =2 + 6x 


(4, 2, 3) — (2, —4, 3) = (2, 6, 0) 


Assim, embora um polinômio a, + a,x + а, seja, obviamente, um objeto matemático diferente de um terno or- 
denado (a,, a, а,), os espaços vetoriais formados por esses objetos têm a mesma estrutura algébrica. a 


Em geral, se Ve W são espaços vetoriais e se existe uma transformação linear injetora e sobre de V 
em W, então os dois espaços vetoriais têm a mesma estrutura algébrica. Descrevemos essa situação dizen- 
do que Ve W são isomorfos (uma palavra formada pelos radicais gregos iso, que significa “idêntico” e 
morfo, que significa “forma”). 


A Álgebra Linear na História 


Os métodos da Álgebra Linear estão sendo 
utilizados no novo campo do reconheci- 
mento facial computadorizado. Os pesqui- 
sadores da área estão trabalhando com a 
idéia que toda face humana num certo gru- 
po racial é uma combinação de umas pou- 
cas dúzias de formatos primários. Por exem- 
plo, analisando as imagens tridimensionais 
escaneadas de muitas faces, pesquisadores 
da Universidade Rockefeller produziram tan- 
to um formato facial médio do grupo cau- 
cásico, denominado face média (à esquer- 
da na linha superior na figura abaixo), quan- 
to um conjunto de variações padronizadas 
daquele formato, denominadas autofaces 
(15 das quais estão exibidas na figura abai- 
xo). Essas formas são assim denominadas 
por serem autovetores de uma certa matriz 
que armazena a informação facial digitaliza- 
da. Formatos faciais são representados ma- 
tematicamente como combinações lineares 
das autofaces. 


Scientific American, December de 1995. 


Definição 9.3.8 Ота transformação linear T : V — W é denominada um isomor- 
fismo se é injetora e sobre, e dizemos que um espaço vetorial V é isomorfo a um es- 
paço vetorial W se existe um isomorfismo de V sobre W. 


O próximo teorema, que é um dos mais importantes resultados da Álgebra Linear, 
revela a importância fundamental do espaço vetorial R”. 


Teorema 9.3.9 Qualquer espaço vetorial real n-dimensional é isomorfo a R". 


Prova Seja Vum espaço vetorial real n-dimensional. Para provar que V é isomorfo а А" de- 
vemos encontrar uma transformação linear T : V > R” que é injetora e sobre. Para isso, seja 


Tp Vas ee ss Y, 


uma base qualquer de V. Agora seja 
u = kivi + Юу ++ +++ Kn Vn 


a representação de um vetor u de V como combinação linear dos vetores da base e defi- 
na a transformação Т: V — К" por 


T(u) = (ki, ko, ...,kn) 


Mostremos que T é um isomorfismo (linear, injetora e sobre). Para provar a linearidade, 
sejam u e v dois vetores de V e a um escalar e sejam 


U= Кур + У Б КУ е v=divitdv++dw (5) 


as representações de u e у como combinações lineares dos vetores da base. Então 


T(au) = T(ak vi + ау + --- + aknvn) 


= (akı, aka, ..., akn) = a(kı, ko, ..., kn) = aT(u) 


T(u + v) = Т(( + di)vi + (ko + Ф) + +=: + (kn + dn)Yn) 
= (ky - di, kj + do, ... „kn + dy) 
= (ki, ko,..., kn) + (di, do, ..., di) 
= T(u) + T(v) 
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Para mostrar que T é injetora, devemos mostrar que se u e y são vetores distintos, então também o são suas 
imagens por Т. Mas se u  v e se as representações desses vetores em termos dos vetores da base são co- 
mo em (5), então devemos ter k, * d, para pelo menos um і. Assim, 


T(u) = (K1,kz,..., kn) £ (di, do, ...,d,) = Т(у) 


mostrando que u e v têm imagens distintas por 7. Finalmente, a transformação T também é sobre pois se 


v=(kk,...,k) 
é um vetor qualquer де А", então у é imagem por Т do vetor 
и = Ду + у ++ Kn Vn = 


EXEMPLO 18 Mostramos antes nesta seção que a aplicação 


O Isomorfismo Natural 
deP, ,emR aotax+:::+an-x 


de P, , em R” é injetora, sobre e linear. Essa transformação é denominada o isomorfismo natural de P, , em 
R”, pois, como mostra o cálculo a seguir, ela leva a base natural 1, x, x', ...,x"' de P, ., na base canónica de R”: 


x71 ES (до, й,...,йн-1) 


1=1+0 +02 +=-»+0x'"" -5 (1,0,0,...,0) 
х=0+х +022 +. +01 DD (0,1,0,...,0) 
хт =0+0х+0х?+---+х"-1 > (0,0,0,...,1) п 


EXEMPLO 19 As matrizes 


O Isomorfismo Natural 10 01 0 0 0 0 
de Mn em R = = = = 
mE sp] a) AA 


formam uma base do espaço vetorial M,, das matrizes 2 x 2 (Exemplo 13 da Seção 9.1). Assim, como 
mostramos na prova do Teorema 9.3.9, podemos construir um isomorfismo Т: M,, > R' escrevendo pri- 
meiro uma matriz А de M,, em termos dos vetores da base como 


alo “la 919 1 [0 9], ,, [o 0 
"las a охо охо ^ [3:0] “Co à 
e entáo definindo T como 
T(A) — (ai, a2, a3, a4) 


Assim, por exemplo, 


1 -3] r 
Г «| — (1, —3,4, 6) 


Mais geralmente, essa idéia pode ser usada para mostrar que o espaço vetorial M,,, das matrizes m x n com 
entradas reais é isomorfo а К^”. = 


O fato de cada espaço vetorial real n-dimensional ser isomorfo a R” torna possível aplicar teoremas so- 
bre vetores de R” a espaços vetoriais de dimensão finita arbitrários. Por exemplo, sabemos que as transforma- 
ções lineares de R em R” podem ser representadas por matrizes m x п em relação a bases do R” e К". O pró- 
ximo exemplo ilustra como o conceito de isomorfismo pode ser usado para representar por matrizes as trans- 
formações lineares de um espaço vetorial de dimensão finita num outro espaço vetorial de dimensão finita. 


EXEMPLO 20 Considere o operador de derivação 
петао por D:P— P; 
Multiplicação 
Matricial no espaço vetorial dos polinômios de grau no máximo 3. Se usarmos os isomorfismos naturais para levar 
P,eP,emR'e К, respectivamente, então a transformação D produz uma transformação correspondente 


Т:Е*%-› ЁЗ 
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ISOMORFISMOS DE 
ESPAÇOS COM 
PRODUTO INTERNO 


entre os espaços isomorfos. Por exemplo, a transformação de derivação produz a relação polinomial 
2+х+4х?— х3 2 1+8x—3x? 


e isso corresponde a 
Q, 1,4, -1) — (1,8, -3) 


nos espaços isomorfos. 

Como sabemos pelo Exemplo 18 que os isomorfismos naturais de P, e P, levam suas bases naturais 
nas bases canônicas de R* e R^, vamos examinar como a matriz canónica [Т] de T pode estar relacionada 
com a transformação D. Sabemos que os vetores-coluna da matriz [7] são as imagens por T dos vetores da 
base canônica de R*, mas para encontrar essas imagens devemos primeiro ver o que D faz com os vetores 
da base natural de P,. Como 


12510 
D 
x— 1 
D 
—» 

з D, ax? 
as relações correspondentes pelos isomorfismos são 
(1,0,0,0) — (0,0,0) 
(0,1,0,0) — (1,0,0) 
(0,0,1,0) — (0,2,0) 
(0,0,0,1) — (0,0, 3) 


e portanto a matriz canónica de T é dada por 


Essa matriz efetua a derivagáo 
D(ao + ax + ax? + аух?) = a; + 2а›х + Зазх? 


operando nas imagens dos polinómios através dos isomorfismos naturais, como confirma o cálculo 


61001 ai 
0020||7|- 22 a 
00:0 311% 3a; 

аз 


Agora sabemos que cada espaço vetorial real n-dimensional V é isomorfo a R” e portanto tem a mesma es- 
trutura algébrica de R”. Contudo, se V é um espaço com produto interno, então V também tem uma estru- 
tura geométrica e, é claro, R” tem uma estrutura geométrica que provém do produto interno euclidiano (o 
produto escalar). Assim, é razoável perguntar se existe um isomorfismo de V em А" que preserve a estru- 
tura geométrica bem como a estrutura algébrica. Por exemplo, quereríamos que vetores ortogonais em V 
tivessem como contrapartida vetores ortogonais em А" e gostaríamos que conjuntos ortonormais em V cor- 
respondessem a conjuntos ortonormais em R”. 

Para um isomorfismo preservar a estrutura geométrica é óbvio que ele deve preservar o produto in- 
terno, já que as noções de comprimento, ângulo e ortogonalidade são todos baseados no produto interno. 
Assim, se Ve W são espaços com produto interno, dizemos que um isomorfismo Т: V > W é um isomor- 

fismo de espaços com produto interno se 


(T(u), T(v)) = (u, v) 


Pode ser provado que se V é um espago com produto interno real n-dimensional qualquer e R” tem o 
produto interno euclidiano (o produto escalar), entáo existe um isomorfismo de espagos com produto in- 
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terno de V em R”. Através de um tal isomorfismo, o espaço com produto interno V tem as mesmas estrutu- 
ras algébrica e geométrica de R”. Nesse sentido, cada espaço com produto interno real n-dimensional é 
uma cópia carbono de R” com o produto interno euclidiano. 


Seja R” o espaço vetorial das ênuplas reais e M, o espaço vetorial das matrizes reais n x 1; em R” tomamos 
o produto interno euclidiano (и, v) = и * v e em M, tomamos o produto interno (и, v) = u'v , em que u e v 
são dados em forma de coluna. A aplicação Т: R” — M, definida por 


é um isomorfismo de espaço com produto interno [veja Fórmula (26) da Seção 3.1], de modo que a distin- 
ção entre o espaço com produto interno R” e o espaço com produto interno M, é essencialmente uma dife- 
rença de notação, um fato que foi utilizado várias vezes neste texto. L| 


EXEMPLO 21 
Um Isomorfismo 
de Espaços com 
Produto Interno 
vi 
(Ui, Vas +s Ya) —> A 
Un 
Exercícios 9.3 


1. (a) Se T: У — R° é uma transformação linear tal que T(u) = (1, 2) 
e Түз) = (-1, 3), então 7020 +4у) 2 ——— 
(b) Se T: V — R° é uma transformação linear tal que T(u + v) = (2, 4) 
e T(u — v) = (3, 5), então Тш) = eT(v)= 
2. (a) Se T: У — W é uma transformação linear tal que T(u) = w, e 
Т(у) = W, então T(u—5v)=_____. 
(b) Se T: V—> Wé uma transformação linear tal que 7(u +2v)=w, 
e Түй - 2v) = w, T(u) = eT(v)- z 


Nos Exercícios 3 até 10, mostre que T é uma transformação linear. 


3. T: P, — P, onde Т(р) = xp(x). 
4. T: P, — P, onde T(p) = p(x + 1). 
5. T: M, > M, onde T(A) = A”, 


6. T: К 2 R, onde X, é um vetor fixado ст Ае T(x) =x,Xx. [Suges- 
táo: Ver o Teorema 4.3.8.] 


7. T:Cla,b] >R, onde T(f) = f? f(x) dx. 
8. T: C'(—, оо) — R, onde T(f) =f '(0). 
9. T: M,, >M,, onde A, é uma matriz n X n fixada e T(X) = A.X. 


10. T:R” 2 К”, onde T(v, Vas vs...) = (O, Vis v vs... 


ÓN 


Nos Exercícios 11 até 14, mostre que T nio é linear. | 


11. T: Р(—о, оо) > F(=oo, оо), onde T(f) = у(х). 
12. T: V — R, onde T(x) = ||x!| e V é um espaço com produto interno. 


13. T: V— V, onde x, é um vetor não-nulo fixado num espaço vetorial 
VeT(x) x * x. 


14. T:C[0, 1] >R, onde T(f) = f, |f (01 dt. 


Nos Exercícios 15 até 18, determine se T é linear. 


15. T: V У, onde c, é um escalar fixado e T(x) = cx + x. 
16. T: R^ 2 K^, onde 
ТКУ, У Vs Уз...) = (Vis У Vas Vo + +) 
17. Т: F(-<o, о) — R, onde T(f) = RORI). 
18. T: V => V, onde T(x) = ~ x para cada x em V. 


19. (a) Seja T: P, — P,a transformação linear definida por T(p) = хрх). 
Quais dos seguintes, se houver algum, está na imagem de 7? 
a()=1+x+2), q(a)=x+5, ф(х) = 0 

(b) Seja T: Р, — К a transformação linear definida por 7(p) = (p(-1), 
p(1)). Quais dos seguintes, se houver algum, está no núcleo de 7? 


ФО) =х2-1, qG)-2x--1 (0) =0 


20. (a) SejaT: P, — Р, o operador linear definido por T = (a, + аха) 
= 4, + a,x. Quais dos seguintes, se houver algum, está na imagem 
de T? 
фб) =1+x+x, 40) =0 


(b) Seja T: P, — P, a transformação linear definida por Тр) = p'(x). 
Quais dos seguintes, se houver algum, está no núcleo de 7? 


q(x) = 4+ 5х, 


а(ху)у=1+х, 


фо) =1+х+х°?, 
21. Mostre que a aplicação 
a b a 0 
"(le adi a 
éum operador linear de M,, e encontre bases de seu núcleo e imagem. 
22. Mostre que a aplicação 
a b 0 -b 
"(2-Е 7] 


é um operador linear de M, e encontre bases de seu núcleo e imagem. 


qi(x) 20 


Nos Exercícios 23 até 26, mostre que a transformação linear dada é in- 
jetora e determine se é sobre. 
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23. A transformação linear do Exercício 9 no caso em que A, é inver- 
tível. 


24. A transformação linear do Exercício 5. 
25. A transformação linear do Exercício 3. 
26. A transformação linear do Exercício 4. 
27. (a) Encontre uma base do núcleo da transformação linear D : 
Ca, оо) — Cl—o, оо) dada por D(y) = y"(x). 
(b) Encontre uma solução geral da equação diferencial y”= 0. 
28. (a) Use resultado do Exemplo 14 para encontrar uma base do nú- 
cleo da transformação linear 
р: C^, =) 2 С(-, =) 
dada por D(y) = у"+ 4y. 
(b) Encontre uma solução geral da equação diferencial y"+ 4y = 0. 
29. Seja D : С (о, co) —> C(-oo, co) dada por 
D(y = у" - а?у 
Em textos básicos de Equações Diferenciais prova-se que о núcleo 
dessa transformação linear é bidimensional. 
(a) Mostre que se 0 * 0 então as funções y, = e ^ e y, = e^ for- 
mam uma base de nuc(D). 
(b) Encontre uma solução geral da equação diferencial у”— а?у = 0. 
30. Seja Р: C'(=x, ос) — C(—x, оо) a transformação derivada do Exemplo 
6, seja J : С(—оо, оо) > С'(—, оо) a transformação integral do Exemplo 
7 еѕеја Jo D a composição de J com D. Calcule (J 9 D)( f) para 
(а) Дх) = х2+2х+3  (b)Ax)=cosx 
(а) Дх) = 2е' +1 


Nos Exercícios 31 e 32, seja T : Р, > R° a transformação definida por 
Tip) = (р(0), p(1), p(2)). Sabemos do Exemplo 15 que T é injetora e so- 
bre, de modo que para qualquer vetor v = (v,, V, у,) em R’ existe um 
único polinômio em P, tal que T(p) = v. Encontre esse polinômio. 


31. у= (1,3, 7) 32. v=(-1,1,5) 


33. Seja T: R^ — R” a aplicação definida por Т(у,, Va, v, . ..) = (Va V» 
Va « « -). Mostre que T é linear e encontre seu núcleo e imagem. 


Discussão e Descoberta 


рі. Se T : P, > Р, é uma transformação linear tal que T(1) = 1 + x, 
Т(2х) = 1 — 2x е T(3x) = 1 + 3x, então T(2 + 4x - x) = 


D2. Indique se a afirmação dada é verdadeira (V) ou falsa (F). Justifique 
sua resposta. 
(a) Se Té uma aplicação de um espaço vetorial V num espaço veto- 
rial W tal que T(au + у) = a7(u) + T(v) para quaisquer vetores u e 
v em Ve qualquer escalar a, então T é uma transformação linear. 
(b) T(a, b, c) = ax + bx + c define uma transformação linear inje- 
tora de R° em Р,. 


(c) A aplicação D : C'[a, b] > Cla, b] definida por 
ту) = /'б)+ / fa) dt 


é uma transformação linear. 
(d) O espaço vetorial M, (ет dimensão mn. 


34. Considere o produto interno ponderado euclidiano de R° definido 
por (и, v) = 2u,v, + 3u,v, e seja v, = (4, —2). Sabemos pelo Exemplo 
4 que a aplicação T(x) = (x, v,) define uma transformação linear de 
R? em R. Seja x = (x, y) e esboce o núcleo de T no plano xy. 

35. Mostre que se (v,, V» . . ., Y, ) é uma base do espaço vetorial V e se 
T: V э W é uma transformação linear tal que T(v,) = Nv) =... = 
T(v,) = 0, então T é a transformação nula. 

36. Mostre que se (v,, V» . . ., Y,) é uma base de um espaço vetorial V 
ese Т: V — V é uma transformação linear tal que 

ТУ) =, ДУ) s v, ..., T(v) s v, 
então T é o operador identidade. 

37. Considere o isomorfismo natural de M,, em А“. 

(a) Qual matriz em M,, corresponde ao vetor v = (-1, 2, 0, 3) por 
esse isomorfismo? 

(b) Encontre uma base рага o subespaço de R* que corresponda ao su- 
bespaço de M,, consistindo nas matrizes simétricas de trago nulo. 

(c) Encontre a matriz canónica para o operador linear de R* que 
corresponda ao operador linear A > A” de My». 

38. Considere o isomorfismo natural de P, em А. 

(a) Qual polinômio corresponde ao vetor у = (2, 3, —1) por esse 
isomorfismo? 

(b) Encontre uma base para o subespaço de R° que corresponda ao 
subespaço P, de P.. 

(c) Encontre a matriz canónica para o operador linear de R° que 
corresponda ao operador linear р(х) > p (x + 1) de P.. 

39. Considere o isomorfismo natural де P, em R? e de P, em R‘ e seja 
J: P, ЭР, a transformação integral 


J(p) = Í p(t) dt 


Encontre a matriz canônica da transformação linear de R^ em R^ que 
corresponda a J e use essa matriz para integrar р(х) = + x + 1 por 
multiplicação matricial. (Sugestão: Ver o Exemplo 20.) 

40. Considere o isomorfismo natural de P, em R° e de P, em R‘ e seja Р: 
P, > P, a transformação derivada segunda D(p) = p". Encontre a ma- 
triz canónica da transformação linear de R“ em К que corresponda a D. 


(е) O subespaço de todos polinômios em С(—о°, oo) tem dimen- 
sáo finita. 


D3. Seja T: M, > M» a aplicação definida por T(A) = A — A". 
(a) Mostre que T é linear. 
(b) Descreva o núcleo de T. 
(c) Mostre que a imagem de T consiste em todas matrizes anti-si- 
métricas 2 x 2. 


(d) O que pode ser dito sobre o núcleo e a imagem da aplicação 
Т: My > Му, definida por T(A) = A + A'? 


D4. Encontre uma transformação linear T : C"(—oo, оо) — F(—oo, оо) cu- 
jo núcleo é Р, 


DS. Descreva o núcleo da transformação integral Т: P, —> R definida por 


1 
T(p)= E p(x) dx 
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Trabalhando com Provas 


P1. 


Sejam V e W espaços vetoriais, T, T, e T, transformações lineares 
de V em We k um escalar qualquer. Defina novas transformações 
(T,+T,): V — We(KkT) : V — W por 


(T)(x)-—kT(x) e (n T)(x) = T(x) + T(x) 
Prove que kT e T, + Т, são transformações lineares. 


. Prove o Teorema 9.3.2 modificando a prova do Teorema 6.1.3. 


P3. Se T: V — W é uma transformação linear que é injetora e sobre, en- 


tào para cada vetor x em W existe um ünico vetor v em V tal que 
Т(у) = x. Prove que a transformação inversa T^:V— W definida 
por Tx) = y É linear. 


P4. Prove: Se V é um espaço vetorial n-dimensional e se a transforma- 


ção Т: V — К" é um isomorfismo, então existe um único produto 
interno (и, v) em V tal que T(u) * T(v) = (и, v). [Sugestão: Mostre 
que (и, у) = 7(u) * T(v) define um produto interno em V.] 


APÊNDICE A COMO LER TEOREMAS 


FORMA 
CONTRAPOSITIVA 
DE UM TEOREMA 


RECÍPROCA DE 
UM TEOREMA 


AFIRMAÇÕES 
EQUIVALENTES 


Como a maioria dos conceitos importantes de Álgebra Linear são apresentados como teoremas, é importante estar fa- 
miliarizado com as diversas maneiras pelas quais podemos estruturar um teorema. Neste apêndice, ajudamos a enten- 
der isso. 


Os teoremas mais simples são da forma 
Se H é verdadeiro, então C é verdadeiro. (1) 


onde H é uma afirmação, denominada hipótese e C é uma afirmação, denominada tese ou conclusão. O 
teorema é verdadeiro se a conclusão é verdadeira sempre que a hipótese é verdadeira; o teorema é falso 
se existe algum caso no qual a hipótese é verdadeira e a conclusão é falsa. É costume denotar um teore- 
ma da forma (1) por 


Hzc Q) 
que se lé *H implica C". Como um exemplo, o teorema 

Se a e b são ambos números positivos, então ab é um número positivo. (3) 
é do tipo (2), onde 

Н = ае b são ambos números positivos (4) 

C = ab é um número positivo (5) 


Às vezes é desejável reescrever um teorema de maneira negativa. Por exemplo, o teorema em (3) pode ser 
reescrito equivalentemente como 


Se ab não é um número positivo então a e b não são ambos números positivos. (6) 
Assim, escrevendo ~H para dizer que (4) é falso e ~C para dizer que (5) é falso, a estrutura do teorema (6) é 
-C>-H (7) 


Em geral, qualquer teorema da forma (2) pode ser reescrito na forma (7), que é denominada а contrapo- 
sição de (2). Se um teorema é verdadeiro, então sua contraposição é verdadeira, e vice-versa. 


A recíproca de um teorema é a afirmação que resulta permutando a hipótese com a tese. Assim, a recípro- 
ca do teorema H => C é a afirmação C => H. Enquanto a contraposição de um teorema verdadeiro é sem- 
pre verdadeira, a recíproca de um teorema verdadeiro pode ser verdadeira ou não. Por exemplo, a recípro- 
ca de (3) é a afirmação falsa 


Se ab é um número positivo então a e b são ambos números positivos. 


mas a recíproca do teorema verdadeiro 


Se a > b então 2a > 2b. (8) 
é o teorema verdadeiro 
Se 2a > 2b então a > b. (9) 


Se um teorema Н => Се sua recíproca С => Н são ambos verdadeiros, dizemos que Н e С são afirmações 
equivalentes, que denotamos por 

Hec 
eque se lé “Н е C são equivalentes" ou “Н se, e somente se, С”. Existem várias maneiras de formular afir- 


mações equivalentes de um mesmo teorema. Aqui temos três maneiras de combinar (8) e (9) e num único 
teorema. 
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TEOREMAS 
ENVOLVENDO 
DUAS OU MAIS 
AFIRMAÇÕES 


Figura A.1 


Formal Sea >b então 2a > 2b e, reciprocamente, se 2a > 2b então a > b. 
Forma 2 а> b se, e somente se, 2a > 2b. 
Forma 3 As seguintes afirmações são equivalentes. 


(Da>b. 
(ii) 2a > 2b. 


Às vezes é fácil combinar dois teoremas verdadeiros num terceiro teorema verdadeiro. Especificamente, 
se Н — С é um teorema verdadeiro e С — Р é um teorema verdadeiro, então Н — D também deve ser um 
teorema verdadeiro. Por exemplo, os teoremas 

Se os lados opostos de um quadrilátero são paralelos então o quadrilátero é um paralelogramo. 


Lados opostos de um paralelogramo têm comprimentos iguais. 

implicam o terceiro teorema 
Se os lados opostos de um quadrilátero são paralelos então estes lados têm comprimentos iguais. 
Às vezes, três teoremas fornecem afirmações equivalentes. Por exemplo, se 


ASC, C>D, D>H (10) 
então temos o circuito de implicações da Figura A.1, pela qual podemos concluir que 

C>H, D>C, H>D (1) 
Combinando isso com (10), obtemos 

HeC, C&D, рен (12) 


Resumindo, para provar as trés equivaléncias em (12), basta provar as trés implicagóes em (10). 


отето complexos aparecem naturalmente durante a resolução de equações polnomas Por exemplo, as soluções 
cla equação quaditia a + x ve = Q que мо dadas peia fórmula de Bhaskara 


3 B dac 


х= 


Za 


“são números complexos se a expressão dentro do radical é negativa, Neste apéndice, vamos rever algumas das idéias 
 bisicas sobre números complexos que são utilizadas neste vro. 


Para tratar com o problema da falta de soluções reais da equação л? = -1, os matemáticos do século XVIII 
inventaram o número “imaginário” 


isy 
que se supõe ter a propriedade 
P= =- 
mas que, fora isso, tem as propriedades algébricas de um número real. Uma expressão da forma. 
a+bi ou a+ib 
na qual a e b são números reais, é denominada um número complexo. Às vezes é conveniente usar uma. 
única letra, em geral z, para denotar um número complexo, quando então escrevemos. 
z=a+bi ou 2=a+ ib 
О número a é a parte real de z, denotada por Re), e o número b é a parte imaginária de z, denotada por 
Im(). Assim, 
ReG+2)=3, ImG42)-2 
Re1-5)-1. Im(1 — $i) = Im +(—54) = -5 
Re(li) =Re(0+7)=0, Im(i)=7 
Re(d)=4, Im(4) =Im(4+0)=0 
Dois números complexos são considerados iguais sc, e somente se, suas partes reais до iguais e suas par- 
tes imaginárias são iguais, ou seja, 
a bi» c di se, esomente se, axceb=d 
Um número complexo z = Ы cuja parte real é nula é denominado um número imaginário. Um número 
“complexo com parte imaginária nula é um número real, de modo que os números reais podem ser vistos. 
como um subconjunto dos números 
Os números complexos são somados, subtraídos e multiplicados de acordo com as regras básicas da 
Álgebra, só que É =—1: 


A fórmula de multiplicação é obtida expandindo o lado esquerdo e usando o fato É =—1 (verifique). Tam- 
bém observe que se b = 0, então a fórmula de multiplicação simplifica para. 


ec! % 


O conjunto dos números complexos, dotado dessas operações, é costumeiramente denotado pelo símbolo 
C e denominado o sistema dos números complexos. 
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EXEMPLO 1 
Multiplicação de 
Números Complexos 
O PLANO COMPLEXO 


Figura B.1 


Figura B.4 


EXEMPLO 2 
Alguns Conjugados Complexos 


z=a+bi 


[i 
lb 
1 


lp o Na? +b? 
Figura B.5 


Na prática, costuma ser mais conveniente calcular produtos de números complexos diretamente por ex- 
pansáo em vez de substituicáo em (3). Por exemplo, 


(3 — 21)(4 + Si) = 12 + 15i — 8i — 10i? = (12 + 10) + 7i = 22 7i = 


Um número complexo z = a + bi pode ser associado ao par ordenado (a, b) de números reais e representa- 
do geometricamente por um ponto ou um vetor no plano xy (Figura B.1). Dizemos que esse é o plano com- 
plexo. Os pontos do eixo x têm uma parte imaginária igual a zero e, portanto, correspondem a números 
reais, enquanto pontos no eixo y têm parte real igual a zero e correspondem a números imaginários puros. 
Em vista disso, dizemos que o eixo x é o eixo real e o eixo y é o eixo imaginário (Figura B.2). 


Eixo imaginário 


(Parte imaginária de 2) b 


a 
Figura B.2 (Parte real de 2) 


Os números complexos podem ser geometricamente somados, subtraídos ou multiplicados por nú- 
meros reais executando essas operações sobre os vetores associados (ver Figura B.3, por exemplo). Nesse 
sentido, o sistema dos números complexos С é estreitamente relacionado а R°, a principal diferença sen- 
do que os números complexos podem ser multiplicados para produzir outros números complexos, ao pas- 
so que não existe operação de multiplicação alguma em R° que produza outros vetores de R° (o produto es- 
calar produz escalares e não vetores de R^). 


A soma de dois números 
complexos 


A diferença de dois 
números complexos 


Figura B.3 


Se z = a + bi é um número complexo, então o conjugado complexo de z, ou, simplesmente, o con- 
jugado de z, é denotado por Z (leia “zé barra”) e definido por 


z=a-bi (5) 


Numericamente, Z é obtido de z trocando o sinal da parte imaginária e, geometricamente, é obtido refle- 
tindo o vetor de z no eixo real (Figura B.4). 


z=3+4i =3-4 

q=-2-5i z--2-45i 

zzi z--i 

2=7 Z=7 ГЫ 


OBSERVAÇÃO А última conta neste exemplo ilustra o seguinte fato: um número real é igual ao seu con- 
jugado complexo. Mais geralmente, z = 2 se, e somente se, z é um número real. 


A próxima conta mostra que o produto de qualquer número complexo z = a + bi com seu conjugado 
7 =a — bi é um número real náo-negativo: 


zz = (a + bi)(a — Ы) = a? — abi + bai – bi? = a? + b° (6) 
O leitor deve reconhecer que 


М = Va? +2 


EXEMPLO 3 
Algumas Contas de Módulo 


RECÍPROCOS 
E DIVISÃO 


EXEMPLO 4 
Divisão de Números Complexos 
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é o comprimento do vetor correspondente а z (Figura B.5); dizemos que esse comprimento é o módulo (ou 
valor absoluto de z) e o denotamos por |z| Assim, 


а= М = Ма +b ö 


Observe que se b = 0, então z = a é um número real e |z| = Ма? = 1а|, o que nos diz que o módulo de um 
número real é o mesmo que seu valor absoluto. 


2=34+4i а= У +25 
z=-4-5i 141=у(-42+ (-5y = 31 
zzi Izl = у02 + 12 =1 ^ 


Se z # 0, então o recíproco (ou inverso multiplicativo) de z é denotado por 1/z (ou ze é definido, se 
existir, como aquele número complexo tal que 


(e 


Essa equação tem uma única solução para 1/z, que pode ser obtida multiplicando ambos lados por Z e 
usando o fato 22 = |z|? [ver (7)]. Assim, obtemos 


ER 


ЕЁ S 


Ls 
z 


Se 2 £ 0, então o quociente г. /2> é definido como o produto de 2, com 1/z,. Assim, obtemos а 
fórmula 


2 IZA 2122 
== =u=—= (9) 
nm dC ер 


Observe que a expressão à direita de (9) resulta da multiplicação do numerador e denominador de 
2,/ z, рог Z». Em termos práticos, essa é muitas vezes a melhor maneira de efetuar divisões de números 
complexos. 


Sejam z, =3 + 4ie z, - 1 — 2i. Expresse 2/2, na forma a + bi. 
Solução Multiplicamos o numerador e o denominador de z,/z, por 22. Assim, obtemos 
n nh 3*8 1+2 
346i e 4i 481? 
e 1- 4i? 
= 25+10і 


5 
=-1+2i Li 


Os próximos teoremas listam algumas propriedades úteis do módulo e da conjugação. 


Teorema B.1 Os seguintes resultados valem para quaisquer números complexos z, Z, € Zz 
(а) zi +22 = ZZ 
(Б) 21 — 22 = #1 – 22 
(с) 2125 = 212, 
(d) 21722 = 21/22 
(е) z2z 
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FORMA POLAR DE UM 
NUMERO COMPLEXO 


(a, b) 
b=|z|sen ф 


a=|z|cos ф 


Figura B.6 


EXEMPLO 5 
Forma Polar de um 
Nümero Complexo 


Figura B.7 


INTERPRETAÇÃO 
GEOMÉTRICA DA 
MULTIPLICAÇÃO 
E DIVISÃO DE 
NÚMEROS 
COMPLEXOS 


Teorema B.2 Оз seguintes resultados valem para quaisquer números complexos z, z, € z;. 
(а) Iz] = Izl 
(Б) [2122] = lzillzal 
(с) 121/221 = [11/1221 
(d) 1а + zal S [211+ Iza] 


Se z = a + bi é um número complexo náo-nulo e se ф é um ángulo do eixo real ao vetor z então, como su- 
gere a Figura B.6, as partes real e imaginária de z podem ser expressas por 


a-|z|cos ó e b=Iz|sen q (10) 
Assim, o número complexo z = a + bi pode ser escrito como 
z = |z|(cos ф + i sen ġ) (11) 


que é a forma polar de z. O ângulo ф nessa fórmula é denominado o argumento de z. O argumento de 2 
não é único porque podemos somar ou subtrair qualquer múltiplo de 27 para obter um outro argumento de 
z. Contudo, existe somente um único argumento cuja medida em radianos satisfaz 


—m«ozm (12) 


Esse argumento é denominado argumento principal de z. 
Expresse z = 1 — «/3i na forma polar usando argumento principal. 
Solução О módulo de z é 

12 + (-/39 = 422 


lzl= 


Assim, decorre de (10), coma = 1 eb = —4, que 


122cosó е -—43-2senó 

que implica que 
1 КД 
соф => е sa e". 


О único ângulo à que satisfaz essas equações e cuja medida em radianos está no intervalo —7 < $ < TÉ 
ф = —л/3 (Figura B.7). Assim, a forma polar de z é 


¿=2(cos (-5) +isen(-=)) =2 (cos 5 —isenz) ш 


Vejamos como as formas polares de números complexos fornecem uma interpretação geométrica da mul- 
tiplicação e divisão. Sejam 
zi = |д1|(соз фу --isendi) e 22 = |z2|(cos фә + i sen $2) 
as formas polares dos números complexos não-nulos z, e z,. Multiplicando, obtemos 
2122 = |zillzal[(cos $1 cos фә — sen фу sen $2) + i (sen $1 cos фә + cos фу sen ф›)] 
Agora aplicamos as identidades trigonométricas 


cos(dy + $2) = cos фу cos фә — sen фу sen фә 
sen($-- фә) = sen фу cos фә + cos фу sen dy 


e obtemos 


2122 = |2111221[с05(ф: + фә) + i ѕеп(ф + фә)] (13) 


Figura B.8 


EXEMPLO 6 
Multiplicando e Dividindo 
em Forma Polar 


Figura B.9 


FÓRMULA DE 
DE MOIVRE 
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que é a forma polar do número complexo de modulo |z;||z2| e argumento $, + ф,. Mostramos, assim, que 
multiplicar dois números complexos tem o efeito geométrico de multiplicar seus módulos e somar seus ar- 
gumentos (Figura B.8). 

Uma conta muito parecida mostra que 


z al E PS 
a аса $2) + i sen($i — ф›)] (14) 


que nos diz que dividir dois números complexos tem o efeito geométrico de dividir seus módulos e subtrair 
seus argumentos (ambos na ordem apropriada). 

Utilize a forma polar dos números complexos zi = 1 + /3i e 22 = 3 + i para calcular 2,2, e z/2;. 
Solução As formas polares desses números são 


3) e 22 =2(c0s E +isenz) 


М 
а =2(c0s э +isenz 6 6 


(verifique). Assim, segue de (13) que 
00m fon (5 2) erm (s 2] n G) er D] <a 


e de (14) que 


A em rm nz 
Para conferir, vamos calcular 2,2, e 21/2, diretamente: 
uz = (1+ 1304341) = V3 +i +31 +З? = 4i 


a 1*3 1-43 J3-i У3-1+31— 438 _ 243429 _ 43,1, 
w A. AF J 3-8 Co 2 


o que confere com o resultado obtido usando formas polares. ш 


OBSERVAÇÃO О número complexo i tem módulo igual a 1 e argumento principal л / 2. Assim, se z é um nú- 
mero complexo, então iz tem o mesmo módulo do que z, mas seu argumento aumentou por 7/2 (= 90°); assim, 
a multiplicação por i tem o efeito geométrico de girar o vetor z no sentido anti-horário por 90º (Figura B.9). 


Se n é um inteiro positivo e se z é um número complexo não-nulo com forma polar 
2 = lzl(cos ф + i sen ф) 
então, elevando z à enésima potência obtemos 


= еа = [соф +o +++ + ф)] + ¡[sentó +++) 
tores n parcelas n parcelas 


que pode ser escrito mais sucintamente como 
z" = |zl'(cosnó + i sen пф) (15) 
No caso especial em que |z|= 1, essa fórmula simplifica para 
z" = созпф + i sen nọ 
a qual, usando a forma polar de z, resulta em 


(cos ф + i sen ф)" = cos nó + i sennó 
(16) 


Esse resultado é conhecido como fórmula de De Moivre, em homenagem ao matemático francês Abra- 
ham De Moivre (1667-1754). 
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FÓRMULA DE EULER Se 0 é um número real, digamos, a medida em radianos de algum ângulo, então a função exponencial 
complexa e” é definida por 


el” = cosÓ + ¡send (17) 


que muitas vezes é denominada a fórmula de Euler. Uma motivação dessa fórmula vem das séries de Ma- 
claurin estudadas no Cálculo. Os leitores que já estudaram séries infinitas no Cálculo podem deduzir (17) 
substituindo formalmente ¡9 no lugar de x na série de Maclaurin de e' e escrevendo 
G0y , (00) (10) (10) , qos 

oj tgp ШШ О regret 
02 P 0t .05 05 


eli le is or чы 


02: 105 ..; 8 6 
e) ul rg") 


= с050 + ¡send 


e^ —1- i0 4 


onde o último passo acima segue das séries de Maclaurin de cos 0 e sen 6. 
Se z =a + bi é qualquer número complexo, definimos a exponencial complexa e* por 


e =e+i = елей? =e(cosb + i senb) (18) 
Pode-se provar que exponenciais complexas satisfazem as propriedades padrão de expoentes. Assim, por 
exemplo, 

e" 


=e" 


Rim 


ee mg, 


=, 


eu 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS ÍMPARES 


Exercícios 1.1 (Página 34, 17. (a)u +v +w = (-2,5) (bu+v+w=(3,-8) 
14 


1. (a) 


(©) Lis 


19. a=3,b=-1 


3. (a) y 
x 

(c) y 01000 00000 
10100 1:0 0 1 1 
25.(9|00 0 1 0 0110011 
x 00001 00000 
10000 00000 

27. 1 2 

5 3 
4 


(b) 


Exercícios 1.2 (Página 47) 


СІРЕ КЕС 


- 


(5) [у = 243, 

Apo Way. qu m e e. A | 

mI YY) a= (4 BT 
7. @) PiP: = (-1,3) (b) FIP; = (-3,6, 1) ddr 0Я 1,3), 2 =-2(1,0,2, 1,3) 
9. (a) O ponto final é B(1, 3). O = арац а 


p 


(b) O ponto inicial € A(-2,-2, -1). (a) lu + vi = 4/83 (b) llull + у = v17 + /26 
и. (8) v — w = (22,1, -4,-2,7) (с) 1-20 +2v —243  (d)|3u —5v + | = /466 
(b) би + 2v = (-10,6, —4, 26, 28) 5576 
E: 3 e zi (а) [Зи — 5v + w|| = 4/2570 
(c) Qu — 7w) — (8v + u) = (—77, 8, 94, —25, 23) (b) [3и — lv] + lull = 4/46 — 5/84 


^ 


13. x-(-5,15, 22 (е) I| (їчї = 24/966 
15. (a) não paralelo (b) paralelo (c) paralelo 7. k=ik=-i 
9. (a)u - v = —8,u-u = 26, v · v = 24 


(b)u-v=0,u-u= 54, v.v = 21 


582 


11. 


13. 


15. 


19. 


21. 


5 


Exercícios 1.3 (Página 56) 


1. 


. (a) k=-¿ 


. (a) ISBN válido. 


x 1/2 
. Iv- wl = (Eo - m) 
k=l 


Respostas dos Exercícios Ímpares 


(a) lu- vi = 414 (b) |lu — vl = v59 
(c) llu — vl] = 4/677 


15 
(a) соѕ0= JEMAT 0 é agudo. 


4 
(b) unii 7. аен 


136 
(c) cos 02 — 125 180" 9 é obtuso. 


a-b=45% 17. x=(-£,4,-2,2 
(а) и. (v * w) não faz sentido pois y « w é um escalar. 


(b) и. (v + w) faz sentido. 
a quantidade dentro da norma é um escalar. 
faz sentido pois ambas parcelas sáo escalares. 


(a) ju - v| = 10, [иу = 413417 = 20,025 


(b) ju - v| =7, [шу = 10/14 = 11,832 
(с) ju + v| = 5, [шу = (2) = 6 


(с) о • v|| não faz sentido pois 
(d) (ы-у) — llull 


1 


(b k=00uk=-3 


Como BÀ - BC = 0, o ángulo reto está no vértice B. 
(b) ISBN não-válido. 


(a) У (a + by) = (ai +6) +... + (an + bn) = 
k=1 


(ai ++ +45) + (biH Hb) = + be 
k=1 k=1 
(b) Y (a, — bi) = (ai — b1) +++ + (an 7b) = 
k=1 
(ai a) (bi +b) = Y a - Y bx 
k=1 k=l 


n 
(e) Y ca = са, + са; +++ са, = 
k=l 


n 
c(a +47 ++». +a) =c) a 
k=1 


respostas possíveis: 

(а) Lyx=1,y=t 
Lix=t,y=t 
(—œ < t < о) 


Lyx=t,y=1 
Laix=1-t,y=t 


Ф) L:x-lLly-lz-t 
L:ix=1,y=t,2=1 
(=o <<) 


Lox=t,y=1,2=1 
LEx=ty=tz=t 


3. 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


(a) y (b) y 


. respostas possíveis: 


(a) equação vetorial: (x, у) = t(3, 5) 
equações paramétricas: x = 3t, y = 51 

(b) equação vetorial: (x, у, 2) = (1, 1, 1) — t(1, 1, 1) 
equações paramétricas: x = 1 —t, y 21—1,221-t 

(с) equação vetorial: (x, y, 2) = (1, —1, 1) +4(1,2,0) 
equações paramétricas: x = 1 +t, y = —1 +2t,z = 1 


. respostas possíveis: 


(a) equação vetorial: (x, y) = (1, 1) + t(1, 2) 
equações paramétricas: x = 1 + t, y =1+21 
outros pontos: Q(2, 3) correspondendo a t = 1 
R(3, 5) correspondendo a t = 2 
equação vetorial: (x, y, 2) = (2,0, 3) + t(1, —1, 1) 
equações paramétricas: x = 2 + t, y = —t,z =3 +t 
outros pontos: Q(3, —1, 4) correspondendo a t = 1 
R(1, 1, 2) correspondendo a t = –1 
(c) equação vetorial: 
(x, y, 2) = (0, 0, 0) + t(3, 2, —3) = t(3, 2, -3) 
equações paramétricas: x = 3t, y = 2t, z = —3t 
outros pontos: Q(-3, —2, 3) correspondendo a t = —1 
R(6, 4, -6) correspondendo a 1 = 2 


(b 


= 


. 3(х+1)+2(у+1)+(@+1)=0 


equação vetorial: (x, y, 2) = (1,1,4) + (1, —4, —3) + 

122,4, —6) (—® < t, t; < «). 

equações paramétricas: x = 1 + fi + 26, y = 1 — 4ti +46, 
@=4— 3t — 6h. 

outros pontos possíveis do plano: $,(4, 1, —5), (t; = 1,1; = 1); 
5,00, -7,7), (t, = 1, t; = –1); 559, 1), (t = 71,06 = 1). 
(а) (x, у, 2) = Q,-1,0)++(4,1,1) 

(b) (x,y,z) = (1, 72, 0) + ti (2, —1, 4) + 12(1,5, —1) 


(c) uma resposta possível: X = fi, Y = t, z =—2+ 3t +22 

solução geral: х = 1 

equação vetorial: (x, y, 2) = (1,0, 0) + (0, 1,0) + (0,0, 1) 

(a) А reta passando pela origem e pelo ponto P(1, —2, 5, 7). 
equações paramétricas: xy = Г, х2 = —2t, x3 = St, x4 = 7t. 

(b) A reta passando pelo ponto P(4, 5, —6, 1) paralelamente a 

v=(1,1,1,1); 

equações paramétricas: x, =4+t,x = 5 +t, x3 = —6 +t, 

x42 1-t. 

O plano passando pelo ponto P(-1, 0, 4, 2) paralelamente а 

vı = (—3, 5, —7, 4) e v2 = (6,3, —1, 2); 

equações paramétricas: xı = —1 — 3t; + Ót2, x; = Sti + 322, 

X3 —4 — 7t; — tj, x4 = 2+ 4t, +26. 

(a) Estas são equações paramétricas para a reta no RÝ que passa pe- 

la origem e é paralela ao vetor u — (3, 4, 7, 1, 9). 

Estas são equações paramétricas рага o plano no R' que passa 

pelo ponto P(3, 4, —2, 1) e é paralelo aos vetores 

vi = (22, 23, 22, 22) e v; = (5,6, 7, —1). 


(c 


= 


(b 


= 


21.x=t,y=b,2=3 +2›—4 23. (Ы), (с) 
25. x=2+t,y=t,z=1+t 


27. (х,у, 2) = 1(5,4,3) + (1, —1, -2) 

29. resposta possível: x = fj, y = 5,2 = ¿1 + $5 + É 

31. (a)sim (b) não 33. (a) no (b) sim 

35. (а) 6(0) + 4t — 4t — 0 para qualquer t. (b) A reta é paralela ao vetor 
v = (0, 1, 1), o plano é perpendicular a n = (5, 3, 3) еу. n = 0, por- 
tanto a reta é paralela ao plano. A reta passa pela origem, o plano in- 
tersecta o eixo z no ponto (0, O, +). Assim, a reta está abaixo do pla- 
no. (c) O plano é perpendicular ao vetor 

n-(6,2, 2)c v: п=0, portanto a reta é paralela ao plano. A reta 

passa pela origem, enquanto que o plano intersecta o eixo z no ponto 
(0,0, 3). Assim, a reta está abaixo do plano. 

37. (a) uma solução: x = —12 — 7t, y = —41 — 23t,z = t 
(b) e planos náo intersectam. 

173 


39. (a) ( —— 2 я 2) = Não há ponto de interseção 


Es 


43. (x, y, 2) = (1 — 0(-2,4, 1) + ((0, 4, 7) 
as. (9(2,-1,-1) 0(2,-2,1) 


Exercícios 2.1 (Página 65) 
1. (a) e (c) são lineares; (b) e (d) não são lineares. 
3. (a) é linear; (b) é linear se k # 0; (с) é linear somente se К = 1. 
5. (a), (d) e (e) são soluções; (b) e (c) não são soluções. 
7. As trés retas intersectam no ponto (1, 0). A solução é x = 1, y =0. 


3х-3у=3 


x+2y=1 
2x+y=2 
9. descrições do conjunto-solução possíveis: 


7t — 
(а) x=ty= (—=®© <<) 
7 —3s + 5 
(b) дею 7 (-0 < 5,7 < c) 
1+ 8r + 55 — 6t 
(с) m=nm= — Ms mt 


(79 «r,s,t < œ) 
(d у=, W = Б, х = В, y = Зр — 8h + 2t3 + 4t, 
Z= t4 (-ю < fi, t2, fs, ta < œ) 
11. (a) resposta possível: x -2y = 5 
(b) Tomando x = t, obtemos у = 37 — à. 
13. resposta possível: equações paramétricas: x = 1 — 4f, 
y=2+5t,2=t; 
equação vetorial: (x, y, z) = (1,2, 0) + t(—4, 5, 1) 
15. Se k 6, não há solução. Se k = 6, existe uma infinidade de soluções. 
3 -2/-1 ї mid 41% 
17.4 51 3] wo 3 2 0-112 
T 3 2 0 9$ X Z2 011 
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21. 2x, =0 23.7 + 2х + x:—3x,—-5 
3x — 4x; = 0 хі + 2x2 + 4x3 =1 
x=1 
25. (a) Bé obtida de A somando 2 vezes a primeira linha à segunda. A 


27. 


31. 


é obtida de В somando —2 vezes a primeira linha à segunda. (b)B 
é obtida de A multiplicando a primeira linha por у i. A é obtida de B 


multiplicando a primeira linha por 2. 

2 +3y+ z= 7 29. x+y+ 2=12 
2x + y+3z= 9 2х+у+22= 5 
4х + 2у + 52 = 16 -x + z= 1 


(а) Зс + с 26 – с; = 5 
с + Зеу + 2с, = 6 

-a +0 + 5с; = 5 
(b) Зс + с + 26 — с; = 

с + Зсу + 2с, = 3 

—e + с + 5с, = —2 


2c; + с + 23 = 6 
(c) Зс + с 26 — с: = 4 


с + 3c3 + 2с; = 4 
-a + с + 5с; = 6 
2c + с + 2с, =2 


Ехегсісіоѕ 2.2 (Радіпа 78) 


1. (а), (c) e (d) 3. (a)e(b) 

5. (a) e (c) estão em forma escalonada reduzida por linhas e (b) em ne- 
nhuma das duas. 

7. lo aj lo alele i 1 4 (a um número real qualquer) 
o oj'jo oj'jo 1]'jo O 

9. x1=-3,x=0,x3=7 

ll. xy = —2 + 6s — 3t, x2 = S, X3 = 7 — 4t, x4 = 8 — St, 
xs =t (0 < s,t < %) 

13. x; = 8+7t, x; =2-3t, x4 = —5—t, x, =t (-0<t<0) 

15. xı = —37, х5 =—8,ху=5 

17. xı = -101 2 7s + 2t, x2 = s, %3 = —4 — 3t, 

=9- 3t, xs =t 

19. xı 2 —6 + 7t, x2 = 3 — 4t, x3 =t, х = 2 

21. х=2,5= 1,53 = $ 23. n=3m=1,m=2 

25. x = -1 +t, у = 25,2 = 5,0 =1 

27. 2=3%=1,m=2 29. ху =3,хж=1,ху=ш2 

з. x=-1+t,y=2s,2=s,w=! 

33. (a) tem soluções não triviais e (b) somente a solução trivial 

35. somente a solução trivial 

37. ш=1,х= –1,у =1,2= 0 

39, u = 1з5— Í1,v=-354+21,w=s,x=1 

4. В=1 = 1 =0 


. exatamente uma solução para cada а 
‚ Sea = 3, existe uma infinidade de soluções; se a = –3, não há solu- 


ções; se а Æ +3, existe exatamente uma solução. 
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47. (a) Sex+y+z= 1, então 2x +2y + 22 = 2 # 4; assim não há 3 
soluções. Os planos são paralelos. 

Т 9. | -14 

(b) $ех+у +: = 0, então também 2х + 2y + 22 = 0; assim, o 13 


sistema é redundante e há uma infinidade de solugóes. Os planos 
coincidem. 
49. а = л/2, В = -m,y = 0 п. of 3 | © «[ | 
51. Se A = 1, então x = y = 2 = 0. Se А = 2, então x=-—(1/2), y 20, z— t, 9-1 1 -1 


onde —o < f < 2. * 
53, ()x = 1000, y = 22 1 T Tx 4 
$2 -3 4||x|2| 3 
Exercícios 2.3 (Página 94) 1 5 -2]|m -2 
1. so 13. 5x; + 6x2 – 7x3 =2 15. 59 
=x — 2x2 + 3x3 =0 
40 10 4- ху=3 
30 60 41 
10 so 17. (a) [67 41 41] (b)[63 67 57] (c)|21 
67 
40 
19. (a) 17 (b)17 (c)-59 
3. (a) ху — ха = —500, —х + хг = 100, xı — x; = 300, -8 -10 
X;—x3—100 (b)xi = —100 + t, x2 = —400 + t, 21. (a)7 ow! = |75 n 23. -1 
Xx = —500 +t, х; = t (0t < 150) (с) Para todas taxas se- 
rem não-negativas precisamos t = 500 veículos por hora, de modo 
que х = 400, x; = 100, x, = 0, х = 500, 31. (a) A tem entradas nulas fora da diagonal principal. (b) А tem en- 
РА 2 ч tradas nulas abaixo da diagonal principal (с) A tem entradas nulas 
sh=5.bh=-4h=5 acima da diagonal principal. 


ааа 0 0 0 0 


а an аз 0 0 0 
9. xı = 1, %2 = 5, X3 = Зе x4 = 4; a equação equilibrada 6 O ag ди cam «0 
CH; + 50; > ЗСО, + 4H,0, (9) i 107. Д.а да RO 


11. xi = хо = хз = ха = t; a equação equilibrada é 0 0 O aw as 
CH;COF + H¿0 > CH;COOH + HF. 


13. р(х) 2x?-2x 42. 15. px) =1+ Bx ~ 1х? 


Ехегсісіоѕ 3.1 (Радіпа 108) 
La-3b--Lc--íd-B Exercícios 3.2 (Página 123) 


7 l=l =l5=1¿=3A,L = Б = 0А 


ase 
0 0 0 0 а ав 


33. O número total dos gastos com compras durante cada um dos qua- 
tro primeiros meses do ano. 


3. (а)3х4,4х2 () 3,11 (е) (1, 1), (3, 1) ou (3,2) lr -0 2 = 
3 7. (а) 5 7 -47 -53| (b) Y 2 * 
41 -42 -2 10 4 1 
(d) 3 (oll 2 
н Lo: за 207 60 
a "ML-s 3 * |-44 -46 
72 9 -5 51 9 3 
5.(9)| -7 4| (b)nãoestádefinida (с) li Fi 15, (а) L2 52] e E | of e 
91 1143 
1 
ua 8 =1, 9 201-4 2 
o; | (е9 1 6| (fnão está definida 5 Gita 3. 5 1] waif ] 
8 зи i “PBL 2 713 
e 3 12 6 9 8 19 TE Ue 
7. col; o] |5 -2 8| ())-20 0 23. resposta possível:| 0 2 —2 
4 5 7 32 9 25 ==? 48 
5 -5 8 
17 18 17 t 1 —[ 
of ] (0|-5 10 -12 O q q 
ов 2 3 12 16 


(f) não está definida 


cos O 


31. (a) A é invertível ай 6e A = 
(a) A é invertível para qualquer Өе A pe 


— sen 
cos 
(b) х’ = x cos0 — ysen6, y' = x senÓ + усоѕб 


33. (b) (А7! + B^)! = B(A + В) 14 


010040 1 3 1 
0000002 
O: 100/40: 0:40; 1 
37. 42=/0000001 
0000000 
0000000 
0000000 


Exercícios 3.3 (Página 136) 


1. (a) éclementar (b) não é elementar (с) é elementar 
(d) não é elementar 

3. (a) Somar 3 vezes a primeira linha à segunda linha. 
(b) Multiplicar a terceira linha por 1 E 
(c) Permutar a primeira e quarta linhas. 


(d) Somar + vezes a terceira linha à primeira linha. 
T SUME eT 
5 010 
eL { ld Oloo 10 
001 
3 1 00 0 
1010 
0100 
d 
@ оо то 
0001 
001 001 1:010 
7. (а) |0 1 0 61010 ()] 010 
100 100 -2 0 1 
100 
(1010 
201 


© 
> 
ns 
Il 
l 
u= N 
| 

š- юз 
C 


11. (a)| —1 1 (b) A não é invertível. 


LS A | 


15. cx0,1 
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Soo 


oom[ioo][fioo]fi o o 
23 А=|0 1 0||1 1 0][o0 1 0||O. 1 о 
ШИШЕ ] 
1 о р o o][ro2][r10 
ЖЕНЕ 010 
o o -s|jo о ij[o o 1j[0 O 1 


1 0 Sfm 0 1 0 
xlo 1 oloro ото 
o о –: [101 1]|2 0 1 
10011001 
x|-1 1011010 
00 111100 
25. primeiro sistema: X = —9, x2 = 4, х3 = 0 


segundo sistema: x, = 4, х: = —4, х3 = 4 


29. b,=2b, 31. 2b,-2b,+b,=0 
010 100 100 
3 E=|1 0 0|,F=| 0 1 0|,G=]0 10 
001 -2 01 011 
13: 308 
R=|0 178 
0000 


Exercícios 3.4 (Página 147) 
1. (а) (x1, x2) =1(1,—1); xi =t, x2 = —1 
(b) (х1, 22, x3) = 12, 1, 74); xı = 2t, x2 = t, x3 = —4t 
(c) (xi, x2, x3, x1) = 1(1,1, 22,3); x = t,x5 = f, 
X3 = —2t, x4 = 3t 


3. (а) (x1, x2, x3) = s (4, 74,2) + £(-3, 5, 7); 
xj = 4з —3t,x; = —4s + 5t, x1 = 25 + 7t 
(b) (xi, x2, x3, x4) = s(1, 2, 1, —3) + (3,4, 5, 0); 
Xi — 5 +31, х) = 25 + 4t, x3 = 5 + St, x4 = —35 
5. (a) sim (b) não 
7. (a) linearmente dependente (b) linearmente independente 
9. uz2v-w 
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11. (a) uma reta em R passando pela origem e paralela ao vetor (2, 17. (a) x+ y+7=0 


—3,1,4) (Ф) ит plano em К passando pela origem e paralelo а -2x + 3y =0 
(3, -2, 2, 5) e (6, —4, 4, 0). A 
13. solução geral: x; = —6s — 11t, x2 = s, xs = 8t, (b) É uma reta pela origem de R? 
x4 =t (-0<s,t<o0) (с) x-2-ity--$tz-t 
conjunto gerador: ((—6, 1, 0, 0), (—11, 0, 8, 1)) 19. (а) xi x;42x;42x,-20 
15. solução geral: xi = 2r — $s — $t, x; =", Sx, + 4x; + 3xi + 4x, = 0 
x,m—-is-itx,—5,x;—t (-o<rst<o) Obi ax — 
conjunto gerador: {(—2, 1,0,0,0), (-i.0, -2, 1,0), (Q 1 = 55 +4, x = —75 — 6t, x3 = s x =t 
(-2.0,-1,0,1)} . é 
Iene (Tons dd Exercícios 3.6 (Página 165) 
19. (a) linearmente independentes (b) linearmente dependentes 100 
(с) linearmente independentes (d) linearmente dependentes 1. (a) náoinvertível (b)| 0 10 
21. (a) Os vetores não estão num plano. (b) Os vetores estão num pla- 
no, mas não numa reta. (c) Estes vetores estão numa reta. 003 
23. (a) é um subespaço. (Б) não é um subespaço pois não é fechado Е: " 
na multiplicação por escalar. (с) б шї subespaço. (d) não é um 6 3 10 -2 30 -6 
subespaço pois não é fechado nem na adição vetorial nem na multi- 3 (Dis -1| Y -20 -2| © 20 2 
plicacáo por escalar. 4 10 10 —10 20 -20 
25. Uma reta pela origem em R’. 
27. ()7vi —2v+3w=0 (vi = vi - 3v, 10 0 10-0 
уз = у + фу, уз = зу + 292 5. а) A2=|0 4 0| 0)42=|0 i 0 
33. (a) não é um subespaço, pois não é fechado nem na adição vetorial 0 0 16 00 + 
nem na multiplicação por escalar 
(b) разе = 0,38c + 0,59m + 0,73y + 0,07k 1 0 0 
Pois = 0,83m + 0,34y + 0,47k — Day E 
pos = € 047у + 03k © A*=|0 (-) 0 | 7x41,-2,4 
(c) (0,19; 0,71; 0,54; 0,27) о о (y 
35. (0k 2o === i 
(b) =k =k km i o s 
i : u. 4=| 0 0 1 
(с) Os componentes de уг + уг; + in representam a popula- ewe 0 
ção média total dos municípios M1, M2 e M3 em cada um dos anos 
da tabela. 13. a=11,b=-9ec=-13 
Exercícios 3.5 (Página 155) 1 10. 10 
Зеф inn = 5,х3=1 1*A-|0 -1 0 
-islinxm-sx-lct 0 0-1 
3. (а) x 2i-is-inxz 25x 21x21 23. Todos vetores da forma (a, —a) com a real. 
(b) A solução geral do sistema homogêneo associado é Y ӯ 
x, = —$s — Lt, X2 = s, ху = t, x, = 0. Uma solução particular 25. (a) Índice de nilpotência: 2; (Z — A)! = 01 
do sistema náo-homogéneo dado é 
x 21,5920,355 20,4 = 1. 100 
5. w=-2v +3v + Уз 7. wnáo está em ger(v,, Vy Vy V4}. (a) Índice de nilpotência: 3(U-4)!=]110 
9. (ax 235, y =t (7e <t < ә) е 9 5 
(b)x=31,y=s,2=1 (-0<s,t<0) 31. (AA) =n 
TES IA Exercícios 3.7 (Página 178) 
х= (–0 < 5,1,7 < о) 
11. solução geral: x, = —s — t, x2 = s, ху = t; bidimensional 1. х=2,5=1 3.x1=-2,x%=1,%=-3 
201 4 
13. solução geral: x; = $r — 2s — $t, 5. ^-ш- |3 E ¡23.1 


х= -ir + $s + 31, xs =T, X4 = S, Х5 = l; tridimensional 
(a) solução geral: (1, 0,0) +s(-1, 1, 0) +1(-1, 0, 1) 


(b) É um plano em R, passando pelo ponto P(1, O, 0) que é parale- 
loa (-1, 1, 0) e (-1,0, 1). 


15. 


2 0 0|f1 -1 -1 


7 A=LU= 0-2 0]]0 1 -1|; 
=] ux SO О 1 
xj—-1,x;-1,x,-20 
-1 0 0 0]f[1 0-1 0 
di 2 з O0 оо 1 0 2 ; 
0.-1 2 0/10 O 1 1 
o 0O 1 4110 O DIA 
xa —3,5% 21,x422, qi T 
10 0]f2 0 0][1 1-1 
13. A=L'DU=|-1 1 0 010 0 1 1 
1 14 100 11% 0 1 


15. (a) é uma matriz de permutação (b) não é uma matriz de permu- 
tação (с) é uma matriz de permutação 


17. n=2,mw=-É,w=b& 
1 0 0]f3 0 0][! -3 0 
19. А=|0 0 1||o 2 offo 1 4]; 
o10]ls o illo от 
a=-12=]x=3 


21. (a) 66,67 x 10º segundos para a fase para frente e 10 segundos pa- 


ra a fase para trás 
(b) 1334 
Exercícios 3.8 (Página 183) 
6 -7 -6 
1. (а) іт; -2 9 7 (b) os tamanhos dos blocos não com- 
9: =5 =6 binam, 
(c) os tamanhos dos blocos (d) os tamanhos dos blocos combi- 
combinam, nam. 
[3 231-10 3 23!-10 
3. (а) 137_-13,__8| ()/37 -13; 8 
125 231 41 25 231 41 
74 -7 -19!-43 
-3 -15 -11 2 2 sj 17 
ч ШЕ 15 ul ® 0 5 25: 35 
[2 3 231 24 
[o A 
17 =19 
- == I ! 
аата б Га Bibi о 
3 210 0 Dl 
SA pes == E nom W o 01510 0 
0 | 1 EI 6256 Bi AU. uq Ace yo 
| : А 0 01014 -7 
0:5 —5 O 01 буй 2 
1 -1! 8 -10 
= 2 -13 
Tos == 
0 01-3 5 
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Exercícios 4.1 (Página 193) 

1.22 3. 59 5.a-Sa+21 7.-65 9. -123 

11. (a) (4, 1,3, 5, 2); —a14421433445452 

(b) (5, 3, 4, 2, 1); —a:5a23a34a42a51 

(c) (4, 2, 5, 3, 1); —a:1:a22a3sa:3asi 

(d) (5, 4, 3, 2, 1); +a154,,4334:2451 

(e) (1,2, 3, 4, 5); +anananassass 

(f) (1,4, 2, 3, 5); -a11a544:2243455 
33433 


13. 4-10u-3 7i 


15. A=lou-l 17. х = 


19. (a) -1 (b) 0 (c) 6 
21. My = 29, Сү = 29 Мр = 21, Ср = —21 
Мз = 27, Сз = 27 Му = —11,С› = 11 
Mn = 13, Cn = 13 Mn = –5, Сз = 5 
Ms = —19, Сз = -19 Mx = -19, Cy = 19 
Mas = 19, Ca = 19 
23. (a) M,,=0,C,,=0 (b) M,,=-96, Cn =96 
(с) M,,=-48,C,,=-48 (d) M,,=72,C,,=-72 
25. (todas partes) 152  27.-40 29.0 31. —240 
33. O determinante ésen'9 +cos9=1 35. d,=d,+4 


Exercícios 4.2 (Página 202) 
3. (a) 4 (b)0 (c) -30 
5. (a) 6 (b) 72 (c) $ (d) 18 
9. Cada um dos valores torna proporcionais duas linhas da matriz. 


11. det(4) 230 13. det(A)=-17 15. det(A)=39 
17. det(A) = —l 25. (a) p, EESTI (b) k2-1 


27. (а) 189 œ} (05 (а) 2 


31.39 39. (a) -3 (b) 4 


Exercícios 4.3 (Página 216) 


=3 5 5 3 —5 -5 
lad(A)2| 3 -4 —5|;А!=|-3 4 5 
-2 2 3 2 -2 -3 
L E wd 
264 2 2 
3 айд) = [0 4 6547 —2]0 1 3 
002 0 0 1 
suo=he=% 717:=-%iy=-£2=$8 
9.x,25;x,28;x,23;x,2-1; 11 x=3 


cosgó —senü 0 
ѕеп б 
"O 0 1 


13. det(A) = 1; A^! = 
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15. k*0ckx4 17. y*0cy*tx 19. 3 
21.4 23.3 257 27.16 
29. Os vetores não estão no mesmo plano. 
1 
31. += . 
+ 5 (0,2,1) 49 
35. (a) (32,6, 4) (b) (-14, -20, -82) 
(c) (27, 40, -42) 
37. (a) (18,36, 18) (b) (3,9, 3) 


374 
43. (а) 59 (0) VIOT 45. M 49. (8,4,4) 
> аз 
51. А! = | 2 -1 0| s.p()z-1-x-2x «x 
+04 


Exercícios 4.4 (Página 229) 
1. (a) A (-o<t<0o) (b) И (-o<t<xw) 3, 5 


5. (a) 22-24-3=0;2=3, multiplicidade 1; А = —1, multiplicidade 1 
(b) 2 - 844 16= 0; à = 4, multiplicidade 2 
(c) 2 —4444 20; А = 2, multiplicidade 2 

7. (a) 4 — 64 114—620; A= 1, multiplicidade 1; 
A=2, multiplicidade 1; À = 3, multiplicidade 1 


(b) 2-44+42=0; А = 0, multiplicidade 1 

А = 2, multiplicidade 2 

(c) 2 — +82 +12 = 0; А - 2, multiplicidade 1 
А = –3, multiplicidade 1 


9. (а) риал =3,х | ay eno plano: 
0 
Рагад=-1,х =t 1 paretax=0. 
3 2 
(b) Раад =4,х =t |, |; aretay = $x. 


(с) Раде2 = ања, 


0 
11. (а) ParaÃ=1,x=t | ; uma reta pela origem ет R’. 
0 


—2 |; uma reta pela origem em R. 
-2 
-1 

1 |; uma reta pela origem em R°. 


ParaÃ=2,x=t 
ParaÃ=3,x=t 


ParaÃ=2,x=s ; um plano pela origem em R’. 


| 1 
5 

(b) Para A70, х = t | 1 |; uma reta pela origem em R°. 
3 


QC to tA 


-1 
1 |; uma reta pela origem de R°. 
3 
-1 
1 |; uma reta pela origem de R°. 
-2 
13. (a) pQ) = А? – 4А – 5; -1,5 
(b) р(А) = А? — 112? + 314 — 21; 3,7,2 
(рО) = А - ie 
15. (42 84-9) (2-9); 3,3, 9, -1 


(c) ParaÃ=2,x=t 


Para A=-3,x =t 


2 
17. A=-1 com autovetores x= Г | —1 |; 
1 
0 1 
A= 1 com autovetores x = s | —1 | +t | —1 |. 
1 0 


Os autovalores de A“ são 4=(-1)=-1e A = (1)? = 1. Os autove- 
tores associados são os mesmo que acima. 
19.3,-1 21. 


23. (а) у= 2хеу=х (b) náo há retas invariantes (c) y = 0 
25. a=1,b=4 27. A=1,A=-1 
31. (a)l,—j (0) 1,—¿ (9-8-3 (2-205 (е) –14,6 


Exercícios 5.1 (Página 240) 


1. (a) éestocástica (b) não é estocástica (с) é estocástica 
(d) não é estocástica 
0,54545 
d Feed 


5. (a) é regular (b)náoéregular (c)éregular 


3 


ILI 


a 
E 
ate ale 
EAS 

е 
jl» zz 


1 


11. (a) a probabilidade com que algo no estado 1 permanece no estado 1 
(b) a probabilidade com que algo no estado 2 passa para o estado 1 
(с) 0,8 (d) 0,85 
5 0,95 0,55 
los 0,45 


| Ф) 0,93 (c)0,142 (а)0,63 


46 
159 
(Gu 5 $| (0355035 
E 
159 
Exercícios 5.2 (Página 246) 
0,50 025 $25.290 
1.09) [5 al e El 
01 06 04 $31.500 - 
э. (а) |03 02 03| 0)|826500| s. [E] 
04 01 02 $26.300 


7. (a) produtiva pelo Teorema 5.2.1 
(b) produtiva pelo Exercício P2 


16 10 5 
30 25 10 
28 20 10 


9. 0-С)! = 


Ехегсісіоѕ 5.3 (Радіпа 253) 


‚ [2,875], "E AOL, .[3 

1. Jacobi: [is] ous seite: [ois] eam Н 
0,492 0,4989 0,5 
3. Jacobi: 0,006 |; Gauss-Seidel: 0,0004 |; exata: 0 
—0,996 —0,9998 -1 


5. (a) não é (b) é (c) é 
7. A matriz não é diagonalmente dominante, pois 


5 » 2 
|-1| </4/+]-6];]| 3 -7 —3 |é estritamente diagonal- 
-1 4 -6 
mente dominante. 


9. A matriz não é diagonalmente dominante, pois |1| « |-2] + [3]. Tro- 
car linhas não a tornará diagonalmente dominante. 


Exercícios 5.4 (Página 265) 
1. (a) À, é dominante (b) não há autovalor dominante 
3. autovalor dominante: À = 5 
sequência (2): 6,310; 5,210; 5,040; 5,008... 
a! 
autovetor dominante: | d 


1 


Y 
5. autovalor dominante: À = 2 + 10 = 5,16228 
segiiência (9): 1,0; 4,6; 5,131; 5,161... 


autovetor dominante: | 


1 
A 
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7. 2,99993; ses 


1, 


Exercícios 6.1 (Página 280) 


1. (a) domínio: R°; contra-domínio: R° 
(b) domínio: R^; contra-domínio: R? 
(с) domínio: А”; contra-domínio: R? 


3. R, R, (1,2,3) 5. (a) F (b) le 


-1 -6 
1|+t | 3]|(rumnámero real qualquer) (b) não existe 
0 1 
tal vetor 
9. T é linear em (а), (c) e (d). T não é linear em (b), pois ambas aditi- 
vidade e homogeneidade falham. 
11. Té linear em (a) e (c). T não é linear em (b), pois ambas aditividade 
€ homogeneidade falham. 
13. O domínio é R’, o contra-domínio é R° c T é linear. 
15. O domínio é R’, o contra-domínio é R` e T é linear. 


7. (a) 


3 -1 
17. Т=|2 3 

4 0 

-1 1]f-1 5 
gi 

2-1 1 2 0 

010 1 1 1|=|-2 

о о 0||-3 0 

35-1 3 
21. (а) |4 -1 1 (b) | -2 

3 2 -3 
23. (a)(-2,-1) (b(-1,2  (0(-2,0) (d)(0,1) 


25. (а) (2,22) &-4» (93,4) 


(a) (2+ 55, -3 243) 


(a) (-3 +24/3,2+ 24) [DIE +43, ia 5) 


29. 0-354 33. (a)(-1,%) (515.3) 


3 


-1 3 0 2 0 
(9| 2/,|1|,| 2| [5] (9| 14 
4 5 


35. 
-3 6 -21 
100 010 001 
37. (a)|0 01 {100 (0|0 10 
010 001 100 
a9, же 
00 
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Exercícios 6.2 (Página 296) 
1. A =A" = | 


ЗАА = 


aja tj 
wwe we 
LII 


Ф ws 
Ulo ч» le 


Bla ur Bis 


l 
D 
I 


5. (a) é uma rotação em torno da origem pelo ángulo 0 = 31/4 
(b) “ита reflexão na reta pela origem que faz um ángulo de Ө = 1/3 


com o eixo x. 
0 10 
| S E e 


L 0 k 
т. (9A = | ° (Ъ)А = | ° 
01 0 


9. (a) expansão na direção x de razão 3 
(b) contração de fator 1 


(c) cisalhamento na direção x de razão 4 
(d) cisalhamento na direção y de razão —4 


0 0 5-0 0 
п.л | o] 13. А=|0 0 0 
000 


19. (а) (2,5,-3) (b) (2,-5,4) (9 (22,5, 3) 


1 0 0 001 
21. ()4A=|0 0 -i (bA=| 0 1 0 
0 0 -10 0 


© 

= 

> 

Ш 

I 

- 
Son mu 
= о © 


23. (а) (-2,-1+ 38,1 /3) ()(0,1,0) 
(9 (214 33,1 5,2) 


25. сіхо de rotação: o eixo x; ângulo de rotação: 7/2 


27. Trago = 1 e v = (2x, 0, 0), portanto o resultado é igual ao do Exercí- 
cio 25. 


29. (a) М; = 


М = 


Soo 
ooo om 


Exercícios 6.3 (Página 305) 


1. (a) nuc(T) é o eixo y; im(T) é o plano x; T não é nem injetora nem 
sobrejetora. (b) nuc(T) é o eixo x; im(T) é o plano yz; T não é 
nem injetora nem sobrejetora. 


(c) nuc(7) -| [o] | im(7)= К; Tétanto injetora quanto sobrejetora. 


0 
(d) nuc(7) =$ | 0 | $; im(7) = R5 T € tanto injetora quanto so- 
0 


brejetora. 
-5 


3. nuc(T) = serf el | 5. nuc(T) = ger 4 
1 


1 0 -1 O 
x 
0 1 -1 0 
4. A o y] o | * solução é x = 0, y = 0, z = 0; 
ra JU [o 
nuc(T) = ger(0). 
9. (a) b náo está no espago-coluna de A. 
o 3 4 1 5 2 
i a = 
3 je 
8 1 8 
2 -3 si Р 
11. está 13. 5 1 ; tanto injetor quanto sobrejetor 
-1 3 2 
15.| 2 0 4 |; пет injetor nem sobrejetor 
1 316 


17. resposta possível: (1, 1) 
19. (a) injetora (b) não é injetora 
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1 0 1-2 4 
21. (8)6b; -3b; – 45 =0 (Da|0|+6|1 19. T 2|-1 2 -3|,T^(w,w;,w)- 
3 2 -1 3 -5 
2 4 
-1 -1 (ш — 2w; + 4us, —ш + 2ш; — Зшз, —w; + 3w, — 5w3) 
-1 1 
(с) + = = ЕП 
: 0 A: Tsj i T Ark ) 
0 1 = 2 3 2 |» Wi, W2, W3 
Lu m 0 
2 2 2 
Exercícios 6.4 (Página 316) = (ўш — 5ш + шз, ти + үш; ўш, 
5 -1 21 EE es d -iuctiw — jus) 
1. TsoT,=|10 -8 4|,TaoTs=|-5 -15 -8 1 £ 
45 3 25 44 —1] 45 23. (a) sim (b)sim (с) пао 25. ж 1 
7 Y 
rn d 3 0 
= = 27. área=3 y 
з. (а) 7, [ ME А h 


enen-[; j|nez-[ 4] 


(c) T2 (Ti (31, x2)) = (3x1 + 3x2, бху — 2x2) 
Ty (T3(1, x2)) = xi + 4x2, x1 — 4x2) 


|| eo al 


a 
= 
e 
о ~ 
La 
ЧА 
Lal 
sg 
- 
== 
© © 
= O 


Exercícios 6.5 (Página 325) 
3. 


1. y y 


= 
| 
= о m 
ese 
м O tm 


M 

t 

2 

1 

l 

о о ~ 
о-о оо о 


== secs ооо оо 


$ jr 5 m uw 1 L'L' 
8 16 
1 -1 -1 1 dy 1030; 1 
9. (9 | j -$| Ojo -1 o svf LA afe- УЕ! 
0 E e 014 1 
2 01110 А a 1 10 0 1 
11. (a) la И 3 | expansão na direção у de rato 3 seguida pela i11 0m 
expansão na direção x de razão 2. ъу=|, O! = = = 01110 
0 1 0-1 -If 
0 1][1 0 00 1 UA 
w | || | cisalhamento na direção у de razão 2 seguido 
AX AE psi j 10011 
pela reflexão na reta y — x. 
o fi о о][4 o | AE 0-2-2 Ч y 
(с) 1 ollo -illo 2llo 1 | expansão na direção x de 0 3 0-3 -3 


razão 4, seguida pela expansão na direção y de razão 2, seguida pe- 
la reflexão no eixo x, seguida pela reflexão na reta y = x. 


1 0111: O Mt. =31 . Жы 
(а) la | [ sl E i| cisalhamento na direção x de ra- 
zão —3, seguido pela expansão na direção y de razão 18, seguida pe- 
lo cisalhamento na direção y de razão 4. 
13. (a) reflexão de К? noeixox (b) rotação de R pelo ângulo —7/4 
(c) contração de R,k= 3 (d) expansáo de К? na direção y 1 j a cu es 
com k=2 11. | | 


15. T = E | ‚ҮТ (wi, w2) = (—ш 2w;, wi — шә) 
01 
17 Т- = [ 1 4, T^ (wi, шз) = (wz, ш) 
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17. (a) 


19. (a) 


| 
| 


9. resposta possível: (v,, V» (1, 0, 0)) 
11. resposta possível: (v,, V» V4} 
13. у=-Зу, + dv, v, 
15. (a) não é subespago (b) é subespago 
17. (а) (6, 2, 4) 
(b) (Za +2b+ lc, la+ $b- 2с, -а+ c) 


wa ww 
- uw we 


-1 0 


19. (x,y,z) = (- 5x — + 102) Yi + 
(-2х- a9 + 32) V2 + (5 + 00) — 1002) Ys 


Exercícios 7.3 (Página 348) 
bjo -1 0 1. Todos múltiplos de (7,-1,2) 5. y = —ix 
7. resposta possível: x = is — 2t, y = 5,2 = t (s e t quaisquer nú- 
meros reais) 
9. resposta possível: W: {(1, 0, -16), (0, 1, —19)}; W*: ((16, 19, 1)} 
11. resposta possível: W: {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1); W: 
((0,0,-1, 1)} 
13. resposta possível: W: {(1, 0, 0, 2, 0), (0, 1, 0, 3, 0), (0, O, 1, 4, 0), 
(0,0,0,0, 1)}; W^: {(—2, -3, —4, 1, 0)) 
15. 16x, + 195 +x,=0 17. -x,+x,=0 
19. 16b,+19b,+b,=0 21. -b,+b,=0 23. b, b; 


o 
© 


но o o 


101 
21. (a) [ a 1 (5 (4, 6) 27. ((1,3,0, 4,0,0), (0, 0, 1, 2, 0, 0), (0,0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, O, 0, 1)) 
1 


lI 0 

0 1 

23 (а) бф 
0 


5 
о wl se 


«liso 
"L-2 0 01 


110150) Exercícios 7.4 (Página 356) 
1. pos(A) =2, nul(A) = 1 
3. pos(A) = 2, nul(A) = 2 
3 5. pos(A) = 3, nul(A) =2 
7. (a) pivôs =3, parámetros = 5 
1 (b) pivôs = 2, parámetros = 2 
(c) pivôs =2, parâmetros = 4 
9. (a) posto máximo = 3, nulidade mínima = O 


o 
о ~ no 
оо н- o 
un 


Exercícios 7.1 (Página 333) (b) posto máximo = 3, nulidade mínima = 2 


1. (а) у; =2v, (b)v-—v;-w; (с) у; = —v¡+2v2+Ó6v3 


3. уу = – 1% + v; 


5. respostas possíveis: (а) ((1,2)); (02,4)}: (—1,-2)) (b) ((1,-1, 


(с) posto máximo = 4, nulidade mínima = O 
11. [vi va ($. 5$, 1,0), (3, — 5,0, 1)} é uma base. 
T 


0), 2, 0, )); ((1, 1, 1), (0, 2, 1); (0,0, 21), 3, -1, -1)) m 
7. ((- 1. — 1.1.0). (0, —1, 0, 1)]; dimensão - 2 13. (a) A = [i] [i] ()A-|-2|| 3 
9. ((—1, 1, 0, 0, 0), (—1, 0, —1, 0, 1)}; dimensão = 2 3 р 


11. (a) ((2, 1,0), (3, 0, 1)) 


(b) ((0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, —4), (0, 4, 1, 0)) 


Exercícios 7.2 (Página 339) 15. uu” = 


1. (a) são dependentes (b) não geram (с) são dependentes 


5. (a)sim (b) não 
7. b v = v+ +Y; = 


1 
2 


NN O a 
о о 0 


2 2 
33 
Ll 
1 


17. posto 1 se t = 1, posto 2 se t = —2 e posto 3 nos demais casos. 
v+ Žv +v = 7v +4v2+3v3—ÓVa 21. resposta possível: {(1, 2, 0), (3, 0, 2)}; W* é um hiperplano. 


Exercícios 7.5 (Página 366) 


1. dim(lin(4)) = dim(col(4)) = 2, dim(nuc(A)) = 3, dim(nuc(A^)) =2, 


parâmetros = 3 
3. pos(A) = pos(A”) = 3 
5. 


посева 


EA 
RE 
| dim(ue(4) | 


7. (a) consistente; parámetros = 0 
(b) inconsistente 
(c) consistente; parâmetros = 2 
(d) consistente; parâmetros = 7 


9. (a) posto-coluna máximo (b)nenhum (с) posto-coluna máximo 


(d) ambos 


11. (a) det(A'A) = 149, det(AA") = 0 (b) det(A7A) = 
det(AA") =0 (c) det(A7A) = E det(AA") — 66 


(d) де (АГА) = 64, det(AA") = 64 


17. Inconsistente, a menos qel brh A bp bu b, b) rwr as equações 
gm 


b, = —3Ь + 4b, b; = 


Exercícios 7.6 (Página 374) 


1. espaço-coluna: {(1, 5, 7), (-1, 4, -6)) 
espago-linha: {(1, —1, 3), (5, —4, —4)) 

3. espaço-coluna: ((1, 2, –1), (4, 1, 3)} 
espaço-linha: ((1, 4,5, 2), (2, 1,3, 0)) 


5. espaço-coluna: ((1, 0, 2, 3, —2), (3, 3, 3, 6, 9), (2, 6, –2,0, 2)) 
espago-linha: ((1, —3, 2, 2, 1), (0, 3, 6, 0, –3), (2, -3, —2, 4, 4)) 


7. (vi, va va) 9. (vi, уз}, V2 = 21, Va = Vi + Уз 

и. ((1,-1,0),(0,0,1)) 

13. lin(A) = ((1,0,-1,4),(0,1,-3,-7)) 
col(A) = ((1, 2, 4, 0), (-1, 1, -3, -1)) 
nuc(A) = ((1,3,1, 0,6, 7,0, 1)} 
nuc(A^) = {(1,0, — 2, —1) (0.1.5 2º -il 

15. (a) ((4, 0, 0,0, 1), (8, 5, 0, 3, 2), (8, 15, 4, 9, 2)) 
(b) ((4, 16, 8, 8), (0, 0, 5, 15), (0, 0, 0, 4)) 
(c) ((-4, 1, 0, 0)) 
(a) ((0, —3,0,1,0),(—1,0,0,0,1)) 


E 2 1 

UE E е: 
mA=|, 0 | : | 
0 6 B Wm 

2 —4 

1 1 

- 110 o-P-H4j 

0 6 


Exercícios 7.7 (Página 387) 


LA ыу) (02,72): (IS, +) 


a ЕЗ ЕТЕЯ 
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Ub 4D 9 29 п. E 


E 
1 1 -5 -2 1 113 -84 96 
13. 30 -5 25 10 15. 257 —84 208 e 


-105 135 —15 15 
-3 -15 31 -75 
25 15 -75 185 


21. 


2-2 2 
1/14 11 -8 -2| 1 

25. — 21-2 5 1 
351-7 -8 9 11] 6 

2 t 5 


Ехегсісіоѕ 7.8 (Радіпа 398) 


ь(®-) s (217 


5. Solução: È = ($, $); erro de mínimos quadrados: 3/5 

7. Soluções: = (7, — 2, 0) + 1(1, —1, 0) (tum número real); erro 
de mínimos quadrados: 1/1 

9 y=- A+ 0х A 


п. y=1-Yx4+ 2х? 


5 15 55 2251 [a 216,8 
5.) 5 5 25 979 |а| | 9160 
55 225 979 4425 | |а, 4087,4 
225 979 4425 20515 | | a; 188224 
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Exercícios 7.9 (Página 408) b Js 
2 1$ 
1. (a) não é ortogonal (0) ortogonal; (— 4,4) (22, 2) 5. resposta possível: Q = 5 -% + 
(c) ortogonal; (4,4, 4), (35,0, 24), 0 5 7 
35 
(-&. - 9, £) 42 32 yn 
(d) não é ortogonal R=| 0 E E 
3. (a) ortonormal (Б) não é ortonormal; у, * у, # 0 0 0 Ni 
(c) não é о 1411 19 
5. (а) (1,1-1,1) (3, 2, -1,- 5) т. (C&. 2) 9. (-8, —5, 16) 
7. (а) (3, 3, 1-1) © (3-3-3) [| 32:6 
== =({—3 2 _4 
9. w= Жуз + Эш Уз П.ж = у + фу + $ Буз — E Doe : ч A ¡Hb =( Tq 7) 
1 29 4 1 2-2 
1i.-|4 5 -2| 15. (2,15, 2) 1 E 
9 à o o» 13. Н=х D L 2 
2 2 1 
X dL 
+: 0 ib о 0 0 
17.11 1 0| 19. (-2,-,0) mp E О EL. 
001 по 2 9 6 
0-6 6 -7 
21. tr(P)=2 23.2 25.1 
3 S T à 4 e € 
п. (28728) (3%: 2) 3 17. en-[ “| ma=| ? * 
4 
= i 1 
à 4 
onfi 1 
2 Y 
1 -10 5 10 
19. Н = — 5 14 -2 
15 
э. [(5. do 35) (4 $300 10 -2 11 


20439 (2-4 40). кае) 
(Ж 3-5-4). (4 + 7)) TA -% -# 
эз. (25. 23,0) » (25, — 45.0), (0,0, 5 -% 42A wi A 
Q=|-L 0 -4|,R=| 0 4 5 
23. 2 Y 
ss. [(0, 3, 3) (7 — do» 9) 0.1.0 0 0 „0 
37. w =(—$,2,$), ж = (3,0, $) 25. (1,1,1) 
Ехегсісіоѕ 7.10 (Радіпа 419) Exercícios 7.11 (Página 430) 
1 — 
m 4 % po У 1. СЕТО 
A м 0 45 À 
" s NE 
ds T (b) (wa = (É, į), [w]; = H 
3. resposta possível: Q =|—3 3/7 [R= o x 
i 2m ? 


3 
з. (w)s = (3, 2,1), [Wo = |- | 


a 


1. 


13. 


P 


15. 


2 -3 1 43 1 
of 3] ox | cm = [ 1]. 


t 


a 


1 


21. 


27. 


2 


e 


1 


(6,-1,3) TNES) 9 (5.5.1) 
Gu-(i.-i.v-($.$) (0)42,V17,3 


V15, 35, 30, 105, 5, 20 
(0, 2), (1,0), (71, VÐ, (a — b, b/2) 


3 
[T] 


ms-[ 5] em; [ 5] too = p 
1 f13 -5 1f0 -5 
aL ol CH 4 
LJ. 


(0) (wa, = | «tela = [75] 


E 
Lm 
(e) [w]a, = L2 Iw], = | | 


3 1 A 
4 4 12 
®|-} -3 -3 
Op $. 3 
19 
1 12 
(O) (wa, = | 1|. Iw] = | -8 
1 + 
1 
2 1 1 
v6 2 UNS 
Pros = i 0 эл , 
жа. ` e H 
эл 2л 6 
2 С. 1-4 
v6 3 КУД 
Py... p, ш j 0 zh 
-7 4 
0 1 
о. |, a] 
01 
Өрт. = |3 o] = ^ 


A E. ЕЕ ЛЕВЕ: 
ui E f 
coordenadas xy de (2, -6)=> coordenadas x'y' de (4/2, —2,/2) 
Ro.) х _ у 
"WES 42 2 
coordenadas x де (5, 2) =» coordenadas лу de (— 2/2, i42) 


045) eC c3) 


, " 


(b) x= 
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= 

1 
*Ь "m ^Ь 
els эю els 
у O ы 


1.17) = E FE 


hb Wb bij 


i 
= 1 1 
5.[Т\в=|-1 i 1 
o1 


м 
I 
I 
o. - 
І о е 
| a | 
Li 
fe 
=--.o 
o 
(a) 
1 
o. ~ 
1 
Bie юе юш 
! 
юз юс юе 


21 Ed. cf 
15. (a) [T(x)]s = | d Th = | : 4 
5 5 5 


(elo = Ё 


ы 


1. (MITO) = [| Өл» = H 


уту) = E те) = [4] 
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Exercícios 8.1 (Página 444) 
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(с) T(x, x2) = ($(19xi — 3x2), 5 Q2xi + 11x2)) Exercícios 8.3 (Página 468) 
(DTA,D= (2, 2 1. Autovalores: 0 e 5; ambos auto-espaços têm dimensão 1. 
3. Autovalores: 0 e 3; auto-espaços associados têm dimensões 2 e 1. 
23. [T] = 10 [T]; = 10 (7) = 10 1 1 
0) ын д" Ж ыа o 3I" ne- žok] 
n s UE 1 por LO! 4 
17 7 Y A 
We. = he + 
= 1 1 E 
% уш ys 2 0 0 
0 0.1 .P=|k -% 0|D=|0 -4 0 
27. Т=|1 0 0 2 2 1 0 0-4 
010 vo JD М 
- 0 e 1 
29. (т), = |74 6 | Rotação ant-oráia pelo ângulo zt para novas л Y 000 
06 1.Р=|0 % 5 |. р= |000 
coordenadas x'y'. Depois expansão de razão 4 na direção x”, refle- 002 
xão no eixo y' e expansão de razão 6 na direção y”. Finalmente, ro- 1 0 0 
tação horária pelo ángulo 7/4. А i 
0 0-Ж 4 0000 
Exercícios 8.2 (Página 455) pelo O F S58 jam [0507-0020 
1. motivo possível: determinantes diferentes. 0 1 0 0 0020 
3. motivo possível: postos diferentes. 1 0 «O 0 9 qd 
5. tamanho: 5 x 5; 31 E. E L d 
: =2| * ?*[+4|? ? 
15 К 3 E + f- 1 
2 2 2 2 


| 


1 d 
7. Autovalores são À = 1 com multiplicidade algébrica 2 e multiplici- EE] КД 
dade geométrica 1 e À = 2 com multiplicidade algébrica 1 e multi- 41-5 [5 -% A] 0 [-à 0 5] 
plicidade geométrica 1. 
9. Autovalores são À = 3 com multiplicidade algébrica 1 e multiplici- E: 3 
dade geométrica 1 e À = 5 com multiplicidade algébrica 2 e multi- 100 
plicidade geométrica 1. 3070 3069 
19. 21.1010 
11. Autovalores são À = 0 com multiplicidade geométrica 2 e А = —3 —2046 —2045 001 
com multiplicidade geométrica 1. 
13. pos(31 — A) = 1, pos(5I - 4) 22 23. (b) А“ = 244 - 64A +48] (QA = 4A IA TI 
is 24 |; 1 Apa |) 4 ¿si L| EE тана 
CO 2|-e8-e pe! 
010 000 e " ps à " 
PN «PAP = Se pe” -e pe? —2e* +20” 
17.P=|-1 0 1|;PAP=|0 1 0 aÃ a e о de 
roi 002 27. d= -| -e*"-ce Seh +е-2 —2e7* 42e 
—2e +22 —2e 42072 207 + Дет 
s E 
000 100 
19. A édiagonalizével. P = |! 3 $ 
сона 22 29. зеп(лАу=|0 0 0| з. (d)e*=|1 10 
ы 000 zd 


21. A nào é diagonalizável. 


13200 O diagonalizável; Exercícios 8.4 (Página 480) 


29. Autovalores são À = 0 com multiplicidade 1 e À = —3 com multipli- 


NC «et ы E] oe aL SE] 
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— A зв. SE 


Ofk x» x] 


3. 2X & Sy – бху 
H 1 
vw 7% | [х 
= K = [É 1 [ T О= у +37 
Уу; A % X 
=) 2 1 
у 3 3 3 
ъ|»|=| 3 i$ 3 0=3+04+D5 
» i) id 
3 3 3 


9. (а) [x y] 


[E o) let ар 


[х y] Ё {| M EIU -8] []-s=0 


11. (a)elipse (b) hipérbole (с) parábola (d) circunferência 

13. hipérbole: 2(y)? — 3(х')? = 8; 0 = —63,4º 

15. hipérbole: 4(x')? — (y)? = 3; Ө = —53,13* 

17. (a) positiva definida (b) negativa definida (c) indefinida (d) posi- 
tiva semidefinida (e) negativa semidefinida 


19. positiva definida 
21. positiva semidefinida 


23. indefinida 
sã AA 
m B=] 2 2 a2 
Bd sã 
2 2 2 2 
bed 1-4 o 
$5B-|1-33 14% 0 
0 0 4s 
29. k»2 


—J3- 415 134/15 
p= 1[-03+15 V3+v15 mc=|? ? 
2) 43-415 -V3+415 “jo 45 
33. A entrada ij de A é cc; 
35. (b) A matriz deve ser positiva definida. 


Exercícios 8.5 (Página 488 
3. pontos críticos: (—1. 1), máximo relativo; (0, 0), ponto de sela 
5. pontos críticos: (0, 0), mínimo relativo; (2, 1) e (-2, 1), pontos de 
sela 
7. mínimo: z=-1 em (0, 1) e (0, –1); 
máximo: z = 5 em (1,0) e (-1, 0) 
9. mínimo: z = 3 em (1, 0) e (-1, 0); 
máximo: г =7 em (0, 1) e (0, -1) 
11. mínimo: w= 3 em (0, 0, 1) e (0, 0, -1); 
máximo: w = 9 em (1, 0, 0) e (-1,0, 0) 


31. (a) respostas resi B= i V3 VIS. — 34 VIS 


13. mínimo: z = —2; 15. 
máximo:z = 2 


17. coordenadas de um vértice: x = Ay - 5 


Exercícios 8.6 (Página 501) 


1 1 
Z A 
4 0 
4=v3| %|[1 0)+v2] 3 | [0 1 
1 
= кд 
=- 9 Жү бю! [ЖБ € 
17. А=| 50 5||030|0 o 1 
oroj ruj 4 o 
19. (а) base de col(4): {(1, H, і, Db 3 9) 
base de me; (4, -4 1,1) Q1 3.9] 
base de (Ab (3. 4,3) (3. 3.0] 
base de nuc(4): [(—3, 3, 3)) 
R J 
2 0 6 2 2 
1 1 2 1 2 
4 -8 10 z -3|[4 013 75 5 
Olas 10 1 -i|Llo al 2 1 
2 0 6 Ae 
2 2 
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Exercícios 8.7 (Página 507) 


1 sí 
LAt=[3 £] &4*-| é Е 
25 25 -i 0 


Exercícios 8.8 (Página 516) 


1.üu— (2 + i, —4i, 1 — i), Re(u) = (2,0, 1), 
Im(u) = (~i, 4i, i), їч = /B 


x= (7 — 6i, -4 — 81,6 — 12i) 


zo [S 4 0 4 
х= |, 10 = | |]; 


Im(A) = Li s ¿det(A) 217 — i (4) =1 


a 


БЫ 


1. u-v=-1+¡,u-w=18-7i,v-w=12+6í 
13. -11 - 14i 


ds Xp к йе pem а-о = Pr 


17.41 =4-i,x = [ MOL - Г Г 


19. |А = V2, 6 =л/4 
21. |А 22,9 = –л/3 


ЕЕЕ 
sefi eE] 


27. (a)k=-—Si (b)niohá 


Exercícios 8.9 (Página 523) 


MEMES 
n= 3-i 71 


1 i 2-3 
3 4=| -i -3 1 
243i 1 2 


5. (а) аз ds. (b)a» à» 


ES 1-3 
11. At=Ai=| 22 “| 
нуз ci-y3 
2.2 2/2 
ан l-i 
mr MI Д 
A Ж 
Ei 1+ 
ar [E Sof] 
љ Y 
0 3 1 200 
17.Р=| 5 5 0|р=| 010 
ін ЕЯ 0 005 
0 i 2-31 
1. A-| i (ME: 
2-3 -1 4 
21. (aja; £ —(a3) (bay £-anr 


23. (c) Be C devem comutar. 


Exercícios 8.10 (Página 534) 


РД 
1. y=5Se* 3. solução geral: q = 
Y 


conjunto fundamental de solugóes: | | 


[é 


e 


ra 
| | 


mw 
8 
Е 
LS 
Il 
2 
=> 
B 
a 
+ 
> 
= y 


para as condições iniciais: c, = с, = 0 


Y 0 -1 -1 
solução geral: | у, | = с | 11е+с | 2|e*4 o| | e; 
» 0 2 1 
para as condições iniciais: c, = 1, с, =—1,с,=2 


х0) = Be”! + Seco її. y, = - lle? + 14e* 
alt) = —25e™ + 65070 у = -Me? + 7e* 


у e + 10e” — e* 
1 : 
1. |»|75 m ie ud 
» 4e? — 10e” +e" 


Y -148r-0 
15. | z | = 4-21 17. yı = —cos(t) — 2 ѕеп(г) 
y» 2 y; = 2cos(t) — sen(t) 


19. y(t) = qe AM + eze- 


A 


y 10e-Q/2r 
21. » = —5e-Q2 + 120-0/0 


Exercícios 9.1 (Página 547) 


1. (a) u +v = (2, 6), 3u = (-3,0) (c) axiomas 1 até 5 


3. (a) u +v = (2, 2), 2u=(0,8) (d)-u-(u,-2,-u,-2) 


(e) axiomas 7 e 8 


5. (a) subespaço (Б) não é um subespago (c) subespaço 


(d) não é um subespaço 


7. (a) não é um subespaço (Б) subespaço (c) subespaço 


(d) subespaço 


9. (a) subespaço (Б) subespaço (е) não é um subespaço 


l 0 0 0 O 1a E 
11. ol; de o > o] imenszo: 3 


13. (a) fix) — hax) + falx) = 0 
(b iG) – 2&0) +34) =0 
15. W(x) = —x sen x — cos x # O para algum x 
17. W(x) =2e* 40 
21. р= pi + 2р — ps 
23. pi = 1х? — $x +1, p = х? +22, 
рз = 5х2 — px P = pi + 3р + 7рз 


224 185—555 


27. base: i К 0-1 ; dimensão: 2 
101-1 1 


29. (a) 1 (b) 1 31. não é um espaço vetorial 


Exercícios 9.2 (Página 559) 
1. ()-18 (b) lull = 730, Ivl = v35 (0) — 575 


19. A = A, + 2А: - 343 +444 


(4) 101 


5. (a) Falha o Axioma 4. (b) Falham os Axiomas 1 e 4. 
(c) Falha o Axioma 4. 


9. 401,1, D, (1,1, 1), 20,0, —1) 


23. 


29, 
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(u, v) = 334101 + изә 


(i w, £ 


y15 
qs (с) 


(a) 2 


(Dx — 1 


абаЛ у T ii 1 2 
LE (5 + cosa — y sena pets — Senda) 


x 2 2 2 5 


"n > ll 
k=1 


13 
(b) 13, VTI, /29, ӨП ТЫШ 
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Exercícios 9.3 (Página 570) 


1. 


15. 
17. 
19. 


21. 


33. 


37. 


39. 


. sobre — 25. não é sobre 


Dae” rae" 


(а) (2,16) 0) (2, 8), (5,1) 
linear 

não é linear 

(а) (х) e q(x) (b) qG) e q) 


0 1] fo O 
base do núcleo: Ё d [ e 


[> 1 


27. (a) l, x 


i 0 
base da i H 
ase da imagem: lo 1 
(b) ao + aix 
31. 1+x+x 


núcleo: múltiplos escalares de (1, 0, 0, 0, . . .); imagem: R” 


(a) E | (b) (1, 0,0, —1), (0, 1, 1,0) 


03 
1000 
e|? 91^ 
0100 
0001 
000 
Tem 
oł of 2 3 
001 
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